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1. Progresijos ir
,»yoratinkliai

Ricardas Kudzma
ricardas.kudzma@maf.vu.lt

Praéjusiy mety valstybinio matematikos brandos egzamino uZdavinj apie Jurgitos géle ir biotrq-
Sas komentavo Vilius Stakénas 2001 mety Zurnalo ,Alfa plius omega" 2 numeryje. Skaitydamas
straipsnelj, prisiminiar 1994 mety Zurnalo ,Mokykla" 10-11 numerj, skirtq matematikai, ku-
riame rafiau apie tieses, progresijas ir ... ,voratinklius“. Apie tai buvo rasyta ir knygeléje
wSekos* (autoriai — A. KudZmiené, R. Kudgma), kuri, ko gero, taip ir nesurado savo skaitytojo.
Pabandysiu griZti prie ,voratinkliy" ir parodyti, kad jie galéjo padéti Jurgitai tresiant savo géle.

Sakydami ,,Seka ag, ai, as, ..., ay, ..., tenkinanti salyga

An+1

Qs =00 LD s s vy ap # 0, (1)
tn

Cia g, g 5 1 ir ¢ # 0 — pastovus skaifius, vadinama geomet-
rine progresija*, mes i§ visy seky i¥skiriame specialias, turin&ias
tam tikrg savybe, sekas. Tai geometrinés progresijos apibréZimas.
Taciau jis nieko nepasako apie tokiy seky egzistavimg. Beje, Sia-
me apibrézime (1) lygybe galima pakeisti jai ekvivalendia ir labiau
konstruktyvia

an+1 =qgay,, n=0,1,2,...,n,.... (2)

Patiom sekom apibréZti arba konstruoti yra du pagrindiniai budai.
Siuo konkreiu atveju tai atrodyty taip:

o Globalusis, arba statinis. Visg seka apibréZiame ikart:

ap, =apq", n=201,2,.... (3)

o Rekurentusis, arba dinaminis. Mintj tokiam apibréZimui pasitlo
formulé (2). Pasirenkame pradinj sekos narj ag. Po to apibréZia-
me kitus sekos narius:

ay=gqap, ar=4qay, ..., Qutl=0@qay, .... (4)

Akivaizdu, kad seka, nusakyta (3) ar (4) lygybe, tenkina (2) sa-
lyga. Labai gerai, kai algebros objektus mokame interpretuoti geo-
metri§kai. Geometrines progresijas (taip pat ir kai kurias kitas se-
kas) galima tirti ,,voratinkliy* metodu. Pasistengsime labai detaliai
nusakyti ,,voratinklio* braizymo procediirg:
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Progresijos, ,,voratinkliai® ir Jurgitos biotrqsos 51

« Koordinaciy plok§tumoje nubréZiame tiese y = gx.

y2* « Abscisiy aSyje pazymime taska ap.

« IS Sio taSko iSkeliame statmenj iki susikirtimo su tiese y = gx.

GeometriSkai gauname taska, kurio ordinaté yra gap, t. y. kitas se-

ay ag  x kos narys yra a;. IS taSko (ap; qap) bréziame horizontalia atkarpg
0<g<l iki susikirtimo su ordinaciy a§imi. Joje gauname reikime a,. Jei

a; biity abscisiy aSyje, tai galétume procediirg pakartoti ir rasti

N ¢ sekos narj @2 = ga). Kaip reikime a; i§ ordinaciy aSies geo-

2 ] metriSkai perkelti | abscisiy a§j? Yra paprastas atsakymas.

aj » X » BréZiame tiese y = x.

» Horizontalg, bréZtg per taSka (ag; ay), pratgsiame iki susikirtimo
(jei dar nesikerta) su tiese y = x. Siy tiesiy susikirtimo tasko
koordinatés yra (ay; a)).

o I5 taSko (a;; a;) bréZiame statmeni j abscisiy aj, kurioje gauname
taskg aq, ir t. t. :

Matome, kad ,,voratinklyje* labai graZiai atsiskleidZia sekos kiti-
mas, arba dinamika. Jei g tenkina salyga —1 < ¢ < 0, tai gautasis
brézinys i§ tikryjy primena voratinklj. Pastebésime, kad ,,vora-
tinkliui* braiZyti naudojameés antruoju (rekuren¢iuoju) geometrinés
progresijos apibrézimu.

2. Jurgitos biotraSos Sis uZdavinys man taip patiko, kad a§ ji daviau VU MIF pirmo-
Jo kurso studentams per kontrolinj (2001 11 17). Rugséjo ménesj
jiems aiSkinau ,,voratinkliy* metoda, nes jis, mano nuomone, pa-
deda geriau suprasti sekos ribos sgvoka. Salyga truputj pakeiciau,
todél ja primenu:

Jurgita kiekviena SeStadienj kambaring géle patrg§ia 10 g biotrgSy. Yra

Zinoma, kad tra8y kickis vazone per savaitg sumaZéja apic 25%.

a) Tarkime, kad Jurgitos priZiGrima gélé anks€iau nebuvo tresta biotra-
Somis. ParaSykite formulg, nusakancia traSy kickj kiekvienos savaités
pabaigoje prie§ pat naujg trg§ima.

b) Biotrados veikia efektyviai tik tada, kai ju kickis vazone iki kito tre§imo
momento visg laika yra didesnis nei 20 g. Apskai¢iuokite, po keliy
patreS§imy tokiu bidu tr¢iant gélg trafos ims veikli elektyviai visg
laika.

¢} ParaSykite formulg, pagal kurig galima bty apskaiciuoti trafy kiekj
vazone po kickvieno patrg§imo.

d) Kai biotrgdy kiekis virSija 50 g, gele ima dzinti dél per didelio trasy
kickio. [rodykite (dviem biidais), kad Jurgita gali ir toliau taip tre8ti
jos priZitirimg geéle (kad nenudZioty).

Palyging su originalia formuluote, matome, kad pridéta viena
dalis (a), kurioje yra praSoma paraSyti trafy, esantiy vazone prie§

pat naujg treS§img, kitimo formule. Pradékime spresti.
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R. Kud#ina

a) Tra8y kiekj vazone prie§ pat pirmajj treSima pazymeékime xp, o
pries pat (n + 1)-aji tre§ima paZymékime x,. Jurgitos priZitirima
gele anksCiau nebuvo treita biotraSomis, todel xg = 0. Tada:

3
x1=10-Z=(x0+10)-

| w

3
— 7
3 =" +7,5,

3 3
X3 = (x1 + 10) - ha le + 7,5,
(5)

b) Gavome rekurentiskai, arba dinamigkai, apibréZta seka. Jai tirti
nubraiZykime ,,voratinkli*. Tik minétg funkcija y = gx pakeiskime
g(x) = 3x +7,5, nes x; = g(xq), x2 = g(x1), ..., Xnp1 = g(xn),

IS bréZinio matyti, kad seka didéja ir artéja i reik§me, nusakyta
tiesiy y=x ir y = %x + 7,5 sankirta. ISsprende lygtj

3

gauname x = 30. I8 ,,voratinklio* matome, kad seka kada nors
virS§ys dvideSimties riba, o sykj vir§ijusi visada bus didesné uz 20.
Belieka tai jrodyti analiziSkai. Norint atsakyti j pirmaji klausima,
reikia skaiiuoti:

x0 =0,

x1=1,5,

x5 = 17,5-0,75= 13,123,

x3=23,125.0,75 = 17,34375,

x4 = 27,34375. 0,75 = 20,5078125.

I8spresti uzdavinj iki galo reikéty matematinés indukcijos.
Indukcijos bazé: n = 4, x4 = 20,5078125 > 20.
Indukcijos prielaida: x, > 20 kokiam nors n, n > 4.

3

Indukcijos Zingsnis: x,+; = Zx,, +7,5 (apibréZimas)
3

> 7" 20+17,5 (prielaida)

=15+7,5=22,5. (aritmetika)

Kaip sitlo V. Stakénas, galima tai padaryti ir vadovaujantis ,,sveiku
protu*: jei x > 20 (prielaida), tai 3x+7,5 > 3.204-7,5=22,5 >
> 20 (indukcijos Zingsnis).
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c) ParaSykime kita tr¢§imo désnj. PaZymekime y, kiekj trady tuojau
pat po n-ojo treSimo. Tada:

3 3
yl=10» y2:1y1+10| ---nJ’n+l:Z)’n+IO:---- (7)

d) Siai sekai vél nubraiZykime ,,voratinkl{“. Reikia braiZyti funkeijy
y= %x + 10 ir y = x grafikus.

y S »voratinklis* labai ,i8kalbingas“. I3 jo matyti, kad seka {y,}
S didéja, taciau niekada nevirSys skaiciaus, kurj reikia rasti i§ lygties
2l
. ; 3
! i F=ox + 10. (8)
10 . |
] i : : e
- ; Jos sprendinys x = 40. Geometri¥kai pagrista hipoteze nesunku
1 oy 40 x

irodyti, nors tam ir reikia matematinés indukci jos metodo.
Indukcijos bazé: y; = 10 < 40.
Indukcijos prielaida: y, < 40 kokiam nors n.

3

Indukcijos Zingsnis: y,+| = 77n + 10 (apibréZimas)
3

< 1 40+ 10 (prielaida)

=30+ 10 = 40. (aritmetika)

Pastebékime, kad Cia niekur neminéjome geometrinés progresijos
vardo.

3. Atidesné ,,voratinklio®  Norédami vienu metu aptarti abiejy seky {x,} ir {y,} savybes, nag-
analizé rinésime Siek tiek bendresne situacija. Sakykime, turime seka (z,},
nusakyta sary§iu

Zntl =qgZn+a, n=1,2,..., zZ] = a. (9)

Laikykime 0 < @ ir 0 < g < 1. NubraiZykime ,,voratinkli*. Jame
galime pastebeéti dvi sekas panagiyjy trikampiuy:

*

Y ) “qu" d 1) staéﬁqju lygiasoniy, kuriy jZambinés yra tieséje y = x;
aq* K 2) statiyju, kuriy jZambinés yra tieséje y = gx +a, o vertikaliyjy
5 ! ir horizontaliyjy statiniy ilgiy santykis yra pastovus ir lygus ¢.

a |
a § Todel vertikaliyjy (kaip ir horizontaliyju) statiniy ilgiy seka yra
geometriné progresija

q % * a,qa,qza,...,q”a,.... (10)

IS ,,voratinklio* matome, kad seka {z,} yra (10) geometrinés prog-
resijos suma, t.y.

=a+ga+qg’a+-+q" a, | (11
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4. Algebrinis Jurgitos
biotrasy uzdavinio
sprendimas

R. Kudima

Sia formule nesunku gauti ir analiziSkai i§ (9) apibréZimo:

Z2=9qz1+a=qa+ta,
Z3=QZ2+a=q(qa—|—a)+a=q2a+qa+a,
w=q""'at +qa+a
In+l =gzp t+a =
=q(@" a4+ ---+ga+a)+a=
=q"a+---+qga+a.

(prielaida)

(Zingsnis)

Noréciau pabrézti vieng sekos, apibréZztos (9) formule, ir geometri-
nes progresijos sumy skirtuma. Formulese (9) galime imti ir zg = 0.
Tada

Z1=qunta=q-0+ta=a,

22 =4qz1+a=qa+a,
Seka zo, 21,22, ..+, 2y, ... blty pirmyjy nariy sumos tokios sekos
0y i, By ves g”“la, ..., kuri néra geometriné progresija — truk-
do nulis. Nepriklausomai nuo to, ar pradedame nariu zo = 0, ar
Z] = a, galime rasti

Z =M_ (12)
1—q

Beje, §i formulé tinka ir kai n = 0.

Grizkime prie Jurgitos biotraSy uZdavinio ir pasinaudokime kg tik
gautomis formulémis. [ (12) formule jstate konkrecias reik§mes
qg= %, a = 17,5, gauname

gy 51__%(%)") == 0.« (1 - (%)) n=0,1,.... (I3)

SprendZiame nelygybe:

x, = 20,

30- (1 - (0,75)") > 20,

30 —30- (0,75)" > 20,
—30- (0,75)" > —10,

-10
(0,75)" < — = 0,3333,
—30

n1n0,75 < In0,3333,
In0,3333  —1,0987
In0,75  —0,2877

n> = 3,8192,
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Matome, kad po ketvirtojo trg§imo traSy kiekis visada bus didesnis
nei 20 g.
Antroji uZdavinio dalis sprendZiama paprasciau:

yn=£)-'(l]—__%,i@=4o-(1—(%)") <40, n=1,2....

Sia dalj taip sprendé dauguma mano studenty. Manau, kad taip
samprotavo ir moksleiviai per valstybinj egzaming.

5. Rekurencioji geometrinés Su geometrine progresija yra susijusi dar viena labai svarbi seka —

progresijos sumos formulé

geometrinés progresijos pirmuyjy nariy suma
sp =ag+ar+---+ay, =ap+aog + - +aoq", (14)

jei pradedame nariu ag, arba

Un:ﬂ1+"'+fln=a1q+...+alq”—|, (15)

jei pradedame nariu a;. Formulés (14) ir (15) gali buti nagrinéjamos

trim aspektais:

« Jos yra specialiy seku apibréZimai. Matematingje analizéje jos
vadinamos daliniy sumy sekomis. Indeksas » rodo, kad paskutinis
démuo yra a,.

« Tai yra globaliis apibréZimai, nes visi sekos nariai nusakomi i3-
kart.

o Jos turi ir lengvai pastebimg rekurentiSkumo savybe. Akivaizdu,
kad

Sp41 = Ao +ay+---Ha, + Ayl = Sy + an41,

(16)
Op+1 = Oy + Ayy1-

Globalus apibréZimas néra toks i§samus kaip (3) formule nusakyta
geometriné progresija arba (12) formule nusakyta seka. Tai patai-
soma, nes gana lengvai i§vedamos formulés

an(l — n+1
== o (17)
1 —gq
ar
ay (1 = g%}
a,,=-—1%, T (18)

Straipsnelio pradZioje | geometriniy progresijy klase buvo nejtrauk-
tos tokios sekos, kuriy g = 1. Taip susitarta tikriausiai dél to, kad
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56 R. Kudima

(17) ir (18) formulés visada turéty prasme. RekurentiSkumas, nu-
sakytas (16) lygybémis, taip pat néra toks, kad galétume braiZyti
,»voratinklius®. Dar reikia padirbeti.

Sp =dap+ay+---+ay, (dauginame i3 g)
Sng =agq +aig <+ -+ ayg
=ar+ay+ -+ a4 (a, apibréZzimai)
=ap+a+a+---+a,4 —ag
= Sp1 — 4o, ($y+1 apibréZimas)
Sn+1 = g8y + ag. (19)

Aisku, kad so = ag. Gavome tikrg rekurenciaja formulg, analogiSky
pacios geometrinés progresijos rekuren¢iam apibré¥imui. Taigi ap-
sukome rata: i§ rekurenciosios (9) formulés geometriSkai ir algeb-
riSkai gavome geometring progresija ir jos sumas, o dabar i§vedéme
rekurenciaja (19) formule geometrinés progresijos sumy sekai.

6. Pradinés sglygos AtidZiam skaitytojui nagrinéjant (9) formule, turéty kilti klausimas,
pakeitimas kodel reikia salygos z; = @. Man taip pat knietéjo suZinoti, kaip
1 Sios salygos pakeitima sureaguos pirmakursiai. UZdavinj apie

Jurgitos gélg per Ziemos egzaminy sesija (200201 08) tiems patiems

studentams pateikiau truputj pakeites formuluote:

Jurgita kiekvieng $eStadienj kambaring géle patrgSia 10 g biotrasy. Yra
Zinoma, kad trasy kiekis vazone per savaite sumaZéja apie 25%. Tarkime,
kad tra8y kiekis vazone prie§ pat pirma treS§img buvo cg, 0 < ¢ < 40.

a) ParaSykite formulg, nusakangia trasy kiekj kickvienos savaités pabai-
goje pric§ pat naujg treSima.

b) IStirkite (geometriskai ir analiziskai) sekos, gautos dalyje (a) monoto-
niSkuma ir apréZtuma.

¢} Apskaiciuokite sckos i§ (a) ir (b) riba.

d) BiotraSos veikia efektyviai tik tada, kai juy kiekis vazone iki kito tre§imo
momento visy laika yra didesnis nei 20 g. [rodykite, kad kada nors
(nesvarbu po keliy trggimy) tokiu bidu tregiant géle traSos ims veikti
efektyviai visg laikq. '

e) Paradykite formulg, pagal kurig galima biity apskaiCiuoti tra8y kiekj
vazone po kiekvieno patrg§imo?

[) Kai biotrasu kickis virSija 50 g, gélé ima d¥iiti del per didelio trady
kiekio. [rodykite, kad Jurgita gali ir toliau taip treti jos priZiurimg
gele (kad nenudZitity).

Lengva matyti, kad trasy kitimo formulés lieka tos pa&ios kaip
ir ankséiau, t.y.

3 3. 3
In4l = Z (xp +10) = Z-xn +7.,3, Yn+1 = ZJ’H += 10,

Pasikeitia tik pradinés salygos:

Xp=c, y1 =c¢+ 10. 20)
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7. Geometrinis sprendimas NubraiZzykime abiem sekoms ,,voratinklius®.

y y

Matome, kad sekos didéjimas ar maZéjimas priklauso nuo c reiks-
meés. Jei 0 < ¢ < 30, tai abi sekos didéja, jei ¢ > 30 — mazéja.
Taip pat i§ bréZinio matome, kad seka {x,} artéja j 30, o seka {y,}
— 1 40. I8 sekos ribos apibréZimo i¥plaukia, kad egzistuoja toks
skaiCius N, jog x, > 20, kai n > N. Paskutiné dalis jrodoma
indukcijos metodu.

Indukcijos bazé: y; = ¢+ 10 < 40+ 10 = 50.

Indukcijos prielaida: y, < 50 kokiam nors 7.

Indukcijos Zingsnis:

3
Y41 = Z}'n + 10 (apibréZimas)
3
< i 50+ 10 (prielaida)
=37,5+10=47,5 < 50. (aritmetika)

8. Analizinis sprendimas Gauti analizines seky iSraiskas §j sykj sunkiau:

x| =2-(::0-1—10\):;(::4-10):§c+§-10,

x2=§-(x1+10)=§-(%c+2-lO+10)_—.
(s () 1042
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=304 (c— 30)(%)",
Xy =30+(c—30)(§)". Q1)

IS Cia matyti, kad seka didéja, kai ¢ < 30, ir maZéja, kai ¢ > 30.
5] ispudj galima sustiprinti nagrinéjant skirtumus

e = B 30)((%)n+] B (42),;) = 22)
3 . 3 30 _ 3 n -
=(6_3O)(Z) (Z_l) -4 C(Z) '

Analogiskai gauname sekos {y,} ifrai¥ka:

y1 =c+10,
)’2=%)’1+10:§c+§ 10 + 10,
s (%)r!_]c+(%),z_l : 10+---+%- 10410 = (23)
_ (1 — (3
) eve-(-)),
arba

= 40+ G)"—l (c —40. g) — 40+ (3)"_[ (c—30). (24)

Siy skai&iavimy buvo galima ir neatlikinéti, Jel bitume susieje sekas
{xp} ir {y.}:

_)’n-}-l :xn‘+101 ”=O|]! 23"-r (25)

ar
Yo n=12,.... (26)

Taciau ir dabar galima pasinaudoti (25), (26) sary§iais ir pasitikrinti,
ar teisingai suradome sekas {x,} ir {y,}. I8 (24) iSraiSkos arba i§
skirtumy

o= e-(E) - G)) - 255" e

matyti sekos {y,} monotoniSkumas. Jos apréZtuma taip pat galima
gauti i§ (24) formules. Jei 0 < ¢ < 40, tai

Y < 40+(§)"_I .(40—30) = 40+ (g)"_l 110 < 40410 = 50.
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9. Moralas
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Turime geometrinius ir analizinius sprendimus, galime juos paly-
ginti. Savaime aiSku, jie vienas kito nepakeiia, o tik papildo.
Analiziniai sprendiniai tam tikra prasme yra galutiniai, bet norint
juos gauti reikia gerokai paplu$éti. Be to, labai nesunku apsirikti ir
padaryti kokia nors aritmeting klaidelg ar pasimesti tarp trijy labai
panaSiy (12), (17) ir (18) formuliy. Su ,,voratinkliais* klaida pada-
ryti sunkiau. Jie leidZia daryti jtikinamas hipotezes, kurias véliau
nesunku pagristi.
Pabaigoje galima pateikti keletg apibréZimy. Nagrinétos straips-
nelyje sekos vadinamos:
» dinaminémis sistemomis — jos apraSo kokio nors proceso (trady
kitimo) dinamika;
o diskre€iosiomis — laikas nagrin¢jamas diskreciaisiais laiko mo-
mentais;
« vienamatémis — sistemos bilisenos nusakomos realiaisiais skai-
¢iais;
o deterministinémis — sistemos blisenos nusakomos vienareik§mis-
kai; néra jokio atsitiktinumo.

Taigi nagrinéjome — deterministines diskreciqsias vienamates di-
namines sistemas. Bendresné tokia sistema biity nusakoma taip:

Xp41 = 8(xn), (28)

¢ia g — funkcija, apibréZta kokiame nors intervale, ir jos reikimés i§
to paties intervalo. Pradinis sekos narys xq taip pat turi priklausyti
tam intervalui. Kai g yra papras¢iausia kvadratiné funkcija (pvz.,
y = b — x%, b — parametras), tai sistema tampa gana sudeétingu ir
idomiu objektu. Sudétingu todél, kad negalima gauti sekos igraiskos
xn = f(n), t.y. globalaus apibréZimo. Lieka tik rekurentusis (28)
apibréZimas. ,,Voratinkliai* — labai svarbus tokiy sistemy tyrimo
metodas.

TaSkai x = 30 ir y = 40 yra seky atitinkamai {x,} ir {y,} pusiau-
svyros taSkai. Be to, jie dar vadinami pritraukiandiaisiais taSkais
(angl. attractor), nes sekos (sistemos) konverguoja prie ju nepri-
klausomai nuo pradiniy reik§miy.

Kokius sudétingus objektus mes nagrinéjome! Gal geriau ir ne-
Zinoti jy pavadinimy. Juk Zinomas machinatorius Ostapas Benderis
taip pat neZinojo, kad garsiajame simultane Vasiukuose daugiau
kaip su puse varZovy jis Zaidé ispaniskas partijas.
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