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Frangois Dress — Bordo universiteto profesorius. Jo moksliniy tyrinéjimy sritis — tolygusis pasi-
skirstymas, Varingo problema, pirminiy skaiciy savybés.

Bordo universiteto profesorius Michel Mendés France tyrinéja tolygiojo pasiskirstymo désnius, au-
tomaty teorijos ir statistinés mechanikos uZdavinius.

Sis straipsnis buvo iSspausdintas matematikai skirtame pranciizy mokslo populiarinimo Zurnalo ,,La
Recherche" numeryje (2001, Nr. 346). Straipsnj spausdiname autoriams sutikus. [ lietuviy kalbq
isverte Vilius Stakénas.

Skaidinodami trupmenos % laipsnius, nagrinédami jy desimtainés iSraiskos skaitmenis po kablelio,

susidurtume su problema, kurios iSspresti matematikai kol kas negali. Paradoksali situacija:
jrodyta, kad beveik visi skaiciai turi tam tikrq savybe, taciau né vienas toks skaicius neZinomas!

Kai kurie skai¢iai yra ypatingesni nei kiti. Kokie tie skaiciai? Tarkime, kad ,,ypatingas® reiskia
tiesiog ,,paprastas”. Patys paprasCiausi skaiCiai yra sveikieji, taigi jie yra ir patys ypatingiausi.
O toliau? Po jy — racionalieji skaiciai, kurie reiSkiami dviejy sveikuju santykiu, pavyzdziui, %
% O kurie racionalieji skaiCiai yra ypatingiausi? Misy poZiuriu — tie, kurie yra patys
paprasciausi, pavyzdziui, % arba %, ir t.t.

Patikslinkime: paprastumas, apie kurj ¢ia kalbame, yra susijes su skaiCiaus sudarymo, arba
gavimo, budu. Siuo poziiiriu skaidius 19 yra paprastesnis uz racionalyjj skai&iy % pastarasis yra

paprastesnis uZz algebrinj skaiciy +/163 arba 8 = 1,3247....

arba

Algebriniai yra tokie skaiiai, kurie yra lyglies, gautos prilyginus nulivi daugianarj su sveikaisiais koeficientais,
sprendiniai. PavyzdZiui, skaiCius x = +/163 yra lygties x2 = 163 = 0 sprendinys, o skai&ius

23
o=J1+yE+ 1~

ra |3

tenkina lygtj 67 —8 — 1 = 0.

Originalus skai€ius? Ar poZiiris | skaiCius nepasikeisty, panagringjus ju laipsniy seka? Pa-
vyzdZiui, panagringj¢ @ laipsnius, galime pastebéti, kad juy reik§meés su dideliais rodikliais maZai
skiriasi nuo sveikyjy skaiciy:

o' — 1630580875001,999999537... .

Suapvaling matome, kad @'% reik§mé labai maZai skiriasi nuo sveikojo skaigiaus 1630580875002.
Sis faktas rodo, kad skaicius ¢ yra labai ypatingas, taCiau Kitaip negu tie skaiciai, kuriuos vadinome
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ypatingais anks€iau. Panagrinéjus didelius trupmenos % laipsnius, prieSingai, jokiy ypatingumo
poZymiuy nematyti:

3\ 100
(5) = 406561177535215237,397279707.....

Visiska nuobodybé! Siuo poZitriu skaiciy % galima vadinti atsitiktiniu.
Dabar panagrinékime skai€iy sekas. Patyrinékime iracionaliojo, pavyzdziui, skaiSiaus +/2,
kartotiniy seky:
V2=1414., 2V/2=2828.., 3v2=4,242..

arba trupmenos % laipsniy seka
3 352 353 3\ 10
—_—= l — :22 — = ¥ e - - cenn
> =15, (2) 25, (2) 3,375, ..., (2) 57,665

arba aukso pjivio skaitiaus ¢ = 1"'2—‘/5, kuriuo 2000 mety naudojosi architektai ir menininkai,
laipsnius
¢ =2,61803.., @ =4,23606.., ..., ¢'"=12299186...

Kaip ir anksciau, nagrinékime tik skaitmenis po kablelio. Kai imamos tik skai&iy sekos trup-
meninés dalys, sakoma, kad seka nagrinéjama moduliu 1. I§ pirmosios sekos gauname tokia
trupmeniniy daliy seka:

uy =0414..., wuy=0,828..., wu3=0,242..., wup=0,142..., ..., g =0,421....
Antroji seka moduliu 1 yra
uy =0,5, wup=025 u3=0375, ..., wupp=0665., ..., wug=0,397...
o trecioji atrodo taip:

i) =0,61803..., wu2=0,61803..., wu3=0,23606..., ...,
o =0,99186..., ..., g =0,99999....

Jeigu galétuméte apskaiciuoti Siy seky 10, 100 ar net 1000 nariy moduliu 1, pastebétuméte keisty
dalyky. Taciau dél skaiCiuokliy, taip pat ir asmeniniy kompiuteriy riboty galimybiy, jstengsite
apskaiciuoti geriausiu atveju 50 pirmuyjy skaitiaus % arba ¢ laipsniy.

Todel mes Siek tiek padirbéjome uZ jus. Pradékime nuo paprasciausio: apskaiGiuokime 100
pirmyjy skaitiaus /2 kartotiniy moduliu 1. Pamatysime, kad 51 i§ iy skaiéiy yra tarp O ir
0,5, o likusieji 49 — tarp 0,5 ir 1. SkaiCivodami, kiek i§ Siy skaiiy patenka i intervalus
(0;0,1), (0,1;0,2),...,(0,9; 1), gautume: 10, 10, 10, 10, 11, 10, 10, 10, 10, 9. Matome,
kad tarp O ir 1 visur yra skaiCiy ir beveik po lygiai kiekviename i§ i§vardyty intervaly. Panady
rezultaty gautume panagrinéje maZesnius intervalus. Sakoma, kad skaiiaus +/2 kartotiniai yra
tolygiai pasiskirst¢ moduliu 1.

PanaSiai patyrinéj¢ moduliu 1 Simtg pirmuyjy skai€iaus ¢ laipsniy, gautume tokius skaiciy ati-
tinkamuose intervaluose kiekius: 48,0,1,0,0,0, 2,0, 1, 48. Galima bty laZintis (matematikas
sakyty — galima iSkelti hipoteze), kad skaiCiaus ¢ laipsniai néra tolygiai pasiskirste moduliu 1! O
kokia hipotezg galima suformuluoti apie skaiciaus % laipsnius? Apskaiciave, kiek skaiCiy patenka
i intervalus (0; 0,1), (0,1;0,2), ..., (0,9; 1), gautume: 12, 8, 10, 12, 9, 11, 7, 13, 11. PaZvelgus
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i §ia sekq taip pat galima padaryti prielaida, kad ji tolygiai pasiskirs€iusi moduliu 1, taCiau to-
lygumas néra toks taisyklingas. Zinoma, tarp hipotezés ir jrodymo gliidi ertmé. Hipotezés apie
skaiGiaus +/2 kartotinius ir ¢ laipsnius jau jrodytos, tatiau apie skaiiaus 3 laipsnius — vis dar
ne. Teiginys dar tebéra hipoteze, o kartu — ir i§5ukis. )

Sekos vaizdavimas. Kaip Sig hipotezg pradéti nagrinéti? Isivaizduokime apskritimo formos
skaitiklj, panaSy i laikrodi, tik suZyméta ne valandomis, bet intervalo [0; 1) skaiciais: pradinis
apskritimo taSkas paZymeétas skaiCiumi 0,0, ketvirtj apskritimo atitinkantis taSkas paZymétas 0,25
ir t.t. Intervalo [0; 1) skaiCiy seka galime pavaizduoti kelionés plokStumoje trajektorija (1 pav.).

03 ___ 02
04 0,1
0,6 0,9 1 ‘ 2
07 08
0,242

0,656

1 pav.

Kiekvieng kita sekos narj atitinka naujas trajektorijos Zingsnis, §io Zingsnio kryptj rodo skaitiklio
rodyklé, nukreipta i skaitiklio centro | apskritimo taSka, atitinkant] naujajj sekos narj. Pagal
pirmuosius sekos narius atideje kelio Zingsnius, gauname netaisyklingo klaidZiojimo trajektorijos
pradZia. Jeigu Sitaip Zingsniuojant ir tolstama nuo kelionés pradzios taSko, ir artéjama prie jo,
taCiau atstumas iki Sio taSko visada lieka daug maZesnis uZ visa nueitg kelia, tai yra poZymis, kad
seka tolygiai pasiskirsc¢iusi moduliu 1. PrieSingai, jeigu keliaujama spar€iai tolstant nuo pradZios
taSko, tai yra pagrindo manyti, kad seka nera tolygiai pasiskirs€iusi moduliu 1. Tiksly tolygaus
pasiskirstymo kriterijy suformulavo Hermann Weyl (Hermanas Veilis).

Veilio kriterijus

Herman Weyl 1916 metais paskelbé tolygaus pasiskirstymo moduliu 1 kriteriju: seka (u,} yra tolygiai pasiskirs-
Ciusi moduliu 1 tada ir tik tada, kai su bet kokiu /1, i # 0, teisingas sarysis

L J 2imhu
EZC" "— 0, N— o0

n=|

Si kriterijy galima interpretuoti grafiSkai. Kiekvienam i§ pirmuju N nariu /in, priskirkime po apskritimo taska
(1 pav.). Veilio krilerijus tvirtina, kad visiems / Sitaip gauty tadky aibés svorio centras, kai N — oo, artéja prie
apskritimo centro. Naudojantis §iuo kriterijumi, nesunku jrodyti, kad bet kokio iracionaliojo skaiiaus kartotiniy
scka yra tolygiai pasiskirsCiusi moduliu 1.

Grafinis klaidZiojimo vaizdas yra gera pedagoginé priemoné, padedanti suprasti problemos
esme.
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Nagrinékime minétas tris sekas ir pavaizduokime po 30 jas atitinkangiy klaidZiojimo trajektorijy
zingsniy. Trajektorija, atitinkanti skaiciaus /2 kartotinius, susipynusi | kamuolj, kurio centras —
pradZios taskas (2 pav.).

Pradzia

n=30

2 pav.

LauZyta trajektorijos linija iSsitenka nedideléje srityje. Ji sudaro nebaigta braiZyti 30 spinduliy
ZvaigZzde. Tesdami skaiCiavimus toliau, nubraiZ¢ trajektorijg gautume ZvaigZzde su vis didesniu
skai€iumi spinduliu, vis labiau primenancia juoda Zieda. PrieSingai, ,,aukso pjuvio* skaiciaus
laipsniy sekos trajektorija labai greitai tolsta nuo pradZios tasko | begalybg (3 pav.).

Pradzia

n =30

3 pav.

»Aukso pjuvio* skai¢iaus ,,pusbroliai®

»Aukso pjiivio” skaitiaus ,pusbroliai* (pvz., skaiCius @) buvo atrasti XX amZiaus pradZioje, o pirmuosius svar-
bius rezultatus apie 1930 metus gavo pranciizas Charles Pisot (Sarlis Pizo) ir indas Vijayaraghavanas. Todél Sic
skaiCiai vadinami PV skai€iais. Ju laipsniai ne tik néra tolygiai pasiskirst¢ moduliu 1, bet moduliu 1 artéja prie
nulio.

Nuo Dalambero laiku Zinoma, kad bet kuri lygtis

M 4a | o

+ootagx+ag=0

turi d sprendiniu — realiujy ar ne, skirtingy ar sutampanciy. Tarkime, visi Sios lyglies koeficientai yra sveikicji
skaiciai. Jeigu vienas Sios lyglies sprendinys x yra didesnis uZ 1 realusis skaicius, o kiti d — 1 sprendiniy modu-
liu maZesni uZ vienela, tai skaicius x vadinamas PV skai¢iumi. Taigi sveikicji didesni uZ 1 skaidiai yra PV skai-
¢iai, ,,aukso pjuvio* skaicius ir jo ,,pusbroliai* — taip pat PV skaiCiai. Galima nesunkiai jrodyti, kad x" moduliu
1 artéja prie nulio. Kur kas sunkiau jrodyti atvirk§tinj teiginj: jeigu skaicius x yra didesnis uZ vieneta, o jo laips-
niai x" moduliu 1 greitai arteja prie nulio (pavyzdZiui, atstumas iki nulio maZé¢ja greiciau nei 1/n), lai x yra PV
skaiGius. Sic skaiéiai glaudZiai susije su sveikaisiais, todél vaidina svarby vaidmenj jvairiose matematikos, Laip
pat ir fizikos srityse.
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" Jipdeiiiy
Trupmenos 5 laipsniy seka

Kelias, vaizduojantis trupmenos 2 laipsnius, atrodo gana mislingai. Jis labai primena tokj

atsitiktinj klaidZiojima, kai vengiamz; per daug nutolti nuo pradinio tasko (4 pav.). Dar keistesnj
vaizdg gauname atidéje ne 30, bet 300 pirmujy trajektorijos Zingsniy (5 pav.). Trajektorija primena
tolygy pasiskirstyma moduliu 1, taciau iki jrodymo labai toli — nei jsplidZiai, nei skaiCiavimuy
rezultatai néra jrodymo argumentai. Siandien matematikai priversti pripazinti, kad negali atsakyti
i klausima, ar §i seka moduliu 1 yra tolygiai pasiskirs€iusi, ar ne.

Pradzia

Pradzia

n =30 n =300

4 pav. 5 pav.

Paradoksalioji trupmena % Taigi misle, kartu ir paradoksas — kodél tokio paprasto skaiciaus
kaip 3 laipsniy seka elgiasi chaotikai, o tokiy sudétingy skaiCiy kaip ¢ ir 6 laipsniai — labai
laisykulingai.

Bandydami i8siaiSkinti situacijg, pirmiausia atsakykime j klausima, kokia savybe biidinga nagri-
néty seky daugumai: tolygaus pasiskirstymo moduliu | ar prieSingai — netolygaus pasiskirstymo?
Atsakymas visiSkai aiSkus kartotiniy sckoms, tadiau visiSkai neaiSkus laipsniy sekoms. Zinoma,
kad iracionaliyju skai¢iy kartotiniy sekos yra tolygiai pasiskirciusios moduliu 1, taip pat Zinoma
(tai jrodyti galima dar paprasCiau), kad jokio racionaliojo skaiCiaus kartotiniy seka néra tolygiai
pasiskirs¢iusi moduliu 1. Véliau pamatysime, kad tam tikra prasme iracionaliyjy skaiciy yra daug
daugiau negu racionaliyjy. Taigi galima teigti, kad skaiCiy kartotiniy sekoms tolygaus pasiskirsty-
mo moduliu | savybé yra tipine. Nagrinédami laipsniy sekas, susiduriame su nauju paradoksu, dar
ispidingesniu negu jau minétasis: Zinomi skaiciai, didesni uZ vieneta, kuriy laipsniy sekos néra
tolygiai pasiskirs¢iusios moduliu I, ir Kartu Zinoma, kad tokie skaiCiai yra iSimtys, kad tolygaus
pasiskirstymo savybé yra tipiné tokioms sekoms, taCiau neZinomas né vienas skaiCius, kuriam
galétume jrodyti, kad jo laipsniy seka moduliu 1 yra pasiskirsciusi tolygiai!

I§ kur Zinome, kad tolygaus pasiskirstymo moduliu | savybé yra tipine laipsniu sekoms? Tai
1933 metais jrodé olandy matematikas J. F. Koksma. Irodymas néra paprastas. Norédami suprasti
pacia rezullato formuluote, turime panagrinéti, kaip begalinés aibés gali biti skirstomos j ,,maZas*
ir ,,dideles”. Tokius klausimus nagrinéjancia kryptj matematikai vadina mato teorija, taciau §iuos
dalykus galima aptarti naudojantis ne mato, bet tikimybés savoka.

Diskretumas ir tirStumas. Panagrinékime skaiciy, atvirkStiniy nattiraliesiems, aibe

]l TR = TR
45

| -
L |

o [, fent magate i a8 i e - | IR (R PR | |
Nors ji ir begaline, taCiau ,,visai maZza™: pavyzdZiui, tarp trupmeny z ir 5, taip pat ir tarp 355 it 559

ir L. t. néra né vieno §ios aibés elemento. Sakoma, kad §i aibé yra diskreti. O dabar panagrinekime
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visy racionaliyjy skai¢iy aibe: paémus du racionaliuosius skaiCius, kad ir kaip jie maZai skirtysi,
visada tarp ju bus kitas racionalusis skai¢ius, netgi be galo daug racionaliyjy skaiciy! Sakoma,
kad visy racionaliyjy skai€iy aibé yra tirSta. Nagrinédami skai&ius, kuriy deSimtaingje iSraiskoje
néra skaitmens 7, gautume keista aibe: nei diskredia, nei tirSta, taCiau turindia daug elementy
(daugiau negu dvi minétos aibés).

Dabar jsivaizduokime, kad j intervalg (0; 1) bakstelime plonos adatos smaigaliu, labai plonos, be
galo plonos... Tikimybé pataikyti | vienos i§ minéty aibiy elementa lygi nuliui! Taigi tikimybe, kad
Siuo budu ,,pasmeigsime* naturaliojo skaiiaus atvirkstinj, arba racionalyjj skaiciu, arba skaigiy,
kurio deSimtain¢je iSraiSkoje néra skaitmens 7, lygi nuliui. Tokias aibes matematikai vadina
nulinio mato, arba nulinés tikimybés, aibémis. Nedidelis tikimybinis paradoksas: nors tikimybe
lygi nuliui, tai anaiptol nerei8kia, kad tokio skaitiaus ,,pasmeigti* negalima...

PrieSingai, tikimybe¢ pataikyti | skaiciy, kuris nepriklauso vienai i§ iy trijy aibiy, lygi vienetui,
t.y. Siy aibiy papildiniai yra vienetinés tikimybes aibés. Matematikai, jprate prie vaizdingos ir
kiek mjslingos kalbos, sako, kad §iai aibei priklauso beveik visi skai&iai.

Dabar teorema, apie kurig kalbame, galime suformuluoti taip: didesniy uZ vienetg skaiéiy,
kuriy laipsniy seka yra tolygiai pasiskirs€iusi moduliu 1, aibé yra vienetinés tikimybeés aibé. Kodeél
didesniy uZ vieneta? Nes jokio teigiamo, maZesnio uZ vieneta skai&iaus laipsniy seka néra tolygiai
pasiskirsCiusi moduliu 1. Todél mes ir nagrinéjame skaiéiy % Tai pats papraséiausias skaicius,
kurio laipsniy seka galbiit yra tolygiai pasiskirs¢iusi moduliu 1. Kadangi joks Kitas, turintis Sia
savybe skaiCius néra Zinomas, kodél nepradéjus nuo minétojo skai&iaus? Jeigu pavykty jrodyti,
kad taip ir yra, tai ar teisingiau biity sakyti, kad is skai&ius labai ypatingas, ar kad tarsi atsitiktinis?

Matematiné problema yra jdomi tada, kai ji yra dalelé plagios tyringjimy srities, kai ji yra
susijusi su kitomis problemomis. Pavieniy graZiy rezultaty nebiina.

PavyzdZiui, Wileso—Fermat teorema jdomi tuo, kad ji susijusi su sudétinga algebrine skaigiy
teorija. Racionaliyjy skai€iy laipsniy pasiskirstymo moduliu 1 problema reik§minga tuo, kad ji
susijusi su giliomis aritmetinés aproksimacijos (matematikai sako — diofantiniy artiniy) teorijos
sqvokomis ir statistiniais sudétingy determinuoty (matematikai sako — ergodiniy procesuy) procesy
tyrimais.
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