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Straipsnio autorius, VU Matematikos ir informatikos fakulteto docentas, demonst-
ruoja kompiuterinés algebros sistemos Maple galimybes sprendZiant nelengvus
matematikos ir informatikos uZdavinius.

Kompiuterinés algebros sistema Maple atveria naujas galimybes studijuojantiems ir taikantiems
matematika. I$ dalies su Siomis galimybémis juis galite susipaZinti perZiliréje Cia pateiktus uZda-
viniy sprendimo pavyzdZius, kurie atlikti Maple 6 programos versija. Daugiau pavyzdZiu galite
rasti [4] darbe. Sparéiai tobuléjant kompiuterinei technikai ir programinei jrangai, Sios galimybés
nuolat didéja.

Kiekvieno studijuojanéio matematika ar atliekanio matematinius skaiCiavimus darbo vietoje
turéty bati kompiuteris su keliomis matematinio skaiiavimo sistemomis. Svarbiausios i§ ju yra
Maple, Mathematica, Macsyma, Matlab, Mathcad, Mupad, Derive ir kt. Platesne ju apzvalga ir
palyginima galima rasti didelés apimties [5] knygoje. Kokia sistemg pasirinkti, spreskite patys.
SusipaZinus su viena sistema, nesunku pereiti prie kitos. Kompiuterinés algebros sistemos gali
vykdyti ne tik tradicinius skai¢iuoklio veiksmus, bet kur kas daugiau: pertvarkyti aritmetinius ir
algebrinius rei¥kinius, rasti baigtines ir begalines sumas bei sandaugas, apskaiciuoti iSvestines ir
integralus, spresti lygtis ir lygCiy sistemas, atlikti veiksmus su vektoriais ir matricomis, braizyti
jvairius grafikus ir pan. Sias operacijas vykdyti néra sudétinga, nes reikia tik susirasti tinkama
komanda. Maple 6 sistemoje tokiy komandy yra apie 3000. Sudétingesniems ir nestandartiniams
uzdaviniams spresti tenka pasinaudoti programavimo galimybémis, jungiant komandas | programa
— komandy seka arba apibréZiant naujas komandas-procediiras (Zr. toliau pateikiamus uZdaviniy
sprendimo pavyzdZius).

Keletas nurodymy tiems, kurie nagrinés pavyzdzius. Kickviena Maple komanda baigiasi kab-
liatagkiu arba dvitaskiu. Paspaudus Enter, komanda abiem atvejais yra vykdoma, tik dvitaskio
atveju rezultatas nerodomas ekrane. Zenklas : = yra vardo suteikimo operacija. Kair¢je Sio Zenk-
lo mes rafome varda, kurj parenkame objektui. Zenklas % yra paskutinés komandos vykdymo
rezultatas. Apie kiekviena komanda galima suZinoti iSkvietus pagalba. PaprasCiausias iSkvietimo
biidas — pelés Zymeklj nustatyti ties komandos pavadinimu ir paspausti klavisa FI. Pagalba taip
pat galima iSkviesti surinkus Zenklg ? ir komandos pavadinima, pavyzdZziui,

> ?solve
Manau, kad §is darbas jus sudomins ir padés i§sirinkti tinkamg kompiuterinés algebros sistema.

1 u#davinys (#r. [11). Kickvienam n > 1 raskite n-ojo laipsnio daugianari P, (x), su visais t =)
tenkinantj sqlygq
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Pirmas bidas. Naudojamés neapibréztujy koeficienty metodu. Daugianariy ieskome pavidalo
Py(x) =ag+aix +ax?+ - +a,x".

Koeficientus galima rasti komanda solve (identity(eqn,x), wvars) (zr. solve/iden-
tity).

> restart;
> ?golve/identity

Sudarome procediira T1(n) n-ojo laipsnio daugianariui rasti:

> Tl:=proc(n) local k,f,Ta; f:=x->sum(a[k]*x"k,k=0..n);
Ta:=f(t+1l/t)=t"n+l/t"n; solve(identity(Ta,t),{seq(alk],k=0. .n)});
expand (subs (%, £(x))); RETURN(sort(%)); end proc:
Pirmieji penki daugianariai yra:
> seq(Tl(k),k=1..5);

x, x2—=2, x3—3x, x*—4x2+4+2, x5_5x34+5x
Pavaizduosime juos grafiskai (I pav.):

> plot([%],x=-3..3,y=-3..3);

1 pav.
Nesunku pastebéti, kad P,(2) = 2 ir su kiekvienu x i§ [—2; 2] teisinga nelygybe |P,(x)| < 2.
Antras biidas. Darbe [1] yra i§vestas rekurentusis sarysis
Pp1(x) = Py(x)x — Py (x).

I§ Sio sarySio komanda rsolve galima rasti n-ojo daugianario formule:

> rsolve( [f(n+l)=£f(n)*x-f(n-1),f(1)=x,£(2) =x"2-2},£);

@ om) + (2 2

Kiekvieno démens vardiklyje panaikiname iracionaluma:
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> map (rationalize,op(l,%))+map(rationalize,op(2,%));

(b = /AT=3) (e 17—

> g:=unapply(%,n);
gi=n— (bx = IVaT=4)" + (3x + 357 — 4)"
> T2:=n->simplify(g(n));
T2 :=n — simplify(g (1))

X x2 —4\" X x2 —4\"
Pn(x)=(§———2—) +(E+—2_—)

Toliau pagal ta formule apskai¢iuojame pirmuosius penkis daugianarius:

Gavome formule

> seq(T2 (k)  k=1..5);
i K=, x3 —3x, xt —4x2 42, x3 —5x3 4+ 5x
Tredias biidas. Apibréziame procedtira, pagal kuria rekurentiskai apskaic¢iuojami daugianariai.
> T3:=proc(n) option remember; expand(T3(n-1)*x-T3 (n-2));
end proc:
> T3(1l):=x: T3(2):=x"2-2:
> seqg(T3(k),k=1..5);
%, ®E—2, x> —3x, xt—dxt42, X —5x3 4-5x
Palyginame skaiiavimy ¥iais budais (naudojantis 600 Mz Pentium III) greitj. Randame laika,
per kurj apskaitiuojamas 50-asis daugianaris:

> time(T1(50)) ;

5.078
> time (T2 (50));

173
> time (T3 (50));

.004

Matome, kad pats greiCiausias yra treCiasis btidas. LéCiausias yra pirmasis btidas, bet jis
nenaudoja rekurenéiojo sarySio.

2 widavinys. Tegul a, b, ¢ — teigiamieji skaiciai, abc = 1. [rodykite, kad

-1+ -1+ Ye-1+D <

Sis uzdavinys pateiktas 41-ojoje pasaulinéje olimpiadoje ir buvo sunkiai jkandamas (Zr. [2]).
Keli jo sprendimo biidai i§nagrinéti [2] darbe. Pateiksime dar vieng sprendimo varianta. Naudo-
jantis Maple, §is bidas yra gana paprastas.

Atliekame keitinj a = e*, b = ¢, ¢ = e*. Gauname ekvivalenty uzdavini:

Tegul x, y, z — bet kurie realieji skai¢iai, x +y +z =0. Irodykite, kad

(€ — 14+ -1+ (e —1+e) < 1.
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Sitaip atsikratome papildomos salygos, kad kintamieji yra teigiamieji skai¢iai. Toliau taikome
paprasciausia metodg — iSreiSkiame kintamajj z = —x — y ir jstatome | kairiaja nelygybés pusg.
Tada nelygybei jrodyti pakanka iSspresti standartinj uZdavinj — rasti dviejy kintamyjy funkcijos

F=(e" =1+ (e — 1+ (e — 1 4¢)
maksimumg. Be kompiuterio tai jveikti sunku del funkcijos f ir jos i§vestiniy sudétingumo.
Maksimumui rasti naudinga Zinoti ekstremumo nustatymo taisykle:
1. Kritiniams taSkams M (x; y) nustatyti reikia iSspresti lygciy sistema f; =0, f, = 0.

2. Kiekviename kritiniame taSke M reikia apskaiCiuoti antrasias iSvestines fyy, fyy, foy ir

reiskini A = Fre Sy = £

3. Jei A > 0, tai M yra ekstremumo ta¥kas: kai f,, < O — maksimumas, kai f, > 0

— minimumas. Jei A < 0, tai ekstremumo taSke M néra, o jei A = 0, tai reikia tirti
papildomai.

> restart;
Apibréziame kintamuyju keitimo formules:
> T:=(a=exp (x) , b=exp(y), c=exp(z)):
Istatome | sary3io salyga:
> subs(T,a*b*c=1) ;
etedet = 1
éiq lygybe logaritmuojame:
> map(ln, %) ;
In(e*e¥e?) =0
Gauname naujg sarysio salyga:
> simplify (%, 1ln, symbolic) ;
x+y+z=0
Toliau jvedame kairigja nelygybés puse ir pakeiciame kintamuosius:
> R:=(a-1+1/b)* (b-1+1/c)* (c-1+1/a) ;
— 1 1 : 1
Ri=(a=1+g){b=1+g)c—1+7%)
> simplify(subs (T, z=-x-y,R));
(" —1+e="M) (e — 1+ ety el —1 4+ el=%))
ApibréZiame funkcijg, kurios maksimuma reikia rasti:
f:=unapply (%, (x,¥));
fi=0, )= € =14+ (e — 1 +eltN)Eet—>» 1+ el
Randame kritinius taSkus (galima naudoti ir komanda £solve)
> _EnvExplicit:=true:
> solve ((DI1](f) (x,¥)=0,D[2] (f) (x,y) =0}, (x,¥ });

Gavome vieng kritinj ta¥kgq M (0; 0). Kitas Saknis atmetame, nes jos yra kompleksines. Toliau
tiriame tg kritinj taSka. I§ pradZiy nubraiZome funkcijos f(x, y) grafika (2 pav.) tasko M (0;0)
aplinkoje. ' '
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> plot3d(f(x,y),x=-1..1,y=-1..1,axes=boxed, style=PATCHCONTOUR,
view=[-1..1,-1..1,0..1],orientation=[-60,30] ,numpoints=2000);
Plotting error, empty plot

2 pav.

Kompiuterio ekrane brézinj galima pavartyti ir apZitiréti i8 visy pusiy, pakeisti braizymo stiliy.
Matome, kad M (0; 0) — maksimumo ta8kas. Apskai¢iuojame funkcijos reik§me Siame taSke:

> £(0,0);

1

Fiksavus viena kintamaji, f(x, y) galima tirti kaip vieno kintamojo funkcija naudojantis visa
Zinoma teorija. PavyzdZiui, kai y = 0, turime

> gimplify(expand(f(x,0)));

Hak _ al2%)
ir braizome grafika (3 pav.):

> plot(£f(x,0),x=-5..3,y=-2..2};

B —= =3 —= = 1 2 E

3 pav.

Nubraizome kreive (4 pav.), kuria funkcijos grafikas kertasi su plok§tuma z = 0. Gauname
kreivinj trikampi, kurio viduje funkcija yra teigiama, o jo iSoréje — neigiama. Maksimumas yra
igyjamas koordinaciy pradZioje ir jo reik§me lygi 1.

> plots[implicitplot] (f(x,y)=0,%x=-5..5,y=-5..5, numpoints=4000) ;
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4 pav.

Yra ir kity funkcijos f grafinio ir skaitinio tyrimo galimybiy. KvieSiame skaitytojus jas pa-
bandyti rasti.

Toliau taikome ekstremumo nustatymo taisykle. Tam kritiniame ta¥ke M (0; 0) apskaiiuojame
antrasias i§vestines A = fy., B = fy, C = fy, ir determinanta A = AB — C2:

> A:=D[1,1](£)(0,0);

Ai==2
= Be=D[2,2] (T) (0,0);

B:=-=2
> C:=D[1,2](£) (0,0);

C:==1
> Delta:=A*B-C"2;

N =13

Matome, kad A > 0 ir A < 0. Todél M(0;0) yra maksimumo takas, maksimumo reik¥me
lygi 1. Grizkime prie seny kintamyjy. Maksimumas jgyjamas taske

> simplify(subs(z=-x-y,x=0,y=0,T));
{e'=l,b=1,8=1}
Maksimumo reik§me lygi

> subs(%,R);
1

Ji nevir§ija nelygybés deSiniosios pusés. Todél duotoji nelygybeé jrodyta.

3 uzdavinys ([3]). Skaiiy korys yra taisyklingo Sefiakampio formos, krastinés ilgis yra sveikasis
skaicius i§ intervalo [1;99), akutése jrasyti sveikieji skaiciai yra i§ intervalo [0; 99]. Kelias pra-
sideda kurioje nors virSutinés eilutés korio akutéje ir baigiasi kuriofe nors apatinés eilutés korio
akutéje. I§ akutés kelias gali eiti tik jstrizai Zemyn | kairg arba [strizai Zemyn | desine. Sudarant
keliq, vienq kartq leidZiama vienos horizontalios korio eilutés du skaicius sukeisti vietomis. Pa-
rasykite programaq, kuri paskaiciuoty, kokia gali biiti did%iausia keliq sudaranéiy akuciy skaiciy
suma.

restart;

with(plots, textplot,display) :
with(geometry,point,RegularPolygon,rotation):
with(networks) :

VvV V. VvV

o +w
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Rasime ne tik sumag, bet ir kelig, kurj lpavaizduosime grafiSkai. Jvesime pavyzdZio i§ [3]
duomenis (5 pav.). Duomenis pakeitus kitais, ¢ia pateikiama programa turi veikti. Sprendimo
laikas gali gerokai padideéti, jei didinsite kraStinés ilgj. Kai kraStiniy ilgiai yra lygts 3, kompiuteris
su 600 Mz Pentium III procesoriumi §j uzdavinj i§sprendZia per 10 sekundZiy. Jei nereikia rasti
kelio ir jo braiZyti, tai galima programuoti pagal greitesni algoritma, nurodyta [3].

Korio krastinés ilgis:

> na=3;

n=3
Skaiciai akutése:
s Ts=[[1,2,8],([3.2,2,1]1,04,2,8.0,3],05:341;:2}i[3:1:4]]:
T:=1[1,2,3]1[3,221],[42,8,03][53,1.2),[3, 1,4]]

> Ts:=map(op,T};

TS = [ll 21 3|332, 21 1141 2, 81 0| 3157 31 1121 31 1:4]

Akuéiy skaiCius:

> m:=nops (%) ;

m:=19

Akutes Zymésime aij; ¢ia i — eilutés numeris, j — akutés eilutéje numeris (6 pav.). Korio
eilutés:

> E:=seq([seq(a||i||j,j=1..nops(T[i]))],i=1..2%n-1);

E :=[all,al2,al3], [a2l,a22,a23,a24], [a31,a32,a33,a34,a35], [ad]1, ad2, a43, ad4],

[a51, a52, a53]

Visos akutés:

> S:=seqg(op(E[k]), k=1..2*n-1);

S:=all,al2,al3,a2l,a22,a23,a24,a31,a32,a33, a34,a35, a4l, a4, a43, ad4, asl1,
as2, a53

Eilutése randame akutes, kuriose jradyti didZiausi eiluciy skaiciai:
Em:=NULL:

for k to 2*n-1 do

member (max (op (T[k])),T[k]l, 'p");

Em:=Em, a||k||p;

end do: Em;

vV V. V V V

al3,a2l,a33,adl, a53
Funkcija akuéiy centry koordinatéms apskaiciuoti:

> F:=(i,j)->if i<=n then [sgrt(3)*(j-n)+sqgrt(3)*(n-i)/2, (n-1)*
3/2] else [sgrt(3)*(j-n)-sqrt(3)*(n-1i)/2, (n-i)*3/2] end if:

Randame korio akuéiy centry koordinates:

> C:=NULL: for i to 2*n-1 do for j to nops(T[i]) do C:=C,F(i,3);
end do; end do; C;

(—/3,31, 10,31, v3,3), [~3.v3.3], [-3v3.3] [5v3.3] [3v3.3] [=2v3.00
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V3,00, 0.0, [V3,0, 23,01, [~ 33 3], [~ /332, [1v3 2. [3v3. 7],
[—+/3, 3], [0,-3], [v/3,-3]
Jvedame korio akutes:

> seqg(RegularPolygon(d||k, 6,point(o]|[k,C[k]),1),k=1..m):
> akutes:=seq(rotation(2||k,d||k, Pi/6, ‘clockwise’, o]|k),k=1l..m):

Jas nubraiZome (5 pav. ir 6 pav.):

> K:=geometry[draw] ( [akutes],h axes=none) :
> display (K, seg(textplot([op(C[k]),Ts[k]]),.k=1..m)) ; ;br:=%:
> display (K, seqg(textplot([op(C[k]),S[k]l]).k=1..m));

6 pav.

Optimaliam keliui rasti pasinaudosime grafy teorijos networks paketu.
ApibréZiame orientuotajj grafa G (7 pav.):

> new (G) :

> for i to m do addvertex(S[i],weights=Ts[1],G); end do:

> for i to n-1 do for j to n+i-1 do connect ({a||i||j}.fa|| (1+1) |7,
al| (i+1) || (3+1)}), ‘directed’,G); end do; end do;

> for i from n to 2*n-2 do for j to 3*n-i-2 do connect ({a||i]|].
alli]] (3+1)}, {a]|| (i+1)||3], ‘directed’,G); end do; end do;

> draw(G) ;
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7 pav.
I§ pradZiy sudarome procedura optimaliam keliui rasti, kai neleidZiama sukeisti:

> opt_kelias:=proc(G) local suma,i,]j,tkelias,kelias,k; suma:=0:
for i to n do for j to n do flow(G, (a||l||i)., (a|l{2*n-1)]||]).
‘eget’,’'comp’, 'maxflow’=1); tkelias:=map(op,eset);

seq(vweight (%[k],G),k=1..2*n-1); sum(%3[k],k=1..2*n-1); if suma<$%
then suma:=%; kelias:=select {(has, [S], tkelias); end i1f; end do:
end do; RETURN (suma,kelias); end proc:

Jei nebiity leidZiama sukeisti, tai didZiausia suma ir optimalus kelias biity:

> opt_kelias(G) ;
19, [al3, a23, a33,ad2,a51]
Toliau kiekvieng eilutg pakei¢iame didZiausiu eilutés skaic¢iumi ir kiekvienu atveju randame
optimaly kelia. I8 visy keliy iSsirenkame ta, kurio aku&iy suma yra didZiausia:

> a_suma:=0:

> for k to 2*n-1 do H:=duplicate(G): for i to nops(T[k]) do
addvertex (E[k] [1] ,weights=max{op(T[k])),H); end do; sp:=
opt_kelias (H); 1f %[l]l>a_suma then a suma:=gpll]; sprend:=
subs (sp(2] [k]=Em[k],sp[2]); end if; end do:

Atrenkame rasto kelio akutes ir braizome (8 pav.):

> sp:=NULL: for k to 2*n-1 do member{sprendl[k], [S],'p’):;
sp:=sp,akutes[p]; end do:

> geometry [draw] ( [sp], filled=true,color=grey) :
display (%, br, axes=none) ;
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Gauname atsakyma:

> ‘Suma'=a_suma;
Suma = 22

> ‘Kelias'‘'=sprend;
Kelias = [al3, a23, a33, a41, a53]
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Atrodo, kad matematikai pamir3o, jog du tikstan&ius mety Euklido geo-
metrija buvo grieZtumo ectalonas. Net didicji matematikai nematé jos trii-
kumu. O realiyju skai¢iu pagrindai buvo sukurti tik antroje devyniolikto
amZiaus puscje. Nei Oileris, nei Gausas nebiity galéjes apibréiti realiyjy
skai€iu, kaZin ar juos apskritai biity dZiuging varginantios io apibréZimo
detalés. Tatiau abu jie itin gerai suprato matematika ir gavo neprilygstamy
rezultaty. GrieZti jrodymai néra tokie svarbiis kaip jrodymas, kad tai, ko
mokome, yra svarbu. Daugeliui déstytoju, uZuot riipinusis, kad déstymas
buty pakankamai grieZtas, verta susiripinti tuo, kaip sukurti ry3ky intui-
tyvy vaizdinj... Bendrasis principas yra toks: grieZtumo lygis turi atitikti
matemating studenty brandg, o ne matematikos branda.

Morris Kline, Mathematics: A Culral Approach, Addison-Wesley, 1966, p. vii.

¢+ w -



