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Daugelis sutiks, kad matematika yra labirintas. Tagiau ar kelio ieSkojimas
labirinte yra tik galvosiikis, ar ir matematinis uzdavinys?

Viena vertus, kiekviename galvosiikyje yra bent kruopelé matematikos. Kita
vertus, labirinta galima pavaizduoti grafu. Tada labirinto galvosiikis tampa dvi
grafo vir§ines jungiancio kelio paieSkos uZdaviniu.

Siame skyrelyje siiilome paklaidZioti po labirintus. Pirmasis tikrai buvo jreng-
tas Anglijoje, na o likusieji — sumodeliuoti kompiuteriu.

e. 110

GO0

Raskite kelig labirintuose:

a)
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Teikite ir iSeikite:

L

g 112

TR
oG

Kaip nukeliauti i§ vieno taSko i kitg?

Miisy skyrelyje — komandinés olimpiados ,,Baltijos kelias 2001, vykusios 2001
lapkri¢io 2—6 dienomis Hamburge, uZdaviniai.

Egzaminui buvo paruoStas 8 uzdaviniy rinkinys. Kiekvienam studentui duoti
3 u¥daviniai. Jokie du studentai negavo daugiau kaip vieno bendro uZdavinio.
Koks galéjo buti didZiausias studenty skai&ius?
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0. 246
Natiiralusis skaicius 7 > 2. Nustatykite, ar egzistuoja n tokiy kas du nesiker-
tanciy netusciyjy aibés {1, 2, 3, ...} poaibiu, kad kiekvieng natbralyji skaiciy
buty galima vieninteliu biidu iSreik§ti suma ne daugiau kaip » démenu, paimty
i§ skirtingy poaibiuy.

. 247

I lentele 7 x 7 suraomi skaiciai 1,2, ..., 49 ir apskai¢iuojama kiekvienos eilutés
ir kiekvieno stulpelio skai€iy suma. Kai kurios i§ ty 14 sumy yra lyginés, o kai
kurios — nelyginés. Raide A paZymékime suma visy nelyginiy sumy, o raide
B — visy lyginiy sumy. Ar galima tuos skai€ius sura$yti i lentele taip, kad biity
A=B?

o. 248
¢oo

Skaiciai p ir g yra du skirtingi pirminiai. Irodykite, kad

242+ 2]+ 9522 =L

¢ia |x| — skaiciaus x sveikoji dalis.

o. 249

Yra 2001 apskritimo taSkas, nuspalvintas raudonai arba Zaliai. Vienu Zingsniu
tuo pafiu metu visi taSkai yra perspalvinami taip: jeigu abu tafko P kaimynai
yra tos palios spalvos, kaip ir taSkas P, tai taSko P spalva nesikeiia, kitais
atvejais taSkas P yra perspalvinamas. Pradéj¢ nuo pradinio spalvinimo Fj,
nuosekliai gauname spalvinimus F>, Fz, .... Irodykite, kad atsiras toks numeris
ng < 1000, jog Fy, = Fy,4+2. Ar teiginys likty teisingas, jeigu skaiciy 1000
pakeistume skaifiumi 9997

a. 250

Aia‘si(ritimo c taSkai A, B, C, D, E iSsidéste nurodyta tvarka, ir AB || EC,
AC || ED. Apskritimo c liestiné taSke E kerta tiesg AB taSke P. Tiesés BD
ir EC kertasi taSke Q. Irodykite, kad AC = P Q.

a. 251

Per iygiagretainio ABCD ta¥ka A einantis apskritimas kerta atkarpas AB, AC
ir AD atitinkamai vidiniuose taSkuose M, K, N. Irodykite, kad AB - AM -+
AD - AN = AK - AC. ’

. 252

Taﬁk'as N yra i8kilojo keturkampio ABCD krastinés BC vidurio takas, o
ZAND = 135°. Trodykite, kad

AB+CD+ BC+ ——.BC » AD.
V2
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a. 253

Duotas rombas ABCD. Raskite geometring vieta tafky P, esanciy rombo
viduje ir tenkinanéiy lygybe ZAPD 4 ZBPC = 180°.

@. 254

K1
Trikampyje ABC kampo BAC pusiaukampiné kerta krasting BC taske D. Zi-
noma, kad BD - CD = AD?, ZADB = 45°. Raskite trikampio ABC kampy
didumus.

. 235

Funkcija f yra apibréZta su visais natUraliaisiais skaiCiais ir jgyja realiasias
reik§mes. Visiems sveikiesiems skai¢iams a > 1, b > 1 yra teisinga lygybeé

san =@ (s(5)+1(3))

¢ia d yra skaiCiy a ir b didZiausiasis bendrasis daliklis. Raskite visas galimas
f(2001) reikSmes.

@256

Teigiamieji skaiiai a, aa, ..., a, tenkina lygybes ) 7_, a? =3iry a? = 5.
Trodykite, kad > i_; a; > 3/2.

. 257

Tegu ag, ai, az, ... yra natiraliyjy skai€iy seka, ap = 1 ir a, = a|7ay9) + a9,

n=1,2,.... Irodykite, kad egzistuoja nattralusis skaicius k, kuriam a; <
k . oM - vy - . s .

oo ¢ia [x] — skaiCiaus x sveikoji dalis.

o

E

Yra 2n korteliy. Kiekvienoje korteléje paraSyta po realyji skaiciy x, | < x <2
(skirtingose kortelése gali biti skirtingi skaiciai). [rodykite, kad korteles galima
padalyti i tokias dvi kruiveles, kad vienos kriivelés kortelése uZraSyty skaiciy
suma s; ir kitos kriivelés kortelése uzraSyty skai¢iy suma sz tenkinty salyga

. RN
n--1 < 8 < 1.
. 239

366
Tegu ag, a1, az, . .. yra teigiamuju skaiciy seka, tenkinanti salyga i -a? > (+1):
ai_1ajs1, i =1,2,.... Tegu x ir y yra teigiamieji skai¢iai, o b; = xa; + ya; 1,
i =1,2,.... Irodykite, kad nelygybé i - b > (i + 1) - bi_1bi41 yra teisinga su
visais sveikaisiais skaiCiais { > 2.
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. 260

J

Funkcua J yra apibréZta naturaliyjy skai¢iy aibéje ir tenkina salyga: kickvienam
n > 1 egzrstuo_|a toks skaiCiaus n pirminis daliklis p (p < n), kad F(n) =
fn/p) — f(p). Zinoma, kad f(2001) = 1. Raskite f(2002).

. 261

Gos
Tegu n — nattralusis skaiCius. Irodykite, kad i§ aibeés {1,2,3,..., 21} galima
taip iSrinkti ne maziau kaip 2"~' 4 n skaitiy, jog kiekvieny palmtq dvieju
skirtingy skai€iy x ir y sandauga x - y nesidalyty i§ Ju sumos x + y.

G!. 262

Tegu a yra nelyginis skai¢ius. [rodykite, kad su bet kokiais natiiraliaisiais
skaidiais n it m (n # m) a¥ + 2% ir a®" 4 22" neturi didesniy uZ vieneta
bendry dalikliy.

a. 263

\)tjl

Koks yra maZiausias teigiamasis nelyginis skaiius, turintis tiek pat teigiamuyjy
dalikliy, kaip ir skaicius 3607

o. 264

Is skaiciy ketverto (a, b, ¢, d) vienu éjimu galima gauti bet kurj i§ ketverty
(c,d,a,b), (b,a,d,c), (a+nc,b+nd,c,d), (a+nb,b,c + nd, d);

Cia n — bet kuris kiekvieng kartg laisvai pasirenkamas sveikasis skaiius. Ar
galima po keliy &jimy i¥ ketverto (1, 2, 3, 4) gauti ketverta (3, 4, 5, N7

Siame skyrelyje skelbiame 8-osios tarptautinés universitety studenty olimpiados,
vykusios Prahoje 2001 liepos 19-25 dienomis, uZdavinius.

w. 73

'\I(J(/
n yra nattiralusis skaiéius. [ n x n matmeny matricos eilutes i§ kairés j de§ing
suraSomi skaidiai 1, 2, 3, . . Pasirenkame »n elementy po viena i§ kiekvie-
nos tos matricos eilutés ir klekweno stulpelio. Visus pasirinktuosius skaicius

sudedame. Kokios galimos pasirinktujy skai&iy sumos?

GGG
Naturalieji skai¢iai r, s ir ¢ yra tarpusavyje poromis pirminiai. Jeigu a ir b
yra komutatyviosios multiplikatyviai uZra§omos grupés su vienetiniu elementu

e elementai, kad a" = b* = (ab)' =e¢, taia =b = e. Irodykite.

GO0

Raskite

llm (l_t)zl+t”'

n=I

o+ w
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w. 76

30T
k yra nattralusis skai¢ius, o p(x) — n-ojo laipsnio polinomas, kurio koeficientai

lygiis —1, 1 arba 0. Tarkime, §is polinomas dalijasi i§ (x — 1)*. Tegu g yra
toks pirminis skai¢ius, kad IT% < iﬁ'(ﬁ%ll_) Irodykite, kad visos kompleksinés

g-ojo laipsnio vieneto Saknys yra ir polinomo p(x) Saknys.

.77

[ed
A yra n x n matmeny matrica, kurios elementai — kompleksiniai skaiciai. Be
to, A £ AJ su visais A € C. Irodykite, kad A yra panai | matrica, kuri turi
daugiausiai viena nenulinj elementa pagrindinéje jstriZaingje.

Realios diferencijuojamos funkcijos a, b, f ir g tenkina salygas: f(x) = 0,
fi(x) =0, g(x) >0, g'(x) > 0 su visais x € R. Be to,

lim a(x) = A > 0, l_iligob(x):B\)O,

lim /() = lim g(x) =00
ir

J(x) L fx)

g'(x) +a(l)g(x)
[rodykite, kad

=B{x)

f(x)___ B

lim :
x—=00 g(x) A+1

i

Tegu r ir s yra sveikieji skaiiai, ne maZesni uz I, o ag, a1, ..., ar—1, bo, b1,
.., by_1 yra tokie realieji neneigiami skaiciai, kad

(ao + ajx + az;tz + CILa + a,_]xr_l +x’) X
x (bo + b1x + bax? 4+ -+ by x4 x¥) =
=14x +x2 4 A xSl s,

Trodykite, kad visi a; ir visi b; yra lygls arba nuliui, arba vienetui.

.80

50
2bh,

a) Irodykite, kad abi sekos konverguoja, o ju ribos lygios nuliui.

b) Irodykite, kad seka (2"a,) didéja, seka (2"b,) mazéja ir abiejy seky ribos
yra lygios.

¢) Irodykite, kad egzistuoja tokia teigiama konstanta C, jog su visais n galioja
nelygybé 0 < by, —a, < %.

Tegu ap = N2, bg =2, apel =+/2 — /4 — a2, byt1 =

o+ w
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w. 81

Goo
Kiek daugiausia taSky galima pasirinkti ant erdvés R" vienetinés sferos, jei
atstumas tarp bet kuriy i¥ jy turi bati didesnis uz /27

w. 82

GO0
Tegu A = (agy), k,l = 1,...,n, yra n x n matmeny kompleksiné matrica
tokia, kad su kiekvienu m € {1,...,n}ir 1 € j; < -+ < j, < n matricos
(aj.j), k,1=1,...,m, determinantas yra lygus nuliui. Irodykite, kad A" =0
ir atsiras tokia perstata o € S, jog visi matricos (aow),.em). kK, = 1,..., 1,
nenuliniai elementai bus vir§ jstriZaineés.

w. 83

0o

Irodykite, kad néra tokios funkcijos f: R = R, jog f(0) > O ir f(x +y) =
Fx) + yf(f(x)) su visais x, y € R; R — realiyjy skaiciy aibe.

. 84
[
Tegu f,(#) = sin?d - sin(2¢) - sin(4) - -+ - - sin(2"9}). Irodykite, kad visiems
¥ ir n teisinga nelygybé
2] < —=| ful/3)].
.\/3?
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Sprendimai

Raskite maZiausiq natiiralyjj skaiciy, turintj tokiq savybe: bet kurj jo skaitmenj
pakeitus bet kurivo kitu gaunamas sudétinis skaicius (1. y. jis dalijasi ne tik is vieneto
ir paties saves).

AiSku, kad kiekvienas skai€ius, kurio bet kurj skaitmenj pakeite gauname sudeétinj
skai€iy, néra vienaZenklis — pakeite vienazenklj skaiCiy, pavyzdziui, trejetu (jeigu
jis ne trejetas) arba penketu (jei tai trejetas), gausime pirminj. Tirkime dviZenklius
skaicius. Kadangi nuo 10 iki 19 turime kelis pirminius (11, 13, 17 ir 19), tai uZtenka
antrg skaitmenj pakeisti vienu i§ skaitmeny 1, 3, 7, 9. Lygiai taip pat galima padaryti
su tre¢ios deSimties skaiCiais (pirminiai 23 ir 29), ketvirtos deSimties (pirminiai 31
ir 37), penktos deSimties (pirminiai 41, 43 ir 47), SeStos defimties (pirminiai 53 ir
59), septintos deSimties (pirminiai 61 ir 67), aStuntos deSimties (pirminiai 71, 73, 79),
devintos deSimties (pirminiai 83 ir 89) skaiciais. O §tai nuo 90 iki 99 téra tik vienas
pirminis skai¢ius — 97 (nes 91 = 7-13). AiSku, kad nelygus skaiciui 97 joks skaicius
nuo 90 iki 99 netinka: pakeit¢ jo paskutinj skaitmenj septynetu, gausime pirminj
skaiCiy. Bet pakeite skaiCiaus 97 antra skaitmenj, gausime vien sudétinius skaiius.
Vis délto skaicius 97 taip pat netinka — pakeit¢ pirmajj skaitmenj, pavyzdZiui, vicnetu,
gausime pirminj skaiciy 17. Taigi pirmajame Simte norimy skaiciy néra.

Tikrinkime antrajj §imta. Vienuoliktoje deSimtyje (nuo 100 iki 109) turime net 4
pirminius (101, 103, 107 ir 109), dvyliktoje — tik viena pirminj — 113 (111 ir 117
dalijasi i§ 3, o 119 — i§ 7). Deja, ir skaiCius 113 netinka: pakeit¢ antra skaitmenj
nuliu, gauname pirminj 103.

Nuo 120 iki 129 yra tik vienas pirminis — 127, bet ir jis netinka: pakeite dvejeta
nuliu, turime pirminj skaiciy 107. Nuo 130 iki 139 yra 3 pirminiai — 131, 137 ir 139.
Nuo 140 iki 149 yra tik vienas pirminis 149, bet jis taip pat netinka: pakeite ketverta
nuliu, gausime pirminj 109. Nuo 150 iki 159 pirminiai yra du — 151 ir 157. Nuo
160 iki 169 pirminiai du — 163 ir 167. Nuo 170 iki 179 pirminiai du — 173 ir 179.
Nuo 180 iki 189 pirminis tik vienas — 181, bet jis irgi netinka: pakeitg aStuonetg
nuliu, gauname pirminj 101. Nuo 191 iki 199 pirminiai vel keturi — 191, 193, 197
ir 199 (na ir nesuprantamai pasiskirste tie pirminiai skaiciai!). Taigi ir antrame Simte
néra skai¢iy, kuriy bent viena skaitmenj pakeite gautume vien sudétinius.

Pradedame treCig §imtg — ir i§ karto atsiranda vilties: nuo 200 iki 209 néra pirminiy
(203 = 729, 209 = 11 - 19). Imkime maZiausig ,kandidatg” — skai¢iy 200. Jau
Zinome, kad keisdami jo paskutinj skaitmenj, pirminiy negausime, o dél pirmo ir
antro skaitmens — tai akivaizdu: bet kuris gautas skai€ius baigsis 0 ir todél dalysis,
pavyzdZiui, i§ 10.
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Vadinasi, maZiausias norimas skaiius yra 200.

Baigdami padarysime keleta pastaby. Pirma, ai¥ku, kad sprendZiant §j uZdavinj
labai padeda pirminiy skaiciy lentelé. Antra, nesunku rasti ir daugiau skaigiy, turinéiy
tokig savybe: tai, pavyzdZiui, 202, 204, 206, 208 (skaiCius 201 netinka, nes 101
pirminis; 203 netinka, nes 103 pirminis; 207 netinka, nes 107 pirminis; 209 netinka,
nes 109 pirminis). Sitilome skaitytojui rasti septinta toki skaidiy.

S.JQS

Tomo skaiciuoklis sugedo: uzZraSant skaitius galima naudotis tik trimis skaitmeny
1-9 mygtukais. Naudojantis Siais mygtukais, galima sudaryti Sesis dvizenklius skai-
Cius, kuriy kiekvieno skaitmenys skiriasi. Visus $ivos skaidius sudéjus, pasirode, kad
suma uZraSoma tais paciais trimis skaitmenimis, kuriy mygtukai veikia. Kokie tai
skaitmenys?

Sakykime, kad suma yra abc. Vadinasi, ab 4 ba + ac + ¢a + be + cb = abe,

10a+b+10b+a+ 11{a+c)+ 11(b +¢) = abe,
22(a+b+c) = 100a + 10b + ¢,

12b + 21c = 78a,

4b + Tc = 26a.

Liko iSspresti ia lygti, kur a, b, ¢ — nelygiis nenuliniai skaitmenys.

Kadangi 26a = 4b+7¢ <4-947-9=99, tai a < 3. ISspreskime lygti su Sitomis
a reik§mémis.

Kai @ = 1, tai gauname 4b + 7¢ = 26. Matome, kad ¢ lyginis, bet nesidalija i¥ 4,
t.y. lygus arba 2, arba 6. Reik§mé 6 per didele, licka ¢ = 2, tada b = 3,

Kai a = 2, tai 4b 4+ 7¢ = 52. Matome, kad c¢ dalijasi i§ 4, t.y. lygus 4 arba 8,
ReikSmé 8 per didele, licka ¢ = 4, tada b = 6.

Kai @ = 3, tai 4b 4+ 7c = 78. Vél ¢ = 2 arba ¢ = 6. Reikime 2 per maza
(4b+ 14 =78,4b =64, b = 16). Lieka c = 6, tada b = 9.

Vadinasi, tai arba mygtuky trejetas 1, 2, 3, arba mygtuky trejetas 2, 4, 6, arba
mygtuky trejetas 3, 6, 9.

Juozas Macys
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