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Istorija apie dviratininkus ir daugianarius
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Vieng graZzia dieng Valdas Vanagas man parodé
uzdavinj, kurj jam parodé Juozas Macys, kurj
Juozui Maciui parodeé jo slinus, kurj pastarajam
parodé... Kur grandinés pradZia, neZinau.

Pabandziau i§spresti uZdavini: naudodama-
sis visais duomenimis, paraSiau kelias lygtis,
pasiZitiréjau i jas ir nusprendZiau, kad noréda-
mas galé€iau jas i§spresti. Ir nustumiau | Salj.

Ta¢iau sutikgs Valda suZinojau, kad Juozas
Macys sugebé¢jo §j uzdavinj iSspresti paprastai.
Nutariau, kad ir mano, kaip dviratininko, garbé
reikalauja rasti paprastg sprendima.

Visy pirma nusprendZiau atsisakyti kai ku-

riy konkre€iy uZdavinio sglygos detaliy ir su-
formulavau uZdavinj taip:
I§ to paties tasko tuo paciu metu skirtingomis
kryptimis isvaZiavo du dviratininkai. Po tam
tikro laiko is to paties tasko isvaZiavo trecia-
sis dviratinkas, norédamas pasivyti pirmgjj, po
to sugriZes | pradinf taSkq vytis antrqji, o pa-
sivijes grifti | pradinf taskq ir baigti kelione.
Ar nesutaupyty Siek tiek laiko treciasis dvirati-
ninkas, jeigu i§ pradZiy vytysi antrgjj, o po to
pirmaji? Visi trys dviratinkai vaZivoja pasto-
viais greiciais.

Perskaicius taip suformuluotg salyga galima
gliztelti peciais: kaip galime tai Zinoti? NeZi-
nome nei greiciy, nei po kiek laiko j keliong 13-
vyko trediasis dviratininkas. Ta€iau galima ne-
sunkiai atsakyti | klausimg keliais konkreCiais
atvejais. PavyzdZziui, jei treCiojo dviratininko
greitis néra didesnis uZ pirmujy dvieju, tai ar
jis i§ pradziy vysis pirmaji, o po to antrajj, ar
atvirk§¢iai — kelionés niekada nebaigs. Taigi
ir laiko nesutaupys. Laiko nesutaupys ir tuo-
met, kai vienas i§ pirmujy dviratininky tiesiog

stovés kelionés pradzios taSke (t. y. vaZiuos nu-
liniu greiciu).

Pasirodo, kad §is atsakymas teisingas visais
atvejais!

Kartais biina, kad apibendrinus uzdavinj jo

sprendimas ne ka tepasunkéja. Taip atsitiko ir
§i karta. Pabandykime i§spresti tokj apibend-
rinta uZdavinj.
I$ to paties tasko tuo paciu metu skirtingomis
kryptimis isvaZiavo n dviratininky. Jy greiciai
atitinkamai lygis vy, va, ..., Uy. Po valandos
i§ to paties tasko iSvaZiavo dar vienas dvira-
tininkas, jo greitis v = 1. Jis ketina pasivyti
pirmgji dviratininkq, grizti | pradinj taskq, pa-
sivyti antrqji ir t.t. Kiek laiko §is dviratinkas
keliaus, jei keliong jis ketina baigti pasivijes
n-qji dviratininkq ir sugriZes | pradinj taskq?

UZdavinio sglygoje minimi tik du konkretts
skaiCiai: besivejantis dviratininkas iSvyko po
valandos, o jo greitis lygus 1. Matematikas i§
karto supras, kad tai nemaZina bendrumo. Bet
kurj kitg atveji galima suvesti | pastaraji, ati-
tinkamai parinkus laiko ir atstumo matavimo
vienetus.

Taip pat aiSku, kad pakanka nagrineti atve-
jl, kai 0 < vy, v2,...,u, < 1. PaZymekime
T, besivejancio dviratininko kelionés laika nuo
pradZios iki to momento, kai pasivijes m-aji
dviratininka jis atsidiiré pradiniame taSke. Be-
veik akivaizdu, kad

2vy
T = ;
1 —v

I§ tikryju, kai besivejantis dviratininkas iSvyko,
atstumas tarp jo ir pirmojo dviratininko buvo
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lygus v;. Laikas, kurio reikia pirmajam dvira-
tininkui pavyti, lygus laikui, kurj sugaisty besi-
vejantis dviratininkas, vazivodamas atstumg v
grei¢iu 1 — vy, t.y. v1/(1 — vy). Kadangi tick
pat laiko teks sugaiSti griZtant | pradinj taska,
tai §] dydj reikia padvigubinti.

Kiek parymojgs ir pamastgs parasiau reku-
renciaja formulg:

T, v
Tns1 = T.ln + 2. —( mt 1) il )

1 — Uy

arba

(U1 + DTy + 20441

The =
b I — vy

Tikiuosi, skaitytojas netruks jsitikinti, kad &i
formulé teisinga. Dabar jau galime ir skaiCiuo-
ti:

1 (1 4 v2)2u B
Tz_l—vg.( 1 — vy +2U2)_
2(1)1 + Uz)

T U-—wm-w)

Naudojantis §ia formule, galima gauti atsaky-
mg ir | pradinio uZdavinio klausimg. Ar be-
sivejantis dviratininkas pirma vysis pirmaji, o
paskui antrajj dviratininka, ar atvirk$ciai, ke-
lioneés laikas bus tas pats.

Verta paskaiciuoti 73, Ty ir pabandyti atspeti,
kam lygu 7. AS taip ir padariau. Atspéjau 7T,
formulg, o po to indukcijos metodu jrodziau,
kad ji i§ tiesy teisinga. Praleisiu matematines
detales ir uZraSysiu teiginj, kuris man pasirode
gana jdomus.

Teorema. IS to paties tasko tuo paciu metu
skirtingomis kryptimis isvaZiavo n dviratinin-
ky. Jy greiciai: 0 < vy, va,...,v, < 1. Po
valandos i§ to paties tasko iSvaZiavo dar vie-
nas dviratininkas, jo greitis v = 1. Pasirinkes
krypt jis vejasi ta kryptimi vaZivojantj dvirati-
ninkq, pasivijes grizta | prading taskq ir vejasi
kitq dviratininkq. Laikas, kuri uZtruks Sis dvi-
ratininkas nuo kelionés pradzios iki to momen-
to, kai pasivijes paskutinj dviratininkq sugri§ |
pradinj taskq, nepriklauso nuo to, kokia tvarka
Jis vijosi dviratininkus, ir lygus
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yra simetriniai daugianariai.

Beje, pasinaudojus formule

Ty = 2(v; + v2) ,
{l=v1){] = 12}

galima rasti, kokiais grei€iais keliavo pradinio,
Valdui Vanagui ramybés nedavusio, uzdavinio
dviratininkai.
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