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Apie Sios olimpiados, vykusios 2000 metais, rezultatus jau raiyta Zurnalo ,Alfa
plius omega™ 2000 mety antrajame numeryje. Siame straipsnyje nagrinéjame
olimpiados uidavinius. Biisimiesiems olimpiady dalyviams tai turéty biiti jdomu.

Uzdaviniu salygos
1. Kokig maZiausia reikSme gali jgyti reiSkinys
(1 —x1)? + (1 — x2)% + (2 — x3)% + - -+ + (x1999 — %2000)% + *3000,

kai xp, x2, ..., Xx2000 yra realieji skaiciai?

2. Ar gali reiskinys
1 1 1
1+ 14+—5 )| 1l4—
(1+3)0+3) - (+2)

igyti sveikaja reikSme, kai ay, az, ..., a, yra skirtingi, didesni uZ 1 nattiralieji skaiciai?

3. Ispreskite lygti «/—3x2 + 18x + 37 4 +/—5x2 + 30x — 41 = +/x2 — 6x + 109.

4. Trodykite, kad x3 + 3 + 23 = 3xyz, jei x,y,z yra realieji skaidiai, tenkinantys salyga
x+y+z=0.

5. Raskite visas parametro a reikSmes, su kuriomis lygCiy sistema

ax2—|—2y=a-]-2,
2ax? 4+ (a+ 1)y = 2a + 4

neturi sprendiniy.

6. Irodykite, kad lygCiy sistema

[1112 —n? =11,
r2—2n? =1

neturi sveikyju sprendiniuy.

7. Irodykite, kad lygtis m" +m" = m
a) turi bent viena natiiralyjj sprendinj (m, n, r, s);
b) turi be galo daug nattraliujy sprendiniy.
c) Raskite visus §ios lygties natliraliuosius sprendinius.

8. Tegul xy, x3, . .., Xa000 yra teigiami realieji skai€iai, tenkinantys salyga x; + xa + - - - + X200 = 1.
Irodykite, kad

20005

1
X2000

(1998 + 111') (1998 + i) o (1998 + ) > 39982000,
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A. Dubickas

Teigiamu realiyjy skaiéiy pora (x, y) tenkina salygas: y > x, B4+1=3xiry’ +1=73y.
Irodykite, kad y = +/x + 2.

. Natiiralyjj skai¢iy n vadiname iSskaidomuoju, jei egzistuoja tokie nattralieji skaiCiai m ir d,

kad
_m +1 m4+2

S d+1 d+27

a) Raskite bent vieng neiSskaidoma nattiralyjj skaiciu, didesnj uz 1000.

b) Irodykite, kad bent 1922 aibés (1,2, 3, ..., 2000} skaiCiai yra i§skaidomi.

Raskite visas natiiraligsias n reik¥mes, su kuriomis reiskinys (5n% + 6)/(n +2) taip pat jgyja
natfiraligsias reik§mes.

I

Raskite visas natiraligsias n reik§mes, su kuriomis abu skai¢iai n + 1 ir 16n + 1 yra sveikuyju
skai¢iy kvadratai.

Raskite visas funkcijas f(x), x > 0, tenkinantias salyga f(x2%%0) = 5 £ (x=29%) 4 sin.x.
Du Zaidéjai pakaitomis reiSkinyje

(#)8% + ()87 + (1)8° + (1)8° + (1)8* + ()87 + (x)8 + (+)8

viena #vaigZdute pakeidia skaiiumi 3 arba —3. Irodykite, jog antrasis Zaidéjas, kad ir ka
daryty pirmasis, visada gali pasiekti, kad (po 8 &jimy) gautasis skaicius dalytysi 1S 13.

Ar egzistuoja toks realiyjy skaiciy trejetas (a, b, c), kad lygybe
(x+a)?+Qx+ b+ Qx+e)? = Bx+1)°

bility teisinga su bet kokiu realiuoju skaiciumi x?

Skritulio formos pica dviem statmenais pjlviais padalijama j keturias dalis. Jonas pacme
didZiausia ir maZiausig picos dalis, o Marytei atiteko dvi likusios. Ar gali Marytei atitekti
daugiau picos negu Jonui?

Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = 13, BC = 15 ir AC = 14. Tegul BH yra kampo B
aukstineé, o BM — pusiaukampiné. Raskite trikampio BHM plotg.

Trikampio ABC pusiaukampinés AD ir CE kertasi taSke /. Raskite kampo B diduma, jei
ta¥kai B, D, E, F sudaro keturkampi, apie kurj galima apibréZzti apskritima.

Dviejy panasiy trikampiy ABC ir A1B;C po dvi kraltines sutampa: AB = A B ir AC =
AC;. Ar biitinai sutampa jy tre€iosios krastinés BC ir B,C,?

Ar galima kuba 1 x 1 x 1 suvynioti | kvadratinj popieriaus lapg 3 x 3?7

Komentarai, nurodymai, sprendimai, atsakymai

1.

Pazymekime 1 — X; = yi, X] — X2 = Y2, +.vs Xp—2 — Xpy—| = Yu—1s Xn—1 = yp. Sudéje k
pirmuyju lygybiy, gauname:

1-xk=y]+y2++yk1 k‘dikén—l,
l=yi+y2-+--=4+ Y, kai k = n.

Vadinasi, xp = 1 —y; — y2 — -+ — Y. Turime rasti maZiausia reiSkinio
2 2 5
R+t
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XV Lietuvos komandinés matematikos olimpiados uzdaviniai 53

igyjama reik$me, kai y; +y2+- -+ y, = 1. Irodysime, kad ji yra pasiekiama, kai y; = yz =
=y =1/nty. xi=m—1)/nx2=0—-2)/n,...,x,—1 = 1/n)ir todeél ji yra lygi
1/n, t.y. 1/2001, kai n = 2001.

I bitdas. Reiskinys

> -y
I€i<j<n
yra lygus
=D+ =2 ), ny

I<i<j<n
Kadangi
2 Y yy=Oit )= 0f ),

I<i<j<gn

gauname tapatybe

ni+o Ay =it w)t= Y = yh

Ii<j<n

Jos deSinioji pusé yra neneigiamas skaiCius, kuris lygus nuliui tada ir tik tada, kai y; = y» =
= ... = y,. Vadinasi,

1 1
HA k2ot tm)=—

Lygybe &ia gauname tada ir tik tada, kai visi y; yra lygts. Kadangi juy suma lygi 1, tai visi
yr yra lygiis 1/n.

2 biidas. Pirmasis budas gali atrodyti labai formalus. MaZiausig reikSme galima nesunkiai
rasti prieSingos prielaidos metodu. Tarkime, egzistuoja tokie yi, y2,..., ys, kad jy suma
yra lygi 1, o kvadraty suma pasiekia maZesne negu 1/n reikSme, kai y; # y,. (Jei visi y;
biity lygis, tai kvadraty sumos reik§mé bty lygi 1/n.) Pakeiskime yp i (vi + ys)/2 ir ys i
(vt + v¢) /2. Sumos y; + - - -+ y, reik8me nepakis: ji bus lygi 1. O kvadraty suma dar labiau
sumazes, nes

Yk + Vs

2 1 2
—E) =s0k—m? >0,

i+ i —2(

todel

2 2
(yk—;ys) 4 (yk er Y.v) <yE+y2.

Vadinasi, maZiausioje kvadraty sumoje (jei tokia egzistuoja!) visi y; yra lygis (jei bent du
nelygis, tai tik kg jrodéme, kad egzistuoja dar maZesne reik§me). Egzistavima &ia biity galima
irodyti pereinant prie ribos, tadiau grieZto jrodymo ¢ia nepateiksime.

Atsakymas. 1/2001.
. Kadangi kiekvienas daugiklis reiSkinyje yra didesnis uZ 1, tai ir pats reiSkinys, kad ir kokie
buty teigiami skaiciai ay, aa, ..., a,, yra didesnis uZ 1. Kita vertus, reiSkinys didZiausig
reik§me jgyja, kai ay, az, ..., a, yra maZiausi skaiciai, tenkinantys uZdavinio salyga. Todel
rei$kinio reik§mé negali biiti didesné uZ

“=@+§ﬂﬁ+%)“@+aﬁﬁﬂ-
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A. Dubickas

Irodysime, kad su visais natbraliaisiais n §i reik§mé yra maZesné uz 2. Kadangi tarp 1 ir 2
néra naturaliyjy skaiciy, i Cia iSplaukty, jog tas reiSkinys sveikosios reik§mes jgyti negali.
I bitdas. Sumazing vardiklius, reik§me », padidinsime:

l 1 1 22 32 ( 1)2
< (1) ?—1)“(L+m+4ﬂ—1)zzt_1dz—l“knizl—r

Cia skaitiklis yra lygus ((n + 1)1)2, o vardiklis —

C=DC+DG=DB+1) -+ —Dn+1+1)= %n!(n +2)!

Skaitiklio ir vardiklio santykis

2n+ 1)1? _2(n+1) _y 2
aln+2)! n4+2 n+2

Jis yra maZesnis uz 2. Tai ir reikéjo jrodyti.
2 biidas. Logaritmuokime:

log ry =log(1 +%) +10g(1+3i2) +---+Iog(] +a—_£-m)

Cia log arba In (kaip daZnai Zymima mokykloje) pagrindas yra e. I§ nelygybés log(1+x) < x
(kurig galima jrodyti apskaiCiavus pirmaja iSvesting) iSplaukia

1 1 1
logry < = +§§'+ : +m

Neprarasdami bendrumo, laikykime n > 4. Tada

1 1 1 1 1 1

2tptetatet "Tarme =
| 1 1 1
<Z+9+I6+ﬁ+ﬁ+ +n.(n—|—1)=
| 1 | 1 1 1 1 | |
LT T A A e
1 1 1 1 1 | 1 | 1_97
AR T A e I IR T R VY

Vadinasi, r, < /1% = 1,96... < 2. Sumag

1 1

FtEtot

(n+ 12
galima jvertinti i§ virSaus begaline suma } -, ,31. Tokia suma pagal visus natiiraliuosius
k = 1 yra lygi Rymano dzela funkcijos reik§mei £ (2). Pastaroji yra lygi w2/6. Taigi tikslus

sumos jvertis biity r, < e /6=1 = 1,905...
Atsakymas. Negali.
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3. Pazymeékime t = x% — 6x + 9 = (x — 3)2. Tada:

—3x2 4+ 18x +37 = 64 — 31, —5x2 4+ 30x —41 =4 —5¢, 2 —i6x 4 109 = 10047,

Turime lygti +/64 — 3t + +/4 — 5t = /100+1; &a t = (x —3)? > 0. Irodysime, kad ja
tenkina vienintelé reik§mé ¢ = 0, kurig atitinka vienintelé reik§meé x = 3.

I bidas. Kadangi t > 0, tai +/64 —31 < /64 = 8, \/A—51 < +/4 = 2 ir todél kairioji
lygties pusé nevir§ija 10. DeSinioji pusé¢ /100 + ¢ > +/100 = 10, todél ji lygi kairiajai tada
ir tik tada, kai r = 0.

2 biidas. Keldami kvadratu, gauname:

68 — 8t + /(64 —3t)(4 — 5t) = 100+,  24/256 — 332t + 1512 = 32 — Oy,
1024 — 1328¢ + 601> = 1024 — 5761 + 8112, 7528 + 2182 = 0.

Si lygtis turi tik vieng neneigiamg sprendinj ¢ = 0, kuris tenkina ir pradine lygtj.
Atsakymas. x = 3.
4. | bidas. Kadangi z = —(x + y), tai
P+ =x+y -4 y)? = —3xy? —3x%y = —3xy(x 4+ y) = 3xyz.
2 biidas. 1S tapatybeés
P4y 42 —3xyz=(x+y+ D2+ ¥+ 22 —xy — xz — y2)

iSplaukia, kad deSinioji pusé yra lygi 0, kai x 4+ y 4+ z = 0.
3 biidas. Keliame kubu:
O=@+y+2> =24+ + 2 +3xy(x +y) +3xz2(x +2) + 3yz(y +2) + 6xyz =
=x +y 2 —Bxyg = 3xyz — 3xyz + 6xyz = x> + e 3xyz.
4 biidas. Keliame kubu lygybe z = —(x + y):

B =g P = 3xy(x 4+ y) = —x3 — y* 4+ 3xyz.

5. 1 biidas. 1§ pirmosios lygties gauty lygybe y = (a+2 —ax?)/2 istate | antraja lygti, gauname

a-+

1
7 (a+2—ax?®) =2a+4.

2ax? -+

Dauginame abi puses i§ 2:

dax® + (a+ 1)(a+2) —ala+ Dx% =4a +8, (3a —aP)x®* +a® —a—6=0,
a3 —a)x?+ (a +2)(a—3) =0, B—a)(ax*—a—12)=0.

Jei @ = 3, tai imdami bet kokj x, 0 y = (5 — 3x2)/2, gauname lygties sprendinj.

Jei @ = 0, gauname lygybe —6 = 0 — priestarg. Sistema sprendiniy neturi.

Jeia #£0iras# 3, tai x2 = 1+2/a. Si lygtis turi sprendinj tada ir tik tada, kai 1 +2/a > 0.
Tada ir sistema turi sprendinj, imant y = (a + 2 — ax?)/2. Lygtis x2 = 1 + 2/a neturi
sprendiniy, jei 1 4+ 2/a < 0. Akivaizdu, kad néra teigiamy a reik§miy, su kuriomis &
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nelygybé biity teisinga. Jei a yra neigiamas skaiCius, dauginame abi nelygybés puses i8
teigiamo skai&iaus —a. Gauname —a —2 < 0, t.y. a > —2. Vadinasi, nelygybeés 1 +2/a <0
sprendiniy aibé yra intervalas (—2; 0). Todel lyg€iy sistema neturi sprendiniy tada ir tik tada,
kai —2 < a < 0 arba a =0, t. y. kai a priklauso intervalui (—2; 0].
2 biidas. I3 antrosios lygties atimkime pirmaja, padauginta i§ 2. Gauname (a — 3)y = 0.
Vadinasi, a = 3 arba y = 0. ,
Pirmuoju atveju, kai a = 3, lygéiy sistema turi sprendinj, pavyzdZiui, x = y = 1.
Antruoju atveju, kai y = 0, lyg€iy sistema neturi sprendiniy, jei lygtis ax?> = a + 2 neturi
sprendiniy. Ai¥ku, kad §i lygtis neturi sprendiniu, kai @ = 0. Jei a % 0, ji neturi sprendiniuy,
kai 1+2/a < 0. Si nelygybe, kaip jau jrodéme pirmuoju buidu, yra teisinga, kai —2 < a < 0.
Vadinasi, lygéiu sistema neturi sprendiniy, kai —2 < a < 0.

Atsakymas. =2 < a < 0.

2

1 biidas. I§ pirmosios lygties 11 = m* — n* = (m — n)(m + n) iSplaukia, kad m ir n tenkina

nors viena i§ keturiy lyg€iy sistemuy;:

m—-—n=1, m+n=11, (N
m—n=11, m4n=1, (2)
m—n=-—I, m+n=—11, (3)
m—n=-—11, m+n=—I. (4)
Visos jos turi po viena sprendinj: m = 6, n =5, m =6, n = =5, m = =6, n = —5;
m = —6, n = 5. Visais atvejais n = 5 arba n = —35, todél n® = 25. I§ antrosios lygties

gauname 2 = 51, Tokio sveikojo skaiiaus r néra (72 < 51, 0 8% > 51), todél lyggiy sistema
sprendiniy neturi.
2 biidas. Kadangi r yra nelyginis skaiius, tai r — 1 ir r 4+ 1 abu yra lyginiai. Todé¢l
m? = r?2—1= (r — 1)(r + 1) dalijasi i§ 4. Vadinasi, n — lyginis. IS pirmosios lygties
matome, kad tada m yra nelyginis skaidius, Todél 11 = m? —n? = 2m; + 1) — (2n1)* =
411:% +4m| — 41-1% + 1 =4k +1; &amy, n; ir k yra sveikieji skaiciai. TaCiau lygybe 10 = 4k
yra negalima, nes k yra sveikasis skai€ius. PrieStara.
Atsakymas. ©.
1 biidas. Jei m = 1, tai kairioji lygties pusé yra lygi 2, o definioji — 1. Gauname prie§tara.
Vadinasi, m > 2. Kadangi n ir r jeina i lygtj simetri§kai vienas kito atzvilgiu, neprarasdami
bendrumo, galime laikyti n < ». Turime m2000s — pun gt < 2" < m™t ) todél 2000s <
r + 1. Lygybé &ia galima tik tuo atveju, kai n = r ir m = 2. I8 nelygybeés m" < 17 20008
isplaukia r < 2000s. Kadangi s ir » yra natiralieji skaiciai, tai » = 2000s — 1. Lygties
sprendiniai yra (m, n, r, §) = (2,2000¢ — 1,2000r — 1, 1); gia f — naturalusis skaicius.
2 bidas. Vel laikykime n < r. Padalije lygti i§ m”, gauname: m20%=" = | 4 /",
m" =1 (n2%00%=" _ 1) = 1, Jei m = 1, lygtis sprendiniy neturi, nes Kairioji pusé lygi nuliui.
Jei m > 2, naudodamiesi nelygybe r < 2000s, gauname m' ™" = m?09%=" — | = 1. Vadinasi,
r =n ir 2000s — r = 1. I8 &ia lengvai gauname visy sprendiniy aibg.
Atsakymas. (m,n,r,s) = (2,2000t — 1, 2000t — 1,1),
¢ia t — natiralusis skaiCius.

Tegul n = 2000. Irodysime nelygybe

(”—2+;]l‘)(ﬂ—2+x—2)---(n—2+xi”) >@2n-2)";
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¢ia x|, x2, ..., X, yra teigiami realieji skaiciai, tenkinantys salyga x| +xa2 + -+ +x, = 1.
1 biidas. 1 Minkovskio nelygybe

‘V(al + b)) (an+by) 2 Aay--ay + V” by« by,

kuri teisinga su visais neneigiamais skai¢iais ay, ..., ay, by, ..., by, istatykime

a=m=---=da,=n—2,
| 1

b|=—, ey bn:’—.
X] Xn

Gausime nelygybe

;/("‘Z‘F,ti,)'“(”_ﬂxl) > «"/(11—2)"+(%)I/” T ;

n X Xn

Pritaike aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe

Ejidrvies o B
e > ifEr i,

n

gauname {/x;---x, < 1/n. Todél

n—24¢—>2n—-24+n=2n-2
VAT

ir pakelus n-uoju laipsniu
1 1
(n —2+—) ---(n —2+—) > (2n —2)".
X1 Xn

2 bitdas. Tegul 1 < k < n. RaSome

peop L@ =Dxet T i o (= Dt X o
Xp Xk o X :

Kadangi (n —1)x; yra lygus (n—1) elemento x; sumai, tai, pritaike aritmetinio ir geometrinio
vidurkiy nelygybe, gauname

X+ = DX A 4 4

22 ER .
- \/xl'“lk—lf\ﬂ B+ M

2n—2
Todél I
n—24 = =z (2n-2) 2"_\2/J:1 = -xk_lx,:‘"”,tH] Cee Xy,
Xk
Sudauging tokias nelygybes su k = 1,2, ..., n gausime

(;r—2+£7)---(11—2+_i) = (2n — 2)".

Xn

. 1 bitdas. Pazymékime f(t) = > — 3¢ + 1. Kadangi f(—=2) = —1, f(—=1) =1, f(0) =1,
)y = =1, f(2) = 3, tai lygtis f(tr) = O turi tris realiuosius sprendinius intervaluose
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(—2; —1), (0; 1) ir (1;2). PaZymékime juos atitinkamai z, x ir y. Pastebékime, jei u yra
lygties f(t) = O sprendinys, tai ir u* — 2 yra tos lygties sprendinys. I§ tiesy

fw?—=2)= (% -9 -3 — 3 41 = ub —6ut +out—1=
= =3 = 1= =3u—-1)0’=3u+1) = fa)(f@)+2),

todel i¥ f(u) = 0 i§plaukia f(u®> —2) = 0. Taigi aibés {x? — 2, y> —2,2> — 2} ir {x, y, 2}
sutampa. AiSku, kad y> —2 % y, nes 0 < y < 1. Taigi y2—2 = z arba y* —2 = x. Pakanka
jrodyti, kad pirmojo atvejo negali bati. Jei y? —2 =z, tai z2 — 2 yra lygu y arba x. Jei
22 —2 =1y, tai x% — 2 = x, kas nejmanoma, nes x < 1. Taigi 2—2=x, todel x2 —2= y.
Lygybé x> = 2 + y yra negalima, nes jos karioji pusé yra maZesn¢ uZ 1, o deSinioji didesné
uz 3. Irodéme, kad yl —2=ux,todel y = +/x + 2.

2 bidas. Lygti X 4l=3rkur0<x <1, perraSome tokiu pavidalu 1 = (I — EPE42).
Todél 1 = (1 —x)v/X +2, t.y. (VX +2) + 1 =3+/x + 2. Taigi +/x + 2 tenkina lygtj ir yra
teigiamas skaicius, didesnis uz 1. Tarp lygties trijy sprendiniy toks skai€ius yra tik y. Tod¢l
x4+ 2=y.
3 biidas. Trodysime, kad lygties t* + 1 = 3¢ sprendiniai yra 2sin 10°, 25sin 50° ir —2 sin 70°.
IS tiesy, kadangi
3sina — sin3a

i ;
tai jrae pirmgja reik§me | lygti, gauname 37 — 13 = 6sin10° — 6sin 10° + 25in30° =
2sin30° = 1. JraSe antraja reik§me, gauname 3¢ — 3 = 65in50° — 655in50° + 2sin 150° =
25in30° = 1. [rafome trediaja reik§me: 3t — ¢} = —65in70° + 65in70° — 25in210° =
25in30° = 1. Kadangi 0 < x < y, tai x = 2sin 10°, 0 y = 25in 50°. Tada

(sina)’ =

y2 — x = 45in>50° — 25in 10° = 2(1 — cos 100°) — 2sin 10° = 2 + 2sin 10° — 2sin 10° = 2

iry=a/x+42.

1 biidas. Pastebékime, kad

m—d m—d (m— d)(2d + 3)

e = 5
" d+1 " d+2  Wd+Dd+2)

Skai&iai 2d + 3 ir d + 1 yra tarpusavyje pirminiai. Jei s bty jy bendrasis daliklis, tai s
dalyty 2d +3 —2(d + 1) = 1, t. y. s = 1. Analogi8kai, 2d + 3 ir d + 2 neturi bendry
dalikliy. Vadinasi, m — d dalijasi i¥ (d + 1)(d -+ 2) be lickanos. Tai reiSkia, kad egzistuoja
toks sveikasis skaitius k, kad m = d + k(d + 1)(d + 2). AiSku, kad k yra neneigiamas,
nes m > 0. Jei k = 0, tai m = d, skai¢ius n = 2 yra iSskaidomas. Tegul k > 0. Tada
n—2 = k(2d + 3). Skai¢ius n > 2 yra iSskaidomas tada ir tik tada, kai n — 2 dalijasi
i§ nelyginio skai&iaus, didesnio arba lygaus 5. Vadinasi, skai€ius n yra neiSskaidomas, jei
jis gali buiti uZraytas kaip 2 + 2" arba 2 4 3 - 2"; ¢ia r yra neneigiamas sveikasis skaiCius.
Pavyzdziui, skaiGius 2 + 2'0 = 1026 yra nei§skaidomas. Tai a) dalies atsakymas. IS viso
tarp pirmujy N (kai N > 5) yra 1+ [logy(N — 2)] skaitiy pavidalo 2 + 2". Tarp jy yra
1 4 [logy(N — 2)/3] skaiciy pavidalo 2 +3 - 2. (Cia [...] Zymi sveikaja dalj.) I3 viso yra
N —2 — [logy(N — 2)] — [logy (N — 2)/3] i8skaidomy skaiCiy. Kai N = 2000, gauname

1998 — [log, 1998] — [log,(1998/3)] = 1998 — 10 — 9 = 1979.
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Kadangi 1979 > 1922, tai jrodo b) dalj.
2 bidas. Paiymékime m + 1 = u, d + 1 = v. Tada

7] u—+1

n=-—

v v+l

Imdami u = v? + 2v, gauname n = 2v + 3. Todél kiekvienas nelyginis skaicius, didesnis
uz 5, yra iSskaidomas (ia v > 2). Tegul n = 2; &ia [ yra nattralusis skaitius, I3 lygties

v u-1
2l =—
v+v+1
gauname
2u(v+ 1)
—v=——(—=1).
=y ¢

Kadangi 2v(v 4 1) ir 2v + 1 neturi bendry daugikliuy, tai / — 1 dalijasi i§ 2v + 1 (v > 2).
Tai bus nejmanoma, kai / —1 = 2" arbal — 1 = 3. 2", Vadinasi, n yra neiSskaidomas, kai
n=2+2"" arban =243.2"*+" Norint rasti visus neidskaidomus skaiéius, ¢ia dar reikety
patikrinti n = 3 ir n = 5.
Atsakymas. SkaiCius 1026 yra neiSskaidomas. I¥ viso yra 1979 neiSskaidomi skaiciai.
! biidas. Pazymékime n +2 =m > 3. Tada
5(m =246 - 5m? — 20m + 26 26

=5m—20+4+ —.
m m m

Todél m dalija 26. Kadangi m > 3, galimi du atvejai: m = 13, m = 26 ir atitinkamai n = | 1,
n =24,
2 bidas. Dalydami 5n +6 i§ n + 2 ~kampu®, gauname 5n> 4 6 = (51 — 10)(n + 2) + 26.
Vadinasi, 26 dalijasi i§ n 4 2. I3 lygtiun+2=1,n4+2=13, n+2 = 26 gauname du
natitralivosius sprendinius: n = 11 ir n = 24.

Atsakymas. n = 11 ir 24.
Tarkime, kad n + I = m? ir 16n + 1 = d2. Tada 16m? — d? = 15.
1 bitdas. I3skaidome 16m? — 42 kaip kvadraty skirtuma: (4m — d)(4m + d) = 15: &ia
dm+d > 5, nes m,d > 1. Galimas vienintelis atvejis: 4m —d = 1, 4m + d = 15, Taigi
m=2,d=7irn=23.
2 biadas. I8 lygties 16m* — d® = 15 aidku, kad d < 4m. Jei d = 4m — 1, tai 15 = 16m> —
(4m—1)2 =8m—1,todél m = 2irn = 3. Jeid = 4m—2, tai lygtis 15 = 16m>— (4m —2)2 =
16m — 4 sprendiniy neturi. Jei d < 4m — 3, tai d*>+ 15 < 16m? — 24m + 24 < 16m2. Lygybé
galima, tik kai m = 1. Taciau tada n = 0 néra natfiralusis skaidius.

Atsakymas. n = 3.

Lygtyje f(x*%) =5 f(x~200) 4 sin x pakeitiame x — 1/x. Gauname
™20y = 57 (x29) 4 gin(1/x).
Prie pirmos lygties pridedame antraja, padaugintg i§ 5:
F &%) = sinx + 25 £(x2%0%) 4 55in(1/x).

o+ w



60

14.

15.

A. Dubickas

IS ¢ia gauname
sinx + 5sin(1/x)

2000y
Fx™")= ]

Pakeite x i x1/209, gauname

Sin(xl./EOOU) L3 Sin(x—I/QOOD)

FEY= - ¥

Atsakymas. Vienintelé funkcija — o (sin(x!'/2%90) 4 5 sin(x=1/2000)).
] biidas. Pastebékime, kad skaiciai 8% — 8%, 87 —83, 86 —82, 8° —8 dalijasi i§ 13. Suskirstome
skaitius i 4 poras: {8%, 8%}, {87, 8%}, (8, 82}, {8°, 8). Pirmajam Zaidéjui paraius prie kokios
nors poros vieno skaitiaus koeficienta 3 arba —3, antrasis prie kito tos pacios poros skaiciaus
rafo atitinkamai —3 arba 3. Gautasis skaicius dalysis i§ 13.

2 bitdas. Kadangi 82+ 1 dalijasi i¥ 16, suskirstome poromis {88, 8%}, {87, 8}, (8%, 82}, {87, 8).
Dabar antrasis gali toje padioje poroje jrayti tokj pat Zenklg. Po 8 Zingsniy visy pory sumos
+3(88 - 86), +3(87 + 8%), £3(8* 4 82) ir :3(8 + 8) dalijasi i¥ 13, tod¢l ir gautasis skaigius
dalijasi i§ 13.
] biidas. Tarkime, kad toks trejetas egzistuoja. Lygybé yra teisinga su visais realiaisiais x,
todel ji teisinga ir su x = —1/3. Tatiau

2

(—% +a) + (—% +b)2+ (—% +c)2 =0

tada ir tik tada, kai @ = 1/3, b = ¢ = 2/3. Irad¢ §j trejeta, tikrai gauname tapatybe

(x 3 %)2+ (2x + %)2 + (2x i -i-)z — (1 +4+4)(x s %)7 — Bx+ D2,

todél (a, b, c) = (1/3,2/3,2/3) yra vienintelis ieSkomas trejetas.

2 biidas. Sudarome lygé&iy sistemg

2a +4b +4c = 6,
al+b+ct=1.

Irafe a = 3 — 2b — 2c | antrgja lygt], gauname
P4cl=1—-0B=-2b—20)%=(4—2b—2c)(2b+2c —2).
Pazymekime d = b + ¢. Tada:

d% — 2bc = (4 — 2d)(2d — 2) = —4d* 4 12d — 8,
10d? — 24d + 16 = 4be, (3d —4)? +d*> —4bc =0.

Tagiau d® = (b + ¢)® > 4dbe, todél lygybé galima tik tada, kai 3d = 4 ir d> = 4bc. 1§
¢ia gauname sprendinj a = 1/3, b = ¢ = 2/3. Tikrinti nereikia, nes sudarytos sistemos
sprendiniai tenkina lygtj su visais realiaisiais x.

Atsakymas. a = 1/3, b=c=12/3.
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16. Isivaizduokime dar du simetriSkus pjuivius:

NESZ

\__‘_/

Keturios dalys yra x, x4z, x+y ir x+y+x-u. Jonui atiteko x +x+y+z-+u = 2x+y-+z+u,
o Marytei x +z 4+ x + y = 2x + y + z. Cia visi skaitiai yra neneigiami, todél Jonui picos
atiteko ne maZiau negu Marytei.
Atsakymas. Negali.
17. Kadangi AB < BC, tai AH < HC. Todel taskas M yra atkarpoje HC.

c

A B
I bitdas. Trikampio pusperimetris yra

134+ 14+ 15
p= % =91,

o plotas

S=+pp—13)(p—14)(p—15)=+/21-8.7-6 = 84.
Kita vertus, S = AC - BH/2, tod¢l BH = 12. Naudojantis Pitagoro formule,

AH =+ AB2 —BH?2 = /132 — 122 =35,

Pagal pusiaukampinés savybe
[ . -
5+HM 9—HM’
todel HM = 1,5. Trikampio BH M plotas yra

BH HM _12-15

2 2
2 biidas. Pazymékime AM = x. Kadangi
BC _AB
CM  AM’
i§ lygties
15 13
4—x  x
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gauname x = 6,5. Tegul AH = y. Tada BH? =132 — y2 =15 — (14 — y)?, todél y = 5.
Vadinasi, BH = 12, 0o HM = AM — AH = 6,5—5 = 1,5. Trikampio BHM plotas yra

lygus
BH-HM 9
5 =G
Atsakymas. 9.

! biidas. Tegul ZBAC =a, ZABC = 8, ZACB =y.

B
E D
A C
Kadangi § + ZAFC = 180°%
dia i
JAFC = 180° — 2XY _ 180° — - b _9oo+§1

todel

38 R

—,5""|-90 = 180°.

Gauname f = 60°.
2 bidas. Kampai ZAEC = 180° —a — y/2 ir ZAPB = 180° — 8 — /2 yra lygus, todel
a+y/2=F4+a/2, Ly a+y=28. Kadangi @ + 8+ y =38 = 180°, tai § = 60°.
Atsalkymas. 60°.
Trikampiu, kuriy krastinés yra 1, a, a® ir a, @2, a*, po dvi krajtines sutampa ir jie yra panasas.
Taciau ty trikampiy tre¢iosios kraStinés 1 ir a> néra lygios, kai @ > 1. Pakanka jrodyti, kad
yra toks a > 1, kad egzistuoja trikampiai, kuriy krastinés 1, a, a® ir a, a*, a*. Taip bus, jei
a> < 1l+atyjeil<a<(1++5/2
Atsakymas. Nebutinai.
Suvynioti negalima, nes kelio ABCDA ilgis yra lygus 1 + N2+ 1442 =24242, 0
ilgiausios popieriaus lapo vietos, t.y. jo istriZaings, ilgis yra 34/2 — maziau kaip 2 + 2v/2.
Atsakymas. Negalima.
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