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Matematinées literatiiros, skirtos mokiniams,
apzvalga

Pranas Survila

tikimybiy teorijos temas.

DZiaugéemes 1995-aisiais metais sulaukg pir-
mujy originaliy lietuviSky V klasés matema-
tikos vadoveliy, pritaikyty naujai pagrindinés
mokyklos programai. Pra¢jo SeSeri metai — tu-
rime naujus vadovelius V-X klaséms. Prie ty
vadoveliy priderintos knygos mokytojams, uz-
davinynai, jvairiy uzduociy ir pratyby sasiuvi-
niai. Tai vis eksperty aprobuota, Svietimo mi-
nisterijos rekomenduota mokymosi literatiira.
Praeinant gyrimo euforijai, kuriq sukelia pasi-
rodZiusios naujos originalios mokymo priemo-
nés, metas rimtai jas perskaityti, pamastyti, ar
viskas jose tobula, gerai apgalvota, tinkamai
pateikta, ar néra metodiniy ir dalykiniy klaidu,
ar ne per daug jose suvulgarinama matematika,
ar visos jos reikalingos matematikos mokytojui
ir mokiniui. Tai didelis ir svarbus kritiky, re-
cenzenty, matematikos metodininky, mokytoju
darbas. Jo neatlikus, neparaSius rimty KritiSku
recenziju, sunku tikeétis, kad pakartotinés vado-
veliy ir kitos mokymo matematinés literatiiros
laidos i§vengs netikslumy ir klaidy.

Nepretenduodamas pateikti rimtos visos ma-
tematikos mokymo literatliros apzvalgos, Sia-
me straipsnyje skiriu démesio tik vienai tema-
tikai — kombinatorikai, statistikai, tikimybiy
skaiCiavimui.

Galima biity diskutuoti apie tai, ar reikéjo
jau 1999 ir 2000 metais leisti ,,Kombinatori-

Vilniaus pedagoginio universiteto profesoriaus straipsnyje atkreipiamas démesys | metodi-
nes ir dalykines klaidas mokiniams skirtoje literatitroje, nagrinéjancioje kombinatorikos ir

kos, tikimybiy teorijos ir matematines statisti-
kos pradmenis moksleiviams®, kai dar tik 1998
metais buvo pakartotinai iSleista Svietimo mi-
nisterijos grifg turinti A. Plikuso mokymo kny-
ga ,,Kombinatorikos, tikimybiy teorijos ir sta-
tistikos pradmenys*®, 2-asis pataisytas leidimas.
(Beje, naudodamasis proga pareisSkiu, kad esu
recenzaves 1993 metais tik 1-osios laidos kny-
gele. Taigi nesu paraSes antrosios laidos re-
cenzijos — matyt, teks dar tq padaryti). Be
to, VII-IX klasiy vadovéliuose yra Sios tema-
tikos skyreliai. A. Steponaviciaus vadovélyje
,Matematika 10—-12* (1998) yra net trys sky-
riai, paskirti Siai tematikai. AnalogiSkos te-
mos populiariai ir trumpai pateiktos P. Vasko,
Pr. Survilos knygoje ,,Pakartokime matemati-
ka™ (1997).

Taciau knygelés iSleistos, taigi galima apie
jas kalbeti, vertinti, girti arba kritikuoti. Deta-
liau apzvelgsime [1] ir [2]. ADbi knygelés eks-
perty komisijos neaprobuotos ir neturi Svietimo
ministerijos grifo. Dél to jy nereikia i§ anks-
to smerkti. Autoriai turi teisg leisti, ka paraSe,
ka sugeba paraSyti, taciau yra dar ir pareiga
— neklaidinti skaitytoju, nes mokymuisi skirta
literatiira turi buti be dalykiniy klaidy. O ju
minimose knygelése nemazai. Aptarsime bii-
dingiausias, labiausiai krintanCias j akis.
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Abiejose knygelése kartotiniai kéliniai api-
bréeziami neteisingai. Autoriai nesuprato, kad
apskritai néra ,,keliniy su pasikartojimais®. Yra
n tipy elementy junginiai, sudaryti i§ 1-ojo tipo
ky elementy, 2-ojo tipo k> elementuy, ..., n-0jo
tipo k, elementy. IS viso ky +ky + -+« + k,
elementy. Taip sudaryti junginiai laikomi skir-
tingais, jei elementy tvarka skiriasi. Vadinasi,
yra kartotiniai kéliniai is n tipy elementy, t.y.
po ki 1-ojo tipo, ka antrojo tipo, ..., k, n-ojo
tipo elementy. Taigi biitina pabréZti, jog kar-
totiniame kelinyje svarbu: is kiek (tipy) ele-
mentiy renkameés ir kiek karty kiekvienas (tipo)
elementas kartojasi.

Ka teigia sakinys ([2], p. 19):

Jei yra n elementy, i kuriy kiekvienas atitinkamai

gali karlotis ny, na, ..., n, kartu, tai skirtingy kéliniy,

kuriuos galima sudaryti i§ duotyjy elementy, skaicius
lygus
1l

G lp) = —

Py, na, ..
nplnale it

kurny +na+- - +n, =n.

Paanalizuokime fraze ,kiekvienas atitinka-
mai gali kartotis ny, na, ..., n, karty“. Jei ati-
tinkamai, tai I-asis — n; karty, 2-asis — i
karty, ..., r-asis — n, karty. O kg reifkia n,?
Pagal apibréZima iseitu, kad r-asis gali kartotis
1, karty. Taigi turéty biiti » = n, nes kai rr < n,
lieka neaisSku, kiek karty gali kartotis elementai
(r + 1)-asis, ..., n-asis. Bet jei r = n, Zymenys
n,, M2, ..., 1 netinka. Apie skai€ius n; nepa-
sakyta nicko, ar gali buti n; = 0, ar bitinai
n; > 0. Be to, salygany +na+--+n, =n
yra ribojanti, nes i§ jos iSplaukia: jei yra n ele-
menty, tai negalima sudaryti kartotiniy kéliniy,
kurie turéty daugiau kaip » elementy.

[1] knygeléje (p. 27) pateikta kartotiniy kéli-
niy skaiciaus formule teisinga tik vienu atveju,
kai ky+ka+- - -4k, = n, nors (p. 28) teigiama,
kad taip yra visada.

Kitais atvejais ji neteisinga.
biiti tokia:

Formulé turi

(ky +da+ -+ ky)!

Pk, k. .
ks, k2, Jeyea - - ey |

< bty ) =

Abiejose knygelése néra pateikto gretinio su
pasikartojimais apibréZimo. [2] knygeléje (p.

I~
wn

21) jis vadinamas kéliniu su neribotu pasikar-
tojimy skaic¢iumi. Abicjose knygelese ([1], p.
37; [2], p. 22) pateikiamas mokiniy vartojamas
apibrézimas:
Deriniai i§ n elementy po k elementy su pasikarioji-
mais apskai¢ivojami pagal formule:

ko (H '{‘k“‘ ])'
Ca = kl(n — 1))

Cia kritikuotina ne formulé, o tai, kad auto-
riai skai¢ivoja derinius, o ne juy skaiciy. (Nesu-
prantantys kombinatorikos mokiniai, o ir stu-
dentai sako: CF deriniai, a’;ﬁ kartotiniai deriniai
ir pan., taigi objektus sutapatina su jy skaiciu-
mi).

Abiejose knygelése nebandoma atskleisti lo-
giniy junggiy ,.ir*, ,arba* kombinatorikoje vie-
tos ir reik§mes. Be to, [1] knygeléje (p. 6)
netiksliai suformuluota kombinatoriné sudéties
taisykle. I§ jos neiSplaukia, kad i§ objekto A;
pasirinkimo biidy n; né vienas biidas nesutam-
pa su objekto A; né vienu pasirinkimo biidu
nj, kai i # j. Tai grubi klaida. Turi biiti aig-
kiai pasakyta, kad objektas (geriau elementas
arba daiktas) gali buti renkamas i§ aibiy, kurios
poromis neturi bendry elementy — pasirinkimo
budai neturi sutapti. Ten pat (p. 7) sakoma:

Jei objektui A parinkti yra n budy, o objektui B pa-

rinkl yra m buidy ir jie turi k bendry elementy, tai

pasirinkti A arba B yra n 4 m — k biidu.

Kq reifkia , jie turi & bendry elementy*?

Abiejose knygelese néra pakankamai iSais-
kinta ir aptarta, kas yra elementarusis jvykis.

Sakoma ([2], p. 32):

Jei nekreipsime démesio | bandymo rezultaty konkrety

lrinj, o domésimes, pasirodé ar nepasirodé vienas

ar Kitas rezultatas, tai gauname elementariojo jvykio
savoka.

Koks mokinys supras, kas ¢ia pasakyta? Sa-
koma ([1], p. 23), kad ,.Elementaricji jvykiai
yra tokie jvykiai, i§ kuriu susideda kai kurie
kiti ivykiai®. Bet, jei A, B, C yra jvykiai,
tai kai kurie kiti, pavyzdziui, AU B, AU C,
AU BUC, i§ juy susideda. Vadinasi, bet kurie
ivykiai turéty biiti elementarieji. [2] knygeléje
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26 Matematinés literatiiros, skirtos mokiniams, apZvalga

(p. 49 ir 51) i¥vedant pilnos tikimybés formu-
lg vartojama prie§ tai niekur neaptarta sgvoka
»pilna tarpusavyje nesutaikomuy jvykiy grupe®,
o aiSkinant Bernulio formule sakoma:

Kuriame nors bandyme (i5 n nepriklausomy bandy-

muy) dominantis jvykis A jvyks su tikimybe p.

Juk turi buti ne kuriame nors, o kiekviename
bandynie.

Galima tik stebétis apibrézimais ([2], p. 70):

Binominio skirstinio matemating viltis lygi vieno ban-

dymo jvykio tikimybés ir bandymu skaiciaus sandau-

gai: E(x) =np.

Binominio skirstinio dispersija lygi ... D(x) =npq.

Tai juk ne apibréZimai, o faktai, gaunami
apskaiCiavus binominio skirstinio matemating
viltj ir dispersija.

Abicjose knygelése aiSkinant, kas yra imties
histograma ir kaip ja nubraizyti, praleidZiamas
esminis faktas, jog histogramos lauZte ir ho-
rizontaligja koordinaciy aSimi apribotas plotas
turi bati lygus vienetui. Taigi masteliai hori-
zontaliojoje ir vertikaliojoje koordinaciy aSyse
turi buiti atitinkamai suderinti. Jei klaseés (gru-
pés) ilgis yra vienetas, tai histogramoje kla-
se atitinkanc¢io stulpelio aukstis turi bati lygus
klasés santykiniam dazniui. Jei taip néra, ta-
da stulpeliy aukstis bus proporcingas santyki-
niams dazniams. Histograma tam ir skirta, kad
geometrine savoka — plotu galima biily inter-
pretuoti tikimybiy P(a < X < b) jverCius
ir juos apytiksliai apskaiivoti ([3], p. 332).
Pateikiamos [1] knygeleje (p. 157-165) im&iy
diagramos ir histogramos savo iSvaizda yra vie-
nodi bréZiniai. Kam tada skirtingi pavadini-
mai? Nera (diagramos) histogramos taikymo
pavyzdziy ir uzdaviniy.

Knygelése tik formaliai pateikiama atsitikti-
nio dydzio matematiné viltis ir dispersija. No-
rétysi, kad papildomoje literatiiroje mokiniams
biity pateikta samprotavimuy apie atsitiktinio dy-
dzio reik8miy i8sibarstyma, apie tikimybiy

P{EX —kv'DX < X < EX + kv DX}
ivercius.

Kritiniy pastaby tenka pareiksti ir del [2]
knygelés uzdaviniy bei pateikty ju sprendimy.

PavyzdZiui, 5 uZdavinio (p. 12) salygoje nepa-
sakyta, kad skaiCius reikia sudaryti naudojant
visus skaiciaus 3694 skaitmenis, o sprendimas
pateiktas tik keturZenkliams skaiCiams.

Pateikto 2 uzdavinio (p. 21) salyga tokia:

Klaseéje yra 20 mokiniy. Jie gavo po | uzdavinj. 15-

sprende ji jtraukiami | komanda. Keliais skirlingais

bidais galima sudaryti komanda?

Nurodytas sprendimas yra ne to uzdavinio,
nes jame apskaiCiuota, kiek yra seku, turinciy
20 nariu, kuriu kiekvienas paimtas i§ aibeés su
dviem elementais. Teisingas uZdavinio spren-
dimas bty toks:

Mokykla sudaré komandg i§ vieno mokinio
— tik vienas mokinys i§sprendé uZdavinj — CJ;
galimybiu,

arba mokykla sudaré komanda i§ 2 mokiniy
— tik du mokiniai iSsprendé uzdavinj — C%n
galimybiy,

arba mokykla sudaré komanda i§ & mokiniy,
| < k < 20— tik &£ mokiniy i§sprende uzdavinj
— C:’;'O galimybiy,

arba mokykla sudaré komandg i§ 20 mokiniL[
— visi 20 mokiniy i§sprende uzdavinj — Cm
galimybiy.

Pasinaudoje sudéties taisykle, gauname gau-
1imybiL1 sudaryti komandg skaiciy C'_!u + szu “+

+cm—om 1;

Lybyb(; C —|—C 20t -l—C'g([]) 220 gquname

pasinaudoje L'lp'lt}’bc

Cl+Cpd-r4Cp=2"

teisinga su kiekvienu natiralivoju r, taCiau ji
knygeléje pateikiama tik 25 puslapyje.

Taigi pateiktas uzdavinys neiliustruoja kar-
totiniy gretiniy sgvokos ,kéliniai su neribotu
pasikartojimy skai¢iumi*

Kai kuriy ypa¢ sudétingy uzdaviniu, pateik-
ti sprendiniai nepadeda rasti sprendimo biuido,
o ir patys tokie uzdaviniai niekaip nepaZyme-
ti tekste (pvz., 15 ir 16 uZdaviniai p. 26, 27).
Pastebéta nemazai (daugiau kaip 20) pateikty
neteisingy uzdaviniy sprendimy. Be (o, yra ne-
maZai redaguotiny (daugiau kaip 15) uzdaviniy
salygy. PavyzdZziui (p. 28),
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Susirinko 10 skirtingo figio i§mingiu. Keliais biidais Nejmanoma trumpame straipsnyje suminéti
jie gali susesti prie apskrito stalo taip, kad nors vienas visy aptariamose knygelése pasitaikanc¢iy ne-
i§mincius pakeisty nors vienq kaimynq? tikslumy ir klaidy. Galima tik pasakyti, kad

visos jos yra arba autoriy aplaidumo, arba ne-
kompetencijos rezultatas. Knygelés su tiek klai-
duy ir netikslumuy neturéty buiti leidziamos ir re-
komenduojamos mokiniams, juoba kad jau yra
pakankamai kvalifikuotos spausdintos literatii-
wivykiy lyginumas®™ (p. 28), jvykis ,svarbes- o0 Koy su knygeliy autoriais didelé atsako-
nis* uZ jvykj (p. 79), ,.funkeija neegzistuoja®,  mybe tenka ir recenzentams docentams D. Jur-
»funkeija lygi nuliui® (p. 99), ,mediana yra  gaigjui, T. TamoSiiinui ir mokytojams V. Tama-
skaiCius, dalijantis imties titrf i dvi lygias da-  Fauskui bei V. Balsevi¢iui, rekomendavusiems
lis* (p. 135) ir pan. knygeles spausdinti.

Del [1] knygelés galima biity pareiksti ir pa-
gyry: gausu iSspresty pavyzdZiy, daug uzda-
viniy savarankiSkam darbui. Tagiau, be miné-
ty netikslumy, joje yra ir kitokiy ,,perliuky‘:

I. V. Mockus, A. Jocaite, Kembinatorikes, tikimybiy teorijos ir matematinés stea-
tistikos pradmenys moksleiviams, Siauliy universiteto leidykla, 1999,

. P. Grebenitenkait¢, V. TamaSauskas, E. Tuménaité, Trimpas kombinatorikos,
tikimybiy teorijos ir statistikos kursas moksleiviams, Siaurés Lietuva, Siauliai,
2000.

3. P. Vagkas, P. Survila, Pakartokime matematike, Sviesa, Kaunas, 1997.
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\ APVALIOS SUKAKTYS 2002 METAIS PR

Prie§ 400 mely gimé pranciizy matematikas Z. Robervalis (Gilles
Roberval, 1602—1675), vienas i§ diferencialinio skaigiavimo pradi-
ninku.

Priec§ 250 mety gimé pranciizy matematikas A. M. LeZandras
(Legendre Adrien Marie, 1752-1833). A. M. LeZandras gavo svar-
biy matematinés analizes, variacinio skaitiavimo, skaitiu teorijos,
geomelrijos rezultaty,

Prie$ 200 mety gimé norvegy matematikas N. H. Abelis (Abel Niels
Henric, 1802—-1829). Nors N. H. Abelis gyveno vos 27 melus,
tafiau suspejo gauli rezultatu, padariusiy didele jtaka matematikos
raidai. Jis jrode, kad auk3tesnio negu ketvirtojo laipsnio lyglys bend-
ruoju atveju nei§sprendZiamos radikalais.

Prie§ 200 mety gimé vengry matematikas . Bojajis (Bolyai Janas,
1802~ 1860), vienas i3 ncuklidines geometrijos kiirgju.
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