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2001 m. balandZio mén. 7 d. Vilniaus universi-
teto Matematikos ir informatikos fakultete vy-
ko baigiamasis antrosios LIMM laidos uZda-
viniy sprendimo konkursas, kuriame dalyvavo
216 moksleiviy (] mokykla 1999 m. buvo jstoje
445 moksleiviai). Siame konkurse moksleiviai
per 1 valanda turéjo iSspresti 5 uZdavinius i§
nagrinéty temy. Pateikiame Sig uzduoti:
1. Raskite parametro g reikSme, su kuria lygties
x? — 5x + g = 0 Sakny kvadraty suma lygi 21.
2. ISspreskite nelygybe
VT =2x +x2+ 3 —x| >4
3. I statyji trikampi, kurio jZambiné lygi 10cm,
ibréZtas apskritimas. Raskite trikampio perimet-
ra, jeigu apskritimo spindulys yra 2cem.

4, Keturkampis ABCD yra lygiagretainis, DE =
2DC. Atkarpa AE kerta jstrizaing B D taske M.
Raskite figiros M BCE ploty, jeigu Sipcp =
120 cm?.

B C

/ M E
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5. Dvi rankininkés — Maryié ir Onuté meta po vie-
ng baudinj. Tikimybe, kad Maryté pelnys jvartj,
lygi 0,65. Tikimybe¢, kad Onuté pelnys jvartj, lygi
0,8. Kokia tikimybé, kad bent viena i§ rankininkiu
nepelnys jvarcio?
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78 A. Apynis, E. Stankus, J. Sinkiinas

AStuoni moksleiviai iSsprendé visus penkis uZdavinius L
ir tapo konkurso nugalétojais

VYTAUTAS BALSYS VTGTM licéjus
VIOLETA BLADZIUNAITE VTGTM licéjus
' ANASTAZIIA GONCAROVA Visagino ,,Gerosios vilties* viduriné mokykla

ROMAS KARDOKAS Vilniaus UZupio viduriné mokykla

MARIUS NOREIKA Garliavos Juozo Luk$os gimnazija

INDRE PETRAUSKAITE VTGTM licéjus :
JEROSLAVAS PETROVSKIS  Visagino ,,Gerosios vilties* viduriné mokykla

VYKINTAS STRIUZAS Svenéionéliy viduriné mokykla -

ol j

Dvylikai moksleiviy nepavyko i8spresti né vieno uzdavinio.

BalandZio 7 diena mokyklos baigimo paZzyméjimai buvo jteikti 202 moksleiviams. Dar 14 mok-
sleiviy LIMM paZyméjimus gavo per papildomg baigiamajj konkursg balandZio 28 dieng. Norétysi
pamineti miestus ir mokyklas, i§ kuriy LIMM klausytojy buvo daugiausia. PaZymejimus gavo 35
Vilniaus miesto, 24 — Kauno miesto, 29 — PanevéZio miesto moksleiviai. Konkurse daugiausia
moksleiviy dalyvavo i§ J. Bal€ikonio gimnazijos (28 moksleiviai), Garliavos Juozo Lukgos gimna-
zijos (21 moksleivis), Ukmerges ,Silo* vidurinés mokyklos (12 moksleiviy), Vilniaus ,,Gabijos*
gimnazijos (9 moksleiviai) ir VTGTM licéjaus (9 moksleiviai).

Atvykusieji | konkursg turéjo progos susipazinti su Lietuvos matematiky draugijos pirmininku
prof. J. Kubiliumi, kuris ir jteiké mokyklos baigimo paZyméjimus. Kol darbai buvo tikrinami,
moksleiviai i8klause docenty V. Stakéno ir A. Juozapavitiaus bei daktaro R. KaSubos paskai-

[teikimo ceremonijoje taip pat dalyvavo Kauno technologijos universiteto Fundamentaliyjy
mokslu fakulteto dekanas prof. V. Pekarskas, Vilniaus pedagoginio universiteto prorektorius doc.
V. Bernotas, Siauliy universiteto prorektorius doc. D. Jurgaitis. Moksleiviai i§ jy suZinojo apie
stojimo | Siuos universitetus bei mokymosi juose salygas.

Apzvelgiant per dvejus mokslo metus nagrinétas temas, pastebéta, kad moksleiviai lengviau-
siai sprend¢ pirmosios (Funkcija) ir SeStosios (Indukcija) temy uzdavinius. Sunkiausiai sekési
septintoji (Urny schemos ir baigtinés Markovo grandinés) ir astuntoji (Koordinadiy sistemos. Ze-
mélapiai) temos. Pateikiame kiekvienos uZduoties ,,sunkiausig* (uZ kurj surinkta maZziausiai baly)
uzdavinj ir jo sprendima.

I uzduotis. Funkcija

Viename inde yra 5 kg druskos tirpalo, o kitame — 20 kg kito druskos tirpalo. Garuojant vandeniui,
druskos koncentracija pirmame inde padidéjo m karty, o antrame inde — n karty. Koks vandens
kiekis iSgaravo is abiejy indy kartu, jeigu Zinoma, kad m -n = 9?

Sprendimas. Sakykime, pirmame ir antrame induose yra z ir rkg druskos, o i§ jy i§garavo

atitinkamai x ir y kg vandens. Tuomet pagal uZzdavinio sglyga: 57/ =mir 55— ),/LD = .
I8 ¢ia % = ir 230), = n. I§ Siy lygybiy gauname: x = 5 — ;;, y = 20— Tf) Vadinasi, i§
abiejy indy iSgaravusio vandens kiekis yra x 4+ y =25 — m - “—0 Kadangim -n =9, tai n = %

irx+4y=25-— (% + %gnz) Kita vertus, remdamiesi dvieju skawnq aritmetinio ir geometrinio

vidurkio savybe, gauname: = + 5 Om > 2,/5—, : % m= 23—0 Todel x +y < 25 — 23—0 = IS%. Taigi
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i§ abiejy indy negali iSgaruoti daugiau kaip ]8;—kg vandens. Jeigu % = 2—90112, t.y. m = 3, tai §iy

skai€iy aritmetinis vidurkis lygus geometriniam vidurkiui x 4y = 25— %Q = 18% (kg). I8 pirmojo
indo i§garavo x =5 — % = %(kg), 0 i§ antrojo — y = 20 — %m = % (kg) vandens.

Atsakymas. I3 abieju indy iSgaravo ne daugiau kaip lS%kg vandens. Jei m = % n = 0, tai
iSgaravo lygiai ]8% kg vandens.

IT uZduotis. Apskritimuy geometrija. [bréztiniai ir apibréZtiniai daugiakampiai.
Taisyklingieji daugiakampiai

Apskritimo spindulys yra R, stygy AB ir BC ilgiai lygiis a ir b. Apskaiciuokite stygos AC ilgj.

Sprendimas. Galimi du atvejai:

a) BréZiame skersmenj B D ir keturkampiui ABC D taikome Ptolemajo teorema:
AB-CD+ AD . -BC = AC - DB.
Kadangi trikampiai ADB ir DCB yra statieji, tai AD = +/4R2 — a2, DC = +/4R2 — b2,
Taigi av/4R? — b? 4+ b+/4R? — a2 = 2R - AC.

g o — avVARI_P24hVARI =2
I8 ¢ia randame AC = 57 ]

b) BD — skersmuo, AC - BD+CB - AD = AB-CD ir AC = ©ACF-h/iRi=a?

2_p2 2_,2 . - \ - v % o
Atsakymas. AC = AR =b 24;\,”‘/4"? =, kai taSkai A ir C yra skirtingose skersmens, einan&io per
- Sem _ VARZ—HP2—hVART a2 s 5

taSka B, pusése ir AC = TR , kai toje pat puséje.

IIT uZduotis. Skaitiaus modulis algebros uzZdaviniuose

[rodykite nelygybe |ac — bd| < 1, kai a®> +b> =1 irc2 +d? = 1.

Sprendimas.
I biidas. Kai a®+b% = 1 ir c2+d? = 1, tai (@ b2 (2 +d?) = 1, a2 +a2d> L b2 +b2d? = 1,
a’c?® + b*d? — 2abed + b%c? + a?d? + 2abed = 1, (ac — bd)? + (bec + ad)? = 1, (ac — bd)* =
=1 — (bc+ ad)?. Kadangi (be + ad)? > 0, tai (ac — bd)? < 1, |ac — bd| < 1.
2 biidas. Su bet kuriais realiaisiais skaiiais a, b, ¢ ir d teisingos §ios nelygybés:
(@a+c)2+B—d)?20, (@a—c)2+GB+d)?>0.
I pirmosios nelygybés gauname: 2(ac — bd) > —(a® + ¢ + b2 + d?), o i§ antrosios —
2(ac — bd) < a® + ¢ + b2 + d2.
Kai a? +b%> =1, c¢?+d? =1, turime:
ac—bd 2 —1irac—bd < 1, t.y. lac — bd| < 1.
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80 A. Apynis, E. Stankus, J. Sinkinas

IV uzduotis. Figiiry panasumas. Talio teorema ir jos taikymai

Trapecijos ABCD pagrindai AD = 39cm ir BC = 26c¢m, o Soninés krastinés AB = S5cm ir
CD = 12 cm, Raskite spindulj apskritimo, kuris eina per virsines A ir B ir liecia krasting CD
arba jos tesinj.

Sprendimas. Pratgskime Sonines trapecijos kraStines AB ir CD, tegu jos susikerta taSke E.
Sakykime, BE = x, o EC = y. Pagal Talio teorema:

1) BE — BC y 2. — % T5%ax=10cm.
27y £C _ BC R— R ¢ S -
2) 55 =435 LY Yz = 3o I8 ¢ia y = 24cm.

Nesunku patikrinti, kad BC? = EB? + EC?, taigi trikampis BEC yra statusis. I apskritimo
centro O nubrézkime | kraStines AB ir CD statmenis OF ir OG. OG = R, nes CD yra
apskritimo liestiné. Kadangi keturkampis O FEG — stafiakampis, tai OG = EF. Kita vertus,
BF = 3AB=2,5(cm), tai EF =EB+ BF =10+2,5 =12, 5(cm).

Atsakymas. 12,5 cm.

V uzduotis. Matematinés indukcijos metodas

Su kuriomis natiaraliosiomis n reiksmémis galioja nelygybé 2" > n®> 4+4n 4+ 5? Atsakymq pagris-
kite.
Sprendimas. MaZiausias naturalusis skaiCius, su kuriuo galioja nelygybé, yra 7 (tuo jsitikiname
tiesiog tikrindami). Matyt, nelygybé teisinga su bet kuriuo naturaliuoju skai¢iumi n, didesniu
uz 6. Siekdami tai jrodyti, taikysime matematinés indukcijos metoda. IS pradZiy paZymékime
n = 6+ m ir nagrinékime nelygybe 261" > (6 + m)? 4 4(6 + m) + 5.

Atlike veiksmus, turésime tokia nelygybe:

64 - 2" > m> 4 16m + 65. ()

Irodysime, kad ji teisinga su bet kuriuo nattiraliuoju skai¢iumi m.

Kai m = 1, §i nelygybé yra teisinga.

Tegul nelygybé (+) galioja, kai m =k, t.y. 64 - 28 > k% 4 16k + 65.

Pasinaudoje¢ $ia prielaida, gauname

64 - 28+ = 2(64 - 2%) > 2(k% + 16k +65) = ((k + 1)> + 16(k + 1) + 65) + (k* + 14k 4 48) >

> (k+ 1)+ 16(k + 1) + 65.

Taigi nelygybé () galioja su visais natiiraliaisiais skaiCiais m.
Pastaba. Nelygybe galima spresti ir grafiSkai, nubraiZius funkcijy f(x) = 2% ir g(x) = x2Jlxs5
grafikus.
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VI uzduotis. Lygciu, nelygybiy bei jy sistemu ekvivalentumas
ISspreskite nelygybe log% (x2 —6x + 18) < ZIOg% (x —4).

81

Sprendimas. Nelygybés logi (x? — 6x + 18) < 2log; (x —4) apibrézimo sritis (4; +00), todel ji
3 3 j

ekvivalenti sistemai

2 . 2
x°—6x+18 > (x —4)°, x> —1,
[x—4>0 ©[x>4 x> 4

VII uzduotis. Urny schemos ir baigtinés Markovo grandinés

Patikrinkite, kad Markovo schemoje )", .o P({w}) = 1.
Sprendimas. Pazymékime, kai k =0, 1, ...

1 1
Se= )" Y polwo)plwo, @1)... ple_r, o), &
wp=0

wy=0

Tada ZmEQ P({CU}) = Sp.

Atsakymas. (4; +00).

=) 9 (—

Matematinés indukcijos buidu jrodysime, kad S; = 1 su visais k = 0,1, ....

Gauname:
1

So = po(0) + po(1) = 1, Y pl@i-1, ) = plws—1,0) + p(@g—1, 1) = 1.

wy:=0

Taigi padare prielaida, kad S;—; = 1, gauname

I ! 1
S = Z Z Z [po(coo)p(wo, wy) ... plwg—2, wp_1) Z P(wk—lvﬂ-’k)} = 8—1 = 1.

wo=0 w; =0 wp—1=0 wy=0

VIII uzduotis. Koordinaéiy sistemos. Zemeélapiai

NubraiZykite pavirsiy, kurio lygtis sferinéje koordinaciy sistemoje yra 6 = p 4, kai p ir ¢ kinta

intervale [0, 2].
Atsakymas. Turi buti gautas pavirSius, pavaizduotas paveiksle.

Visus Sios laidos absolventy sprestus uzdavinius (su sprendimais) galima rasti LIMM leidinio
Jaunajam matematikui 2 numeryje, kuris turéty pasirodyti ¥j rudenj. Pirmosios misy laidos visa
metodiné medZiaga jau iSleista atskira knygele: Jaunajam matematikui, 1, Vilnius: Danieliaus

leidykla, 2001.
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Sie LIMM mokslo metai pasibaigé. Rudenj Lietuvos jaunyjy matematiky mokykla savo dar-
ba tes. Maloniai kvieCiame vienuoliktokus tapti musy klausytojais 2001-2003 mokslo metais.
Mokyklos taryba jau yra numaciusi pateikti tokias temas:

1. SkaiCiavimo sistemos.
. Antros eilés kreivés.

. Atvirkstinés funkcijos.
. Kombinatorika.

. Atsitiktiniai dydZziai.
Kompleksiniai skaiciai.
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. Optimizavimo uZdaviniai.

. Matematinés logikos elementai (pradmenys).

Sckite misy interneto svetaine hittp://www.maf vu.lt/ljmm/.
Tesdami nusistovéjusig tradicija Siame Zurnale skelbti visas miasy uZduotis, jdedame ketvirtaja

2000-2002 m. m. uzduotj.

KETVIRTOJI UZDUOTIS

. Penkiakampio ABCDE krailiniu AB, BC, CD ir DE vidurio taskai yra

atitinkamai M, P, N ir Q. Atkarpy MN ir P@Q vidurio taskai yra K ir L.
Irodykite, kad tiesés AE ir KL lygiagre€ios ir raskite santyki AE : KL,

. Atkarpy AB ir CD vidurio ta§kai P ir Q.-Trodykite, kad atkarpy AC, BD

ir P Q vidurio tadkai yra vienoje tieséje.

. Trapecijos ABC D 3oniniy kradtiniy AD ir BC vidurio tagkai yra M ir N.

Ar tieses AN ir CM yra lygingrecios?

. Trikampio ABC kradtinése AB ir AC yra taskai M ir N, be to, AM :

MB=3:2, AN : NC=1:4. Tiesés CM ir BN kertasi taske P. Raskite
santykius BP: PN irCP: PM.

. Jei trikampio ABC pusiaukra$tinés lygiagretios trikampio A'B'C’ krasti-

néms, tai trikampio A’B'C’ pusiaukradtinés lygiagretios trikampio ABC
kraStinems. Irodykite.

. Lygiagretainio kra$tiniy ilgiai yra 2 ir 3, kampas tarp ju lygus 60°. Raskite

kampa tarp lygiagretainio jstriZainiy.

. Kvadrato ABC D krastinés AD vidurys yra takas E, taskas F yra istriZai-

neje AC ir AF : FC = 3. Irodykite, kad tiesés EF ir FB yra statmenos.

. Kvadrato ABCD kraStinése AB ir CD yra taSkai M ir N, be to, AM :

MB=1:2,CN:ND=35:1. Tiese MN kerta jstrizainec AC taSke P.
Raskite kampg AP D.

. Trapecijos jstrizainiy kvadraty suma lygi jos Soniniu kradtiniy kvadraty su-

mai, sudétai su pagrindy ilgiy dviguba sandauga. Trodykite.

. Trikampis ABC — lygiakrastis, kraStinése AC ir AB yra tagkai D ir E, be

to, DC =2AD, AE =2EB. Ties¢és BD ir CE susikerta ta§ke Q. Raskile
kampg AQC.
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