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Vidurkiy nelygybés

Aisté Mackeviéitite, Leonas Narkeviéius
leonasn@gim.ktu.lt

Straipsnyje pateikiami nelygybiy jrodymo uidaviniy sprendimai naudojantis skai-
ciy vidurkiy savybémis.

Visi besidomintys matematika moksleiviai, be abejo, Zino aritmetinj ir geometrinj vidurkius ir
tai, kad aritmetinis vidurkis yra ne maZesnis uZ geometrinj. Pravartu susipaZinti su dar dviem
— harmoniniu ir kvadratiniu vidurkiais. Reikia pastebéti, kad daZniausiai lyginamas aritmetinis
vidurkis su geometriniu.

Tegu ay, aa, ..., a, yra teigiami skaiiai (@ > 0). Tada aritmetinis, geometrinis, harmoninis
ir kvadratinis vidurkiai A,, G,, H,, S, apibréziami taip:

24,2 )
A, = Qteteta, G g Gy, H”:I'—-%ﬁ’ 5,121/ﬂw.

ap T ay n
Kai reikia jrodyti kokias nors nelygybes, daZnai pravartu pasinaudoti vidurkiy nelygybémis,
kurias pateiksime be jrodymo: mina; €< H, < G, € A, < S, < maxa;.
Kai a) = a3 = -+ - = ay, tai visos nelygybés virsta lygybémis. Kitais atvejais — nelygybés yra
grieztos. Panagrinesime uZdavinius, kuriuos galima ispresti pasinaudojus vidurkiy nelygybémis.

Uzdaviniai
Irodykite nelygybes (jei nenurodyta kitaip, a, b, ¢, d, ... laikykite teigiamais skai&iais):
1. a®> +b*+c* = ab+ be + ca.
2. a+b+c=Aab+ /bec+ Jea.
Loge 1 g ] 0 T
(a®b + b%c + ca)(b*a + c2b + a?c) > 9a’b2c2.
} .
JHE+ER0
Jei xy,x2,...,x, — teigiami skaiCiai, o yi, y2,..., y, — tie patys, tik kita tvarka suraSyti

skaiCiai, tai :—: + )L_% + -+ 2 > n. Irodykite.
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8. at+b*+ct zabc- (a+b+c).

9. a’4+-b*+1>ab+a-t+b.

10. Tegu a-b-c-d = 1. [rodykite, kad a® + b + c2 + d% + ab + ac + ad + be + bd + ¢d > 10.
1. L (@+b)*+ 1 -(a+b)>avb+ba.

12. Jei x +y+z=1, tai x> + y2 + 22 > 1.
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13. Raskite maZiausia polinomo P(x; y) = 4 + x2y* 4+ x*y% — 3x2y? reik§me.
Raskite teigiamus sprendinius §iy lyg€iy sistemy:
x+y+z=09,
14. [:cyz = 2}

15 {x—i—y+z+u=4,
" lxyzu = 1.

Sprendimai

1. UZraSykime kairiosios pusés sumg atitinkamai sugrupav¢ démenis ir pasinaudokime tuo, kad
aritmetinis vidurkis yra ne maZesnis uZ geometrinj:
612 +b2 —I—C2 - zrl-é-bz + J')z«gf_'2 g cz-lz—cr2 S ab + bC—|— ca.
Toks démeny pergrupavimas jrodinéjant pana$ias nelygybes praverCia gana daznai.

2. Uzdavinys sprendZiamas pana$iai kaip pirmasis:

a+b+c=94 4 ey a5 Jab + b+ JJea.

3. Nelygybe skiriasi nuo antrojo uzdavinio nelygybés tik tuo, kad vietoje a, b, ¢ yra atvirkstiniai
skai€iai. Irodymas visi§kai analogiSkas:

1 l _I. — l l_+; rl+h
) + b T c + +

) 1S T, A
> T T e T T
4. Nelygybe lengvai jrodome taikydami aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe kairiosios
pusés reiSkiniams:
(@%b + b%c + c2a) (b%a + b + a’c) = 3 a?b - b2c - c2a - 3/ b%a - b - a?c =
=93/a3b3c3 . a3b3c3 = 9a2bi el

5. Pakanka pasinaudoti aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe:
_|_b £>3. 3;_;.’_{.523.1=

6. Cia lyginame n nariy aritmetinj vidurkj su geometriniu:

i e B
Yu n ﬂ . ﬁ o s aa s M —_— oy =
R = yron ¥ ﬁ L.

7. Uzdavinj galima i§spresti tiesiog palyginus aritmetinj vidurkj su geometriniu:
bl
"+’+J'é“ +h+:l:>6(f b b ¢ ¢ U=-€/T=1.

Irodysime nelygybe kitu buidu. Panagrinékime tokia lygybe:
a+b+c 5 a+::+c + ﬂ+ﬁ+c — ((1 +b+c)- ([l‘ ol % + Ll)

¢

Pasinaudokime tuo, kad aritmetinis vidurkis yra ne maZesnis uZ harmoninj:

h4-c 3 pesn
u+?:+r_ > l + L' Tﬂlgl

b

((l+b+C)( Lk [; + ) 9 ir u+b+(: s u+£+c il a+h+c > 9

4]

a+b 4 1 4 b+c b | o f_+zr 4139 u+b 4 hte h+£. + L-i-tt 6

8. Analoglskal kﬂlp 1 uzdavmyje sugrupave poromis po pus¢ démens, gauname nelygybe:
a* +b* + ¢* = a?b? + b%c? + c*a?,
o atlike tai dar karta, gauname
a?b? + b2t + 2a? = Va? bt 2 b2t a2 4+ et at - bR
Akivaizdu, kad de§iniojoje puséje gauname reidkinja-b-c- (b +c+a).
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Lyginame aritmetinj vidurkj su geometriniu:

a4 b4 1= L Bl s gy g 4B

Kelis kartus taikome 1 uZdavinyje minétg metoda:

2 L P g B a- e G- g b € b il b &l =
= “1’{"’2 +"’1'?i‘“2—|—"1'5"2 —}-“’2'{“2 +a-bt+a-c+a-d+b-c+b-d+c-d>=
za-b+b-c+c-d+a-d+a-b+a-c+a-d+b-c+b-d+c-d>=
>2-2Ja-b-cd+2-2J/b-c-a-d+2J/a-c b-d=10Ja-b-c-d = 10.

Paskutiniajg lygybe gavome pasinaudoj¢ tuo, kad a-b-c-d = 1.

Siame uZdavinyje tenka Siek tick packsperimentuoti ie¥kant, kaip patogiausia aritmetinj vidurkj
palyginti su geometriniu:

5-a+b)?+5-(a+b)>% (a+b)-2v/ab+ L 2v/ab =

= (a+b)-ab+ 3/ab = Vabla+b+1) =

oy d 1

= AJab - (%Jf’%) >Vab- (\/Za-%+\/2b-%) —

= ~ab - (Ja++/b) = avb+b./a.
Pirmiausia uZraS§ykime akivaizdZias lygybes:
jeix+y+z=1tai (x+y+2>=1,224+y2+22+2xy+2yz+2xz=1.
Kadangi 2xy + 2yz + 2xz < 2+ (x2 + y? 4 z%) (¥r., pavyzdZiui, 1 uzdavinj), tai
3+ +2) 22+ ¥+ 22+ 2y +2yz+ 20z = (x + y +2) = 1.
Dabar belicka nelygybés abi puses padalyti i§ 3: x>+ y* +z% > 1.

Tai kiek netradicinis nelygybiy uZdavinys, taciau labai jdomus. Pirmiausia pertvarkykime
polinoma taip:

Plx;y) =4+x2y* +x*y? — 3222 =3 4 1 422yt 4 xty? — 3yt >

>34+3-/1-x2y%. x4y2 — 322y =3 4 352y2 —3x2y2 =3,

Gautoji nelygybé virsta lygybe tada ir tik tada, kai 1 = x?y* = x*y2, t.y. x = &y = 1.
Taigi maZiausia P(x, y) reikSme lygi 3.

Tarkime, skaiciai x, y, z > O tenkina antraja lyg¢iy sistemos lygti, t.y. x - y - z = 27. ParaSe
su Siais skaiCiais aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe, gauname

PR > Yy 2=3, x+y+z29.

Zinome, kad lygybe galioja tik su x = y = z. Taigi x = y = z = 3 yra vienintelis lyggiy
sistemos sprendinys.

Sio uzdavinio lygciy sistemq galima ispresti visiSkai analogiSkai kaip 14 uZdavinio. Vienin-
telis skirtumas — aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe reikia rasyti su keturiais, o ne
su trimis skaiiais.
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