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Straipsnyje pateikiami 50-osios Lietuvos jaumyjy matematiky olimpiados uZdavi-
nial ir jy sprendimai.

IX ir X klasés

1.

Raskite

a) bent vieng

b) visas

nattiraliyjy skaiciy poras (x; y), kurioms teisinga lygybé 2* = y! + 304 (y!, vadinamasis
y faktorialas, rei¥kia natiraliyjy skai¢iy nuo 1 iki y sandauga, pvz., 11 =1, 2! = 1.2,
S!=1-2-3-4.5).

- Du apskritimai @ ir R kertasi taSkuose A ir B. Taska P pasirenkame tame apskritimo O

lanke A B, kuris yra apskritimo R iSoréje. Tiesé P A kerta apskritima R dar ir taske C, o tiesé
P B kerta apskritimg R dar ir taske D. [rodykite, kad stygos C D ilgis nepriklauso nuo tasko
P pasirinkimo.

. Sta¢iakampis 6 x5 sudarytas i§ 30 vienetiniy kvadratéliy.

a) UZtuSuokite tame staciakampyje 18 kvadratéliy taip, kad kiekviename kvadrate 2x2 biity
ne daugiau kaip du uZtuSuoti kvadratéliai.

b) Keliais biidais tai galima padaryti?

c) Dabar tame paCiame staiakampyje uZtuSuota jau 19 kvadratéliy. Irodykite, kad jame
galima rasti kvadratg 2x2, kurio maZiausiai trys kvadratéliai yra uZtuguoti.

. Raskite, kiek yra keturZenkliy skai&iu, kuriy kiekvienas turi tokias savybes:

i) skai€iaus skaitmenys grieZtai maZéja;
i) jeigu skaiCiuje yra skaitmuo 8, tai jame néra skaitmens 1;
iii) jeigu skaiCiuje néra skaitmens 8, tai jame yra skaitmuo 1.

X1 ir XII klasés

8.

Lygtis x> +x2 = m su tam tikra m reik¥me turi tris skirtingus realiuosius sprendinius, kurie
sudaro aritmeting progresija.

a) Raskite minéta m reik§me.

b) Raskite tuos sprendinius.

. TaSkas E yra kvadrato ABC D krastingje BC, taSkas F yra krastingje CD, o kampas EAF

yra lygus 45°. Istrizainé BD kerta atkarpas AE ir AF atitinkamai taskuose P ir Q. Raskite
trikampiy AEF ir AP Q ploty santykj.
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7. Statiakampis 6x5 sudarytas i§ 30 vienetiniy kvadratéliy.
a) UZztuSuokite tame statiakampyje 18 kvadratéliy taip, kad kiekviename kvadrate 2x2 biity
ne daugiau kaip du uZtuSuoti kvadratéliai.
b) Keliais biidais tai galima padaryti?
c) Dabar tame paCiame staCiakampyje uZtuSuota jau 19 kvadratéliy. Irodykite, kad jame
galima rasti kvadratg 2x2, kurio maZiausiai trys kvadratéliai yra uztuuoti.

8. Natiraliyjy skai¢iy a ir b kvadraty suma a2 + b2 dalijasi i§ 124, Irodykite, kad ir skaicius

2a + 2b dalijasi i§ 124.

Sprendimai

1 pav.

1. a) Pabandg jraSinéti konkre€ius skai€ius, greitai susekame, kad 1024 =

=219 = 614304 = 7204304, t.y. pora (10; 6) yra lysgties spren-
dinys.

b) Pastebékime, kad jeigu y lygybéje 2 = y!+304 yra , didelis", tai

y! dalijasi i§ didelio dvejeto laipsnio. Bet tada ir 2¥(> y!) didelis,
t.y. dalijasi i§ didelio dvejeto laipsnio. Vadinasi, ir jy skirtumas
2% — y! = 304 dalijasi i§ didelio dvejeto laipsnio, o taip néra:
304 = 19 - 16 dalijasi tik i§ 2*. Vadinasi, dideliy sprendiniy lygtis
neturi.
Konkre€iai lygtis galéty biti nagrinéjama taip: kadangi 28 <
<304 < 2% tai x > 9. Tada y! > 512 — 304 = 208, ir pir-
masis didesnis kaip 208 faktorialas yra 6!, t.y. y > 6. Kadangi
6! =720 =45 - 16, tai prading lygybe padalije i§ 16 gauname

2 =45 (T8 5 e yYR 19,

Dabar aiSku, kad y < 8 (jei y = 8 (,didelis*), tai kairioji pusé
lyging, o deSinioji — nelygine). Taigi lieka i§tirti atvejus y = 6 ir
y=17.
Jei y =6, tai 2% =45+ 19 = 64 ir x = 10, o § sprendinj jau
esame mingjg.
Jei y =7, tai 2°~* =45 .7+ 19 = 334, 25 = 167, ir sveikyju
X néra.

Atsakymas. Yra vienintelé tokia pora (10; 6).

2. Pastumkime taska P | kitg padétj P’, o atitinkamus tiesiy P'A ir

P’B kirtimosi su apskritimu R ta¥kus pazymékime C’ ir D' (1 pav.).
Ibréztiniai kampai PAP’ ir PBP’ remiasi | ta patj apskritimo Q
lankg P P’, todél yra lyglis. Lygus yra ir kryZminiai jiems kampai
C'AC ir D'BD.

Kampai CAD" ir CBD’ irgi lygilis, nes remiasi | ta patj apskritimo
R lanka CD'. Vadinasi, kampai ZCBD = £ZD'BD + ZCBD’ ir
LC'AD = LC'ACH ZCAD' yra lygis, todél lygios ir juos jungian-
¢ios stygos CD ir C'D'.

Atrodyty, sprendimas baigtas, o uZdavinys labai paprastas (kai kurie
vertinimo komisijos nariai net sitlé §j uzdavinj pakeisti sunkesniu).
Bet olimpiados nugalétojai tuoj pat pastebéjo, kad toks sprendimas
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5 pav.
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nera iSsamus: juk reikia iSnagrinéti ne tik atvejj, kai abu taskai C
ir D yra kitoje tiesés AB pusplok§tuméje negu taskas P (tokj atveji
Zymekime P(2), Zr. 1 pav.), o ir atvejus, kai toje pat pusplokitumeje
kaip ir P (atvejis P(0), Zr. 2 pav.) arba taskai C ir D yra skirtingose
tiesés AB pusplokStumése (atvejis P (1), Zr. 3 pav.).

Vien uZ tokj pastebéjimg komisija dave visus 7 tafkus (sprendimas
be panaSios pastabos buvo vertinamas 6 taskais), nes abiejy kity at-
veju jrodymas nors ir skiriasi, bet labai panaSus | pirmojo (siilome
isitikinti). Siaip jau turédami du tatkus P ir P’ privalome iSnag-

rinéti atvejus P(2) ir P'(2), P(2) ir P'(1), P(2) ir P'(0), P(1) ir

P'(1), P(1) ir P'(0), P(0) ir P'(0). Zinoma, praktiSkai tai daroma
taip: iSnagrinéjami keli buidingi atvejai, ir pasakoma, kad kiti atvejai
nagringjami analogiskai. o

. a) Siek tiek pabande, greitai randame tinkama uZtuSavima (4 pav.).

b) Imkime 6 kvadratus 2x2, nurodytus 5 pav. Kadangi kiekviename
kvadrate gali buti daugiausiai du uZtuSuoti kvadratéliai, tai apati-
néje eiléje turi biiti uZtuSuoti ne maZiau kaip 6 kvadratéliai.
Vadinasi, joje uZtuSuoti visi 6 kvadrateliai. Analogikai virSuti-
neje eiléje uZtuSuoti visi 6 kvadrateliai. Bet tada nei antroje, nei
penktoje eiléje neuZtu§uotas né vienas kvadratélis. Vadinasi, visi
likusieji uZtuSuoti kvadratéliai yra viduringje eiléje.

[rodéme, kad 4 pav. uZtuSavimas yra vienintelis.

¢) Kai uZtuSuoti 19 kvadratéliy, imkime kuriuos nors 18 kvadratéliy.
Kaip jau jrodéme, tai bus 4 pav. vZtuSuotieji kvadratéliai. Bet tada
devynioliktam kvadratéliui nebelieka vietos.

Atsakymas. a) Zr. 4 pav. b) Vienas vienintelis biidas, Zr. 4 pav.

. IS uzdavinio salygos aiSku, jog kiekviename tinkamame skaiciuje vi-

sada yra arba 8, arba T, bet ne abu minéti skaitmenys. Be to, aifku,
jog skaitiy tiek su skaitmeniu 1, tick su skaitmeniu 8 yra po lygiai (jei
kuris nors i§ ju yra tinkamo skai¢iaus @jazazas skaitmuo, tai kitas yra
skaiCiaus (9 — aq)(9 — a3)(9 — a2)(9 — a;) skaitmuo. Todél pakanka
surasti, kiek yra tinkamy keturZenkliy skai¢iy, turinéiy skaitmenj 8.
Reikia pasirinkti dar 3 skaitmenis i§ likusiy 8 (skaitmens 1 néra,
skaitmuo 8 jau paimtas). Kai tik tie 3 skaitmenys bus pasirinkti, ke-
turZenklj skaiéiy gausime automatiSkai, iSrikiave visus 4 skaitmenis
mazejimo tvarka. SuskaiCiuokime, keliais buidais galima pasirinkti
tuos 3 skaitmenis i§ 8. Sakykime, kad tokiy blidy yra x. Vadinasi,
yra x trizenkliy skaiiu, kuriy skaitmenys maZ&ja. Mums lengviau
suskaiCiuoti visy ,nesutvarkyty” trizenkliy skaiiy kiekj (Zia ir to-
liau nesutvarkytas trizenklis skai€ius gali prasidéti ir nuliu). Jeigu 3
skaitmenys jau pasirinkti, tai yra tik vienas i$ jy sudarytas triZenklis
skaiCius, kurio skaitmenys maZ¢ja. Perstate tuos skaicius, gauname 6
skaiius (pirma skaitmenj galima pasirinkti trim budais, antrg — dviem
buidais, treCig — vienu biidu, ir pagal sandaugos taisykle 3x2x 1 =6
budai).
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Vadinasi, i§ x sutvarkyty skaiCiy gausime 6x nesutvarkyty skaiciy.
Dabar kitaip suskaiciuokime, kiek yra nesutvarkyty trizenkliy skai-
¢iy. Pirmg skaitmenj galime pasirinkti 8 bidais, antrg skaitmenj —
7 bidais, tretia skaitmenj — 6 biidais, todél skaiiy sudaryti galima
8-7-6 bady.
Todel 6x = 8-7-6, ir x = 8.7 = 56. Taigi yra 56 sutvarkyti skaiciai,
kurie neturi vieneto, ir tiek pat skai¢iy, kurie neturi skaitmens 8.
Vadinasi, i§ viso yra 52 - 2 = 112 salyga tenkinan&iy skai&iy.
Pastaba. Zinoma, nelabai sunku pagal kokia nors sistemg iSragyti
visus skaiCius. Taip irgi jsitikiname, kad jy yra 112.

Atsakymas. 112 skaiéiy.

. Kadangi trys skirtingos lygties x* 4 x? = m Saknys sudaro aritmetine

progresijg, tai patogu jas paZymeéti ,,simetrifkai: x —d, x, x +d.
Tada

(x—d)P+ (x —d)? =m, (1)
x4+ x*=m, (2)
x+d)?+ @& +d)?=m. (3)

Sudéje (1) ir (3) lygtis ir atéme dviguba (2), gauname
6xd” +2d* = 0.

Kadangi remiantis saglyga d # 0, tai x = —z, ir i§ (2) lygties gauname

1\3 V2 2
m=(=3)+(-3) =%
I8 (3) lygties atéme (1) ir padalije pusiau, gauname

3x2d +d° + 2xd =0,
0 jstate x = —% turime

1 2 1 A3
2 2
4+ - — = d°= = d =4+—.
d(d 3 3) = 3’ 3

Abiem atvejais gauname tris sprendinius —3, — i ‘/_ , kuriuos galima

surikiuoti | aritmeting progresija. Kad lygcml x? +x = -2-27 tinka

x = —3, jau matéme. Tenkina lygu ir kiti du sprendiniai x + d (Cia
X = —5, d= :I:‘/—) nes

+dP+ax+d)’=x+d)*x+ +d+1) =
1
= (x +2xd+d)( 3+d+l) =

- (5- 30+ D)+ D) = (-2 e+ D) =

~1G-9G+9-36-9)-16G-D-3
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6. I bitdas. Sujunge E su Q (6 pav.) turime, jog keturkampyje ABE Q

kampai EBQ ir EAQ yra lygiis (po 45°). Vadinasi, apie keturkampj
ABEQ galima apibréZti apskritima, todél jo prieSingy kampy sumos
yra po 180°. Kadangi ABE status, tai ir prieSingas jam keturkampio
kampas AQE irgi status. Tada tre€iasis trikampio AQE kampas irgi
45°, 0 AQE yra statusis lygiaSonis trikampis, AE = AQ+/2.

Analogi$kai jungdami ta¥kus P ir F, gautume AF = AP+/2. Todél

I I
SAAEF : Saapg = (EAE-AFsin45°) :(5aP- AQsinds?) =2.

II biidas. Tegu kvadrato ABC D kra§tiné AB = a, ZFAD = @, o
ZEAB = B. Tada i§ AAQD pagal sinusy teorema AQ =
= asin45°/sin(45° + @). I§ AAPB analogi¥kai AP = asin45°/
sin(45° + B). Tada trikampiy AAEF ir AAP Q ploty santykis lygus

AE-AF  2sin(45° + o) sin(45° + B)
AP.AQ cosa cos f

Kadangi o + 8 = 45°, tai sin(45° + &) = sin(90° — B) = cos 8,
sin(45° + B) = cos e, ir ieSkomasis santykis lygus 2.

Fastaba. 18 salygos galima numanyti, kad ploty santykis nepriklauso
nuo tadko E padéties. Atspeéti, kad jis lygus 2, galima paémus ,,ribinj*
atveji, kai taSkas E (ir taskas P) atslenka | B, o tafkas F atslenka j
C (taSkas Q atsiduria kvadrato jstriZainiy susikirtimo taske). Tuomet
AAQB uZima ketvirtadalj, 0 AACB — puse pradinio kvadrato.

Atsakymas. Ploty santykis lygus 2.

. Zr. 3 uzdavinio sprendima.

- Kadangi a® + b = (a + b)? — 2ab dalijasi i§ 4, tai a + b — lyginis.

Tada (a + b)? dalijasi i§ 4, vadinasi, ab dalijasi i§ 2. Todel bent
vienas i¥ skaiCiy a ir b lyginis. Kadangi jy suma lyginé, tai ir kitas
— lyginis. Vadinasi, a = 2p, b = 2q, a® + b* = 4(p? + ¢?) dalijasi
i§ 124, todeél p? + ¢? dalijasi i§ 31.

Dabar jrodysime, kad tick p, tiek g dalijasi i§ 31.

Bet kurj natiiralyjj skaiciy n galima uZraSyti pavidalu n = 31k % r,
kur r ne daugiau uz 15 (tai — vadinamosios maZosios lickanos:
i§ tikryju, jei r > 16, tai galima atimti 31). I§ lygybés n? =
= 31%k?=£2-31kr +r* matome, kad n? dalybos i§ 31 liekana lemia 2.
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0 0 0
1 1 1
2 4 4
3 9 9
4 16 —15
5 25 -6
6| 36 5
71 49 —13
8 64 2
9 81 -12
10 | 100 7
11 | 121 -3
12 | 144 —11
13 | 169 14
14 | 196 10
15 | 225 8
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Dabar suraSykime galimas r reik§mes, r2 reik§mes bei mazjsias
r? dalybos i§ 31 liekanas i lentele kairéje.
Gautas maZasias lickanas suraSykime eilute:

0,1,2,-3,4,5,-6,7,8,9,10, —11, —12, =13, 14, —15.

UzraSykime p ir ¢ minétu pavidalu. Kadangi p? + ¢2 dalijasi i3 31,
tai Sios eilutés dviejy (galbit ir vienody) démeny suma dalijasi i§ 31.
Bet ta suma moduliu maZesné uZ 31, vadinasi, ji lygi 0. Kitaip sakant,
liekana turi turéti Sioje eilutéje ir prieSinga, bet tokia yra tik liekana 0.
Vadinasi, tiek skaiCiaus p, tiek skaiCiaus g liekana yra nulis, t.y. abu
tie skaiciai dalijasi i§ 31.

Kadangi kiekvienas i§ skai¢iy a ir b dalijasi i§ 2 ir i§ 31, tai a + b
dalijasi i§ 62, o 2a + 2b dalijasi i§ 124.
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