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Nelygybeés

A. AndZzanas, I. Bozé, P. Vaderlindas

Nuo Sio numerio pradésime spausdinti medZiagq, kuri pravers vyresnify klasiy
moksleiviams ruoSiantis matematikos olimpiadoms. Kiekviename numeryfe spais-
dinsime vienos riifies ufdaviniy rinkinj. Z)’Jrrar.s' latviy matematikas, profesorius
Agnis AndZanas mielai sutiko, kad jo ir kolegy knygelés , Matemaatikas olimpia-
adu mininmums* (1995) skyriy apie nelygybes i§verstume Lietuvos matematikos
mégéjams. Straipsnio pradiioje pateiktas visas nelygybiy sqrasas, o o juo ir jro-
dymai. Verta i§ pradZiy pabandyti jrodyti nelygybes savarankiskai, o jeigu nesiseka
— Zvilgterti | sprendimus, I5 latviy kalbos verte L. Narkevicius.

Irodykite nelygybes
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[rodykite, kad

) 1+x22/x,jeix>0; bla+l>2jeia>0;

c) S5 ez jd .y
e) x2+y2 472> xy + xz + yz, su bet kuriais x, y, z;

f) (@ +b)a+c)(b+c) = 8abe, jei a, b, c = 0.

= xy, su bet kuriais x ir y; d)

. Irodykite, kad 2% 4+ 27* > 2,
. I§spreskite lygtj 2* +27% +tg?x +ctg?x = 4.

. Teguayan---a, =1;8aa; >0,i=1,2,...,n.

Irodykite, kad (1 +a))(1 +a2)--- (1 +a,) > 2".
Tarkime, a, b, ¢ > O ir a+b+c = 1. Irodykite, kad (1+a)(1+4b)(14-c) = 8(1—a)(1—b)(1—c).

. Trodykite, kad 2 V% 4-2V% > 2. 2V% jei x > 0.
. Irodykite, kad visiems natiiraliesiems m ir n yra teisinga nelygybé |36" — 57| > 11.

. Raskite didZiausia m ir maZiausia M, kad su visais teigiamais a;, i = 1,2,..., 10, biity

tenkinama nelygybé

4] ({3 . (g [£314)
LS ay -t + aa-tag + + oo e ajptag < M.

. Irodykite, kad teigiamiems ¢a; ir b;, i = 1,2, ..., n, yra teisinga nelygybé

JaE+B+ a4 b2 > lar+ - +a)+ by + -+ by)2.

Irodykite, kad /x2 + (1 — y)2+/y2+ (1 — 2)24++/22 + (1 —= )2+ /12 + (1 — x)2 > 2/2,
jeid<x,y,z,¢t < 1.

. Irodykite, kad nattiraliesiems n

n? 4

Tegu a +b = 1. Irodykite, kad a* + b* > 4.

V=142 =22 02— (n—1)2 < I
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13. Tegu a; + - -+ 4+ a, = 1. Irodykite, kad a] + - —|—a = ”.
14. Trodykite, kad a® +24+24+d*+ezalb+tcectd+e).
Irodymai

La)l—=2Jx4+x= (1 —x)?

8]

b) a —2+ % = (Ja — ﬁ)z = 0. Nelygybeé teigia, kad teigiamo skaiCiaus ir jam atvirk§tinio
suma visada yra ne mazesn¢ uz 2.

¢) Nagrinéjamoji nelygybé yra ekvivalenti nelygybéms: x2 4+ y? > 2xy; x2 — 2xy + y? =
(x—y?=0.

d) Subendravardikliname kairiaja puse¢: ‘+‘ > —

= A+\
padauginti i§ xy(x + y). Tada (x + y) > 4xy, x2 + 2%y -y 3 dxy, x%— 2xy + y?
(x—y)?=0.

e) Nelygybe dauginame i§ 2:
2x% 4+ 2y? + 277 71y+7x4+2y4
(x% = 2xy + y*) + (x% = 2xz + %) + (2 — 2zy + y?) > 0;
=+ —2+E@—y?20

f) Jei bent vienas i§ skaiCiy a, b, c lygus 0O, tai nelygybé akivaizdi. Jei a, b, ¢ # 0, tuomet
nelygybe (a + b)(a + ¢)(b + ¢) = Babc padalije i§ abce ir pertvarke kairiaja jos puse,
gauname:
wth ate b = (14 D)1+ O+ =24+ G+ D+ @+ 9+ 2+ £ > 8

€l &

Kadangi x ir y te]glam: abi puses galima

Pasinaudojame tuo, kad skliaustuose yra teigiamy skaiciy ir jam atvirkstiniy sumos, todél
jos yra ne mazZesneés uz 2.

L IR 2427 =23 — 271)2
. Kadangi 2 bei 27 ir tg®x bei ctg?x yra vienas kitam atvirksnniai teigiami dydZiai, tai ju

sumos visuomet yra ne mazesnés uz 2. Kadangi 2*4+27% > 2 irtg?x —I—ctg X o 2, tai lygybe
galima tik tada, kai klekwena i§ Siy sumy yra lygi 2. I§ 2* + 27 =72 23 =271, gauname
x=0. Jeitg?x+ctg?x =2, tai tg x| =ctg x| = 1 irx = T iu.neZ

Kadangi O néra Sios trigonometrinés lygties sprendinys, tai nagrinéjamoji lygtis sprendiniy
neturi.

. Kadangi ayaz---a, =1, tai ir \/ajaz ---a, = 1. Padalijame nelygybe i§ /ayas - - - a,:

(1=Fap ) (1 4aa)-(14ay > on
Jdrazay

Kairiajg puse pertvarkome:

Itay e My . |

Ja Jia i (V ap+ Jay ) (‘V an + q/a,,)'

Teigiamojo skai€iaus ir jam atvirkStinio suma ne mazesné vz 2, todél visos sandaugos reik§mé
visuomet ne mazesné uz 2",

. Salyga a + b+ ¢ = | perrasykime trejopai:

l+e=(—a)+(1-b), l+b=0—-a)+ (1 —c), l+a=(—=b)+(l -0
Pazymékime 1 —a = x, l —=b =y, 1 — ¢ = z. Pastebekime, kad x, y,z > 0, o uZdavinio
nelygybe galime uZraSyti taip:

Y+ +2)(x+y) = 8xyz.

Gavome 1 uzdavinio f) dalies nelygybe, kurig jau jrodéme.
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Pasinaudokime aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe: ”zi” = Jab.

A=2 L oVE 50 oW V5 0 o WRe ik (10

Dar karta pasinaudokime §ia nelygybe:

X+ Yx 22/ Wx - Yx = 25T = 9.y 16,

Pasinaudoje Sia nelygybe, i§ (1) gauname

A 2 222 = 9. 92"

=2.2% Taiir reikéjo jrodyti.

Kadangi 36" paskutinis skaitmuo yra 6, o 5" paskutinis skaitmuo lygus 5, tai |36" — 5™|
paskutinis skaitmuo yra 1 arba 9. Irodykime, kad skirtumas 36" — 5™ nelygus nei 41, nei
49, tuomet jis bus ne maZesnis uz 11.

Lygybe 36" — 5" = 49 galime perrasyti taip: 36" 9 = 5". Taiau i lygybé negali biiti
teisinga, nes kairioji puse dalijasi i§ 9, o deSinioji — ne.

Lygybe 36" — 5" = —1 taip pat negalima, nes i§ jos iSplaukty lygybeé 36" + 1 = 5", kuri yra
neteisinga, nes kairiosios pusés paskutinis skaitmuo lygus 7, o deiniosios lygus 5.

Lygybe 36" — 5" = 1 galime pakeisti 36" — 1 = 5™, 0 po to (6" — 1)(6" + 1) = 5" Desinioji
puse dalijasi tik i§ skaiCiaus 5 laipsniy; tuomet ir 6" — 1, ir 6" -4 1 turi dalytis i§ 5, bet taip
buti negali, nes juy skirtumas lygus 2.

Pazymékime dvigubos nelygybés suma S. Jei visy démeny vardiklius pakeistume | a; +a; +
<-4 ajp, lai suma S sumaZintume. Naujoji suma biity lygi 1. Taigi suma S yra didesné u7 |

& 2 e - _ [25] [k} 4] 14
ir m = 1. Nagrinékime sumg §; = e e o Ehimal m + fl|+1!110'

Kaip ir sumai S, galime parodyti, kad S; > 1. Nesunku jsitikinti, kad § + S| = 10, todeél
S<9, M<09.

Jei ay, az, ..., ajg yra labai greitai didéjanti seka, tai S yra artima [, nes tuomet visi pirmieji
9 démenys yra ,,beveik 0, o paskutinis — ,,beveik 1%, Jei ¥ seka yra labai greitai mazéjanti,
tai visi pirmieji 9 démenys yra ,,beveik 1%, o paskutinis — ,beveik 0*. Tuomet S gali biiti
labai artima skai&iui 9,

Taigi didZiausia m reik§mé lygi 1, o maZiausia M reik¥me lygi 9.

Nelygybe irodinésime geometriskai. Tegu a; yra statiojo tri-
kampio vienas statinis, o b; — kitas statinis, i = 1,2, ..., n.
Tuomet kvadratinés Saknys kairiojoje puséje reiskia trikampiy
izambiniy ilgius. Kita vertus, deSinioji pusé yra jzambiné to-
kio trikampio, kurio vienas statinis lygus Y a;, o kitas lygus /
> b;. Atkarpos ilgis yra ne didesnis uZ lauZtés, jungiancios

tos atkarpos galus, ilgj, todél uZdavinio nelygybé teisinga. 1

. Sig nelygybe, kaip ir 9-aja, jrodysime geometriskai.
Sudarysime staiuosius trikampius, kuriy statiniai yra x ir 1 — y,
yirl—z, zirl—¢, ¢ir I —x. Tuomet Kairioji nelygybés pusée l—x
yra visy 8iy keturiy trikampiy jZambiniy ilgiy suma. A
Dabar nagrinékime didjjj statyji trikampj: jo vienas statinis lygus z

X+y+z+t = a, oantrasis yra (1 —y)+(1—z2)+(1=1)4+(1—x) =
4 — a. Tuomet jZambineés kvadratas lygus a® + (4 — a)? =
2a* —8a + 16 = 2((a — 2)> +4) > 8, o pati jZambiné yra ey
> /8 = 24/2. Tai ir reikéjo jrodyti.
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Si uzdavinj taip pat spresime geometritkai. Nagrinésime skritulio,
kurio spindulys lygus n, ketvirtaja dalj. ISpjovos viena krasting
padalysime | n lygiy daliy ir sudarysime n — 1 statiakampiuy.

Pirmojo staciakampio viena kraStiné lygi 1, jstrizainé lygi n, o
kita kra§tiné yra ~/n> — 1; toks pat yra ir §io stadiakampio plotas.
Antrojo staciakampio viena kratiné lygi 1, antroji yra ~/n% — 22;
toks pat yra ir jo plotas ir t.t. Visy $iy statiakampiy ploty suma Ll | 1)1

- S . ;
yra maZesné uZ iSpjovos plotg 3~ I§ Cia iSplaukia nelygybeé.

n

Pazymeékime a = % +a, b= 31 — «. Tuomet
A+t =G+ G-yt =20 +12- ()2 ol ot Baat +5* > L Taiir
reikéjo jrodyti.

[35]

. Pazymékime q; = %—l—a;. Nesunku pastebeéti, kad > " o; =0, o a? = ﬁs + % e —i—ar,.z. Tuomet

Zaf:n-”%—}-%-Za;—l—Zaiz:%;-I—):a?}%.

2 2 2 2 A i . A .
. Pirmiausia i§skaidykime a? = G+ G + 5 + 5. Perkelkime viska i kairigja puse ir sugru-

puokime:
(7t T (E=en+ ) (P mdas )+ (-t )

=(0-5) (=) + (-2 +(e-%) 50

Gavome akivaizdZiag nelygybe, i§ kurios i$plaukia ir uZdavinio nelygybe.
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