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Lietuvos jaunyjy matematiky rinktinés vadovas analizuoja 41 pasanlinés olimpiados
uZdavini: jrodykite, kad teigiamiems skaiiams a, b, ¢, abe = 1, teisinga nelygybé
(@—1+1/b)b—1+41/c)c—1+1/a) < 1.

Ispudziai i$ 41 pasaulinés olimpiados (IMO) apraSyti §io Zurnalo praeitame numeryje'.

Olimpiadoje uZ kickvieng uZdavinj skiriami 7 taSkai. Labai svarbu be klaidelés i¥spresti bent
vieng uzdavinj — jau vien uZ tai dalyvis apdovanojamas garbés rastu. Bet svarbiausia tai, kad u?
viena uZdavinj 7 taSkus gaves dalyvis rimtai pretenduoja j bronzos medalj (uZtenka pakrap§tyti dar
viena kita uZdavinj — pavyzdZiui, nurodyti teisingus atsakymus). Atitinkamai iki galo jveikes du
uzdavinius dalyvis pretenduoja i sidabro apdovanojimg (sunkiau su auksu — tam reikia maZdaug
keturiy uzdaviniy). Todél labai svarbu pasirinkti uzdavinius, kuriuos galima jveikti,

Cia aptarsime tik 2-3ji olimpiados uZdavinj.

Tegul a, b, ¢ — teigiamieji skaiciai, abc = 1. [rodykite, kad

o1+ o=+ e+ <

Idomu buvo suvokti, kodél jj taip sunkiai sprendé daugelis net ir stipriyjy komandy dalyviy. Tiesa,
ir uZdaviniy komiteto (yra ir toks — o kaipgi: olimpiadai kiekvienos Salies sitlomus uZdavinius
reikia perspresti, atrinkti 20 tinkamesniy galutiniam balsavimui) pateikti trys sprendimai neatrodo
labai lengvi (Zr. priedq straipsnio pabaigoje).

PrieZastys Cia buvo greiCiau psichologinés — pastaraisiais metais i¥ eiy uzZdaviniy nelygybe
blidavo sprendZiama sunkiausiai. Atspéti, kuris uZdavinys lengvas, o kuris sunkus, ne taip jau
paprasta. O spresti uZdavinj manant, kad jis sunkus, tikrai gerokai sunkiau.

Garsus angly matematikas DZ. Litlvudas (John Edensor Littlewood, 1885-1977) pasakoja
toki nutikimg i§ savo gyvenimo. Studijy metais laikydamas egzaming (1905m.) jis i¥sprende
visus uZdavinius, iSskyrus vieng, kurio niekaip negaléjo jveikti. Bet pamates, kad kaimynas —
vidutinis studentas prie to uzdavinio padéjo pliusiuka, jis suprato, kad uZzdavinys lengvas. Tada
Jjau sprendimui uZteko vos keliy minuéiy.

Beje, toliau jis rafo: ,Pavyzdingas #mogus nebebity sprendes to uZdavinio; a§ truputj gai-
liuosi, kad taip nepadariau, bet, agiti Dievui, saZiné véliau manes nekankino.” Kg €ia bepridursi:

. appe oD
wlempora mutantur et nos mutanir in illis*2.

I'R. Kaguba, Jaunuju matematiky varzybos, Alfa plins omega, 2000, 2, 16—19.
2 Laikai keidiasi, ir mes keigiamés kartu (lot.).
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76 J. Macys

Panagrinékime primityviausia sprendimo biidg. Vargu ar yra sistemy su trimis neZinomaisiais,
kuriy nebtity galima paprastai i8spresti eliminavus vieng kintamaji. Tad iSsireikikime ¢ = 1/(ab):

(a—l+é)(b-—l+ab)(£—l+%)gl. (2)

Gautg nelygybe turime jrodyti su visais a # 0, b # 0. Sudauginkime pirmuose dvejuose skliaus-
tuose esancius reiskinius:

(c:b—a+c12b—b—|-]—ab—}—[—%—{-a)(i—l+(]—r) <1,

(aﬁb—b—f-z—%)(l—wrl)gl. 3)

ab a

Jeigu dabar atskliaustume, tai per gausybe nariy nieko ir nebepamatytume (Sitaip ,,zuvo* daugelis,
taip pat ir visi misy komandos nariai). O i§ tikryjy reikia gerai isizitréti i gautg sandauga. Joje
nesunku pastebéti reiSkinj b + 1/b — 2. Bet juk tai pilnasis kvadratas (/b — 1/4/b)? (o ir Siaip
visi puikiai prisimename nelygybe b-+1/b > 2). Vadinasi, rei¥kinys pirmuosiuose skliausteliuose
mazesnis uz a’b!

Tad dabar dar Karly galime pasakyti sau ,stop”. Jeigu paprasta jvertinti pirmyju dviejy skliaus-
teliy sandauga, tai gal net keisti ¢ = 1/(ab) nereikia?

Pirmas bitdas. Bandome i§ naujo (Zenklas = reiskia ,,paZymeékime*; pvz., uzradas X = y + z
atitinka ,,reiSkinj y 4+ z paZymékime X*):

. 1 1 a 1 1 1
A (a=1+3)(b=14-)=ab—a+Z—btr1——d 1ot
b ¢ ¢ c b be

Bet ab = 1/c, a = 1/(bc), todel A =afc—b+2—1/b.

Taip ir yra! Irodéme, kad A < a/c.

O dabar prisiminkime seng mokyklinj uzdavinj:

[rodykite nelygybe

a4+ b + ¢ = ab +ac + be.

Vienas i§ galimy jos jrodymo biidy gerai Zinomas: kadangi a®+5b2 > 2ab, b>+c? = 2bc, >+
a’ = 2ca, tai sudéje visas tris nelygybes gauname reikiama. Miisy atveju viskas labai panasu, tik
tris nelygybes reikia ne sudeéti, o sudauginti.

I§ tikryju, kadangi
a

1 1
A=(a=1+)(b-14+-) <2,
. w b) * c c

. I 1 |
c
= — = — o = = = — )< =
B (b l+c)(c 1—|—a):§b/a, & (c I+a)(a 1+ )\b

ir sudauging visas tris nelygybes gauname

2 2
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Ar tkandami pasaulinés olimpiados uZdaviniai 71

Beje, uz tokj sprendimag 7 taﬁku negautume: Cia yra du trikumai. Pirmasis — mes tyliai ,,iStrauke-
me $aknj*: i§ nelygybes x? < 1 padaréme IbV'lCl:}‘). 1, niekaip to nepagrinde. Del telsybes reikia
pasakyti, kad pagristi tai nesunku: nelygybé x? < 1 ekvivalenti nelygybei —1 < x < 1, taigi tikrai
x £ 1. UzZ §j trukuma greiciausiai dovanoty ir komisija (ir neatimty 1 tasko). Kur kas didesnis
trikumas — beatodairiSkai dauginti nelygybes: jas galima dauginti, kai visi nariai teigiami, ir
negalima, jeigu nariai neigiami. PavyzdZiui, —2 < 1 ir =3 < 1, bet nelygybé (—2)(—3) < 1
neteisinga. U §ita trikumg komisija garantuotai nubausty, ir gal net 2 tagkais. Si sunkuma apeiti
paprasta (Zr. priedo sprendimo budus): jei pradinés nelygybés vienuose skliausteliuose reiskinys
neigiamas, tai jrodinéti néra ko — kairioji pusé neigiama. O daugiau kaip vienuose skliausteliuose
reiskinys neigiamas negali buti. Pavyzdziui, jei

1 1
a—14+—- <0, b—14+-<0,
b c
tai sudé¢je nelygybes (sudéti vienaprasmes nelygybes visada galima!) gautume
1 1
a+b+-—-2+-<0.
b c

Kadangi b + 1/b > 2, gautume prieStara. (Galima tik nusistebéti — vél ta pati gerai paZjstama
mokykliné nelygybe!)

Ir dar viena pastaba: (4) nelygybé i§ viso gali buti neteisinga (vadinasi, jos ir jrodyti nejma-
nomal). I§ tikruju, imkime @ = 1/2, b =4, ¢ = 1/2. Tada abc = 1, bet kairioji (4) nelygybés
pusé lygi (—1/4)%- (5)% - (3/2)* = 15%/82.

Antras biidas. GriZkime prie (3) nelygybés ir pabandykime uZbaigti sprendima ,,su dviem
kintamaisiais®.

Kadangi b+ 1/b > 2, tai uZtenka jrodyti nelygybe

2p{ — —1
a (ab +) L, (5)
a—a*b+ab<, (a—1)—abla—1)<0

(a — 1)(1 —ab) <0. (6)

Ar §i nelygybeé teisinga? Zinoma, ne visada. Bet §tai jeigu bty ab > 1, a > 1, tai ji biity tikrai
teisinga.

GriZkime prie pradinés nelygybés. Ar ja irodingjant galima laikyti ab > 1?7 Pasirodo — galima.
IS tikryju, kadangi remiantis salyga ab - be - ca = 1, tai bent viena sandauga ne maZesné uZz 1 (jei
visos sandaugos buity maZesnés uZ 1, tai ir jy sandauga biity maZesné uZ 1). Kadangi kintamuosius
galima ,,pervardyti*, tai galime laikyti ab > 1.

Paaiskinsime pervardijimo, arba pernumeravimo, procediirg smulkiau. Jau matéme, kad galimi
3 atvejai: 1) ab > 1 (jis mums tinka); 2) ca = 1; 3) be > 1.

Antru atveju pastumkime kintamuosius cikliSkai: @ a pervardykime j b, b pervardykime j c,

¢ pervardykime | a. Nuo to musy nelygybe nepahlkmcm (buitent todél tokios nelygybés vadinamos
ciklinemis), o Stai salyga ca > 1 virsta ab > 1. Jeigu su §ia salyga nelygybe jrodysime, tai grize
prie senyjy vardy jrodysime ir prading nelygybe.

Tre€iu atveju eikime prie§ laikrodZio rodykle: a pervardykime | ¢, b —j a, ¢ — | b (Zinoma,
galima eiti du Zingsnius pagal laikrodZio rodyklg). Tada salyga be > 1 virsta salyga ab > 1.
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78 J. Madys

Taigi jsitikinome, kad galima laikyti ab > 1. Liko iSsiaigkinti, ar galima dabar laikyti a > 1.
Kadangi ab > 1, tai tikrai arba a > 1, atba b > | (zinoma, gali atsitikti, kad ire > 1, ir b = 1).
Jeigu a > 1, viskas gerai (atvejis mums patinka). O jeigu b > 1?7 Ar galima b pervardyti i a, o
a — | b? PasiZiurékime, kas tada atsitikty su pradine nelygybe. Ji virsty

(b—a+$)(a—l+%)(c—|+$)gl,

taigi nebesutapty su pradine (sakome, kad nelygybé néra simetriné, o tik ,.cikling®; uZ Sita ir pana-
Sias klaidas vertinimo komisija atiminéjo po 3 balus (beje, apie ciklinius ir simetrinius reikinius
bei sistemas ne karlg buvo kalbéta ir rengimosi olimpiadoms stovyklose).

Ir vis délto i¥sisukti i§ padéties galima: pakanka pasinaudoti tuo, kad (6) nelygybé taip pat
teisinga, kai @ < 1, ab < 1.

Jeigu yra du kintamieji, ne maZesni uz 1, tai juos cikligkai perstime paveriame a ir b, ir (6)
nelygybé teisinga. Jei néra dvieju kintamyju, ne maZesniy uz 1, tai yra du kintamieji, maZesni
uz 1, ir juos cikliSkai perstime gauname a < 1, b < 1, ab < I, ir vel (6) nelygybeé teisinga.

Bet ¢ia niekur nepabégome nuo ,neigiamojo atvejo: i§ (5) nelygybes neiSplaukia (3), kai
abejuose pastarosios nelygybés skliaustuose reigkiniai neigiami. Taigi, kaip ir anks¢iau, tg atvejj
reikia aptarti papildomai. Bet jeigu 1/(ab) — 1 + l/a <0, tai 1/(ab)+ 1/a < 1, 1/(ab) < 1 ir
l/a < 1, igiab > 1,a > 1, ir (2) nelygybés kairiosios pusés pirmuose ir antruose skliausteliuose
reiskiniai teigiami. Sprendimas baigtas.

Pastaba. Siuo bidu (taip pat ir kitais) sprendziant cikliSkai pervardyti kintamyjy néra bitina —
— uZtenka uZdavinj suskaidyti | atskirus atvejus. Tada sprendimas galéty atrodyti taip.

Pirmujy dviejy reiSkiniy skliausteliuose sandauga ne didesne kaip a/c, todél uZtekty jrodyti
nelygybe

(c—1+-{]—[)-ggl, ac—a+1<e,  (a—Dc—1)<0.
Kadangi abe = 1, tai yra skaiius, ne maZesnis u¥ 1, ir skai€ius, ne didesnis uz 1. Vadinasi,
galimi atvejai:

L; 3)

1 < = < 1;
L, el ez, a<l; o)

1;
1.

T o
VAN

b
c

Vv

Kai 1) ir 3) atvejais sudauginame antruose ir treiuose skliausteliuose esandius reiSkinius, matome,
kad sandauga ne didesne kaip b/a, todél uZtenka jrodyti nelygybe

(a—]—i—l)végl, ab—b+1<a, (a—1)b-1)<0,
b/ a
kuri akivaizdi.

Atvejai 2) ir 5) jau iSnagrinéti, o 4) ir 6) nagrinéjami analogiSkai — dauginami reiskiniai
pirmuose ir tre¢iuose skliausteliuose.

Nattraliai kyla tokie du klausimai: kaip kuo trumpiau surayti sprendima ir kaip iSvengti
»neigiamyjy’ atvejy nagrinéjimo.

[ Siuos klausimus neblogai atsako toks kartu su Latvijos komandos vadovais nugludintas spren-
dimo biidas.

Trecias biidas. Kadangi abc = 1, tai i§ a, b ir ¢ yra bent vienas skaiCius, ne didesnis uZ 1,
ir bent vienas skaiCius, ne maZesnis uz 1. Galima laikyti a < 1 (kitaip cikliskai pervardijame
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skaiCius, o kairioji nelygybés pusé nuo to nesikei¢ia). Dabar galima laikyti ¢ > 1 (jeigu ¢ < |
tai b > 1, ir pervardije a | b, b | ¢, ¢ | @ gausime @ < 1, ¢ > 1). Reikia jrodyti, kad

= (e )om e Do) <

Kadangi ab = 1/¢, a = 1/(bc), tai pirmy dviejy L dauginamuyjy sandauga

1 | ] 1 1 \2
ab—a+———b+l——+1——+—=£—b+2——zi—(\/_—-—) S_E.
b b c b ¢ b &
Bet trecias L dauginamasis teigiamas (¢ > 11), todeél
a | a I 1 —a
Lg—-(c—]—l——)=a—-—+—=a—|————£a—!—(l-—a):I.
¢ a c ¢ ¢

Sprendimas baigtas. Ir paskutinis klausimas skaitytojui. Kur pasinaudojome salyga a < 1?

Priedas

Sprendimas A. Kadangi abc = 1, §ita nehomogenine nelygybe galima pertvarkyti | homogenine
atitinkamai pakeitus kintamuosius. Konkregiai, a, b, ¢ galima pakeisti taip:

su tam tikrais teigiamais skaiiais x, y ir z (pvz., x = 1, y = 1/a, z = 1/(ab). Peréje prie
kintamujy x, y, z, gauname

x=—y+2)(y—z+x)z—x+y) < xyz.
Neigiamas gali buti daugiausiai vienas i§ skaidiyu =x —y 4z, v=y—z4+x, w=z7—x + Y,
nes bet kuriy dvieju i§ jy suma teigiama. Jeigu yra vienas toks skaitius, tai wvw < 0 < xyz.
Tarkime, kad 1t > 0, v > 0, w > 0. Tada pagal aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe

Vv =/(x —y +2)(y — 2+ x)

Panasiai w <y, Jwu < z. Todél uvw < xyz, o tai ir reikéjo jrodyti.

Sp;endmms B. Pcrlvarkyklme kairiaja pus¢ dviem skirtingais biidais ir sudauginkime. Kadangi
abe = 1, tai

< -2-[(_r—y+z)+(y—z+x)] =

1 (ab — b+1)(bc—c+l)(ca—a+l)
(a—]-l—b)(b—l—l- )(c—1+ ) —
= (ab — b—i—])(bc—c+])(m—a+1).

Kadangi 1/b = ac, 1/c = ab, 1/a = bc, tai

(a— 1 +%)(b— | —I-%)(c— r +:—I) = (a—14ac)(b — 1 +ab)(c — 1 + be).

PaZymeje kairiaja puse raide L, gauname

(@ab—=b+1)bec—c+ 1)(ca—a+ 1)(a—1 +ac)(b—14ab)(c — 1+ bc)
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Jeignu=a—-14+1/b<0,taia<1irb> 1, todel
v=b—14+->0 ir w=c—14-—>0.
c a
Vadinasi, L = uvw < 0 < 1, ir teiginys jrodytas. PanaSiai, kai v < 0 ir w < 0, gaunamas tas

. . . .. o TV v . . . . .
pats rezultatas. Taigi laikykime u > 0, v > 0, w > 0; tada visi L* iSraiskos daugikliai teigiami.
Remdamiesi aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelybybe, gauname:

— b—1
Vb =b+ G- Tvap ¢ L=EFDFCIr D _ ),
Ve —c+1)(c—1+be) (bc—c+])—;(c-—]+bc) = be,
\/(ca—a—i-l)(a—l-}-ac)g (ca—a+1)-;(a—1—!—ac) —ca

Vadinasi, L < (ab)(bc)(ca) = (abe)? = 1.

Sprendimas C. Naudodamiesi salyga abe = 1, isitikiname, kad teisingos lygybés:

n_—Hr’l’-+c(b—1+l)=2, #Jra(c—wal):z,

c—1+1 1
- Ta 1(~| ) =2.
- + bla +b)

Be kita ko, i§ Siy lygybiy matyti, kad daugiausia vienas i§ skai¢iyu = a—1+1/b,v =b—1+1/c,
w = ¢ — 14 1/a yra neigiamas. Jeigu toks skaiCius yra, jrodymas toks pat kaip ir ankstesni. O
jeiguu =0, v =0, w = 0, tai i§ aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybés gauname:

=242/ 2=liawz2 /T 2 ¥ puna /oW
a a b b c c
Vadinasi, uv < a/e, uw < b/a, wu < ¢/b, todél (nvw)? < (a/c)(b/a)(c/b) = 1. Kadangi

uvw > 0, tai jrodymas baigtas.
Pastaba. 1§ kiekvieno sprendimo lengva matyti, kad lygybé teisinga tada ir tik tada, kai @ =
b=e=1.
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