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Talio teorema — svarbus elementariosios geomerrijos teiginys. Straipsnyje parodyta, kaip
Sia teorema naudojamasi sprendzZiant udavinivs. Vienas is tokiy widaviniy — rasti, kokiu
santykin dalijasi susikivsdamos trikampio pusiaukampinés.

Talis ir jo teorema Talis (625~547 m. pr.m.e.) — graiky matematikas, astronomas, fi-
losofas. Jis numaté Saulés uZtemima, sugalvojo biida piramidziy
auksCiui pagal jy SeSeli nustatyti. Be kity, Taliui priskiriamos Sios
teoremos:

« LygiaSonio trikampio kampai prie pagrindo yra lygis:

» Jei vienoje tieséje nuosekliai atidésime lygias atkarpas, o per Jju
galus nubréSime lygiagredias tieses, tai jos susikirsdamos su bet
kokia tiese i3kirs joje tarpusavyje lygias atkarpas.

Ivairiy Saliy mokykliniy matematikos vadovéliy autoriai Talio
teorema laiké skirtingus teiginius. Siame straipsnelyje laikomasi
Lenkijos, Pranciizijos ir dabartiniame Lietuvos IX klasés matema-
tikos [1] vadoveélyje i§deéstyto poZilirio. Talio teorema vadinamas
toks teiginys:

¢ 4N B Jeigu dvi lygiagrecios tiesés kerta kampo krastines, tai kampo
l”L krastinése atkirstos atkarpos, imant nuo kampo virsines, yra pro-
M, = AM _ AN porcingos.

5 < ABTAC Talio teorema néra tokia visiems Zinoma kaip Pitagoro. Ja re-
miantis, jrodin¢jami trikampio pana§umo poZymiai, trikampio ir
trapecijos viduriniy linijy savybeés, sprendZiami jvairiis uZdaviniai.

IS Talio teoremos iSplaukia tokios i§vados:
Q MK || BC | ifvada. Tiese, lygiagreti su trikampio kraStine ir kertanti kitas
W N AM_ ,,ir MN dvi kraStines, atkerta trikampj, kurio krastinés proporcingos duotojo
. C/”J‘ ~ACTBC trikampio krastinéms.

2 i§vada. Jei tiese M N, lygiagreti su trlkamplo ABC krastine BC,

AM _
kerta kitas dvi kraStines, tai g = NC

Talio teoremos, jai atvirkStinés teoremos ir 1-osios i§vados iro-
dymus galima rasti [1] vadovélyje, 2-aja iSvada nesunku irodyti
savarankiskai.
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Talio teorema ir jos iSvados pravercia sprendZiant jvairius geomet-
rijos uZdavinius. Panagrinésime keletq pavyzdziy.

1 uzdavinys. Trikampio ABC krasting BC taskas D dalija san-
tykiu BD:DC = 1:3, o taskas M atkarpq AD dalija santykiu
AM :MD = 3:2. Tiesé BM kerta trikampio krasting AC taske
E. Apskaiciuokite santyki Spga : SpEc.

Sprendimas. Kadangi trikampiy BEA ir BEC auk$tiné, nubrézta
i§ vir§ineés B, yra bendra, tai §iy trikampiy ploty santykis lygus
pagrindy ilgiy santykiui:

Spea _ AE

Spee EC

Taigi reikia rasti, kokiu santykiu taSkas E dalija kraStine AC. Per
taSkg D nubréZkime tiesg, lygiagrecia su tiese BE. Jos ir krastines
AC sankirtos taSka paZzymékime raide F. Lygiagrecios tiesés BE
ir DF kerta kampy DAC ir ACB kratines. Pagal Talio teoremos
2-ajq iSvada:

AE AM 3 CF _CD 3
EF~ MD 2 EF  BD 1’
I8 §iy lygybiy iSplaukia, kad EF = %CE. Taigi
AE AFE 4AE ; 4AE 3 ¢ AE 3
_—=—— = — I = =y LY —— = —,
EF  IcE™ CE €E 2 "*Ec T B
Vadinasi,
SpeEA _ 3
Sgee 8

2 uzdavinys. Atkarpos EF galai yra trapecijos ABCD Soninése
kraftinése AB ir CD. Apskaiciuokite atkarpos EF ilgj, jeigu ji
lygiagreti su pagrindais AD = a ir BC = b (a > b); be to,
BE:EA =a.

Sprendimas. Per trapecijos viriling B nubréZkime tiese, lygiagretia
su kraStine CD. Jos ir atkarpy EF ir AD sankirtos taskus paZy-
mékime atitinkamai G bei H. Akivaizdu, kad BC = GF = HD

ir AH = a — b. Pagal Talio teoremos 1-aja i§vady % = % L.y.
EG  BE BE o«
b—a BE+EA BE+1BE a+1
Taigi
G=——(a—b)
a1 '
o b+w-a
EF =EG+GF = -b)+b=——
a+l(a h) + T +&
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3 uzdavinys. Per trikampio ABC vidaus taskq F nubréstos tiesés
AF, BF ir CF kerta krastines BC, CA ir AB taskuose A, B) ir
Cy: be to, BA: A C = o, CB:B1A = f)’, AC, :C|B = y.
1) Apskaiciuokite santykius: AF :FA,, BF:FB,, CF: FCy;
2) [rodykite, kad o« - B -y = 1.

Sprendimas. 1) Per taSka A| nubrézkime tiese, lygiagredia su tie-
se CCy. Jos ir kraStinés AB sankirtos taSka paZymeékime raide
D. Lygiagretios tieses CCy ir A;D kerta kampy A|AB ir ABC
kraStines. Remdamiesi Talio teoremos 2-aja i§vada, gauname:

AF AC i BD BA|
—_——= — [ —= =
FA, G DC, AC
Kadangi
BC BD+ DC BD
= - I = 1,
DC, DC, pe, Tt
tai
AF AC AC, C|B
= | = l I =y(a+1).

FA, — C/\D CB C/D
Analogi8kai jrodoma, kad

BF:FB| =uw(l + 8), CCF:FCy=8014+y).

2) Per taSka A nubréZkime tiesg, lygiagredia su tiese BB, ir jos
bei kratinés AC sankirtos taska pazymeékime raide E. Lygiagrecios
tieses BB ir A|E kerta kampy ACB ir CAA, kraStines. Pagal
Talio teoremos 1-gjq i§vada;

CE CAy 1 EBy AF 1

EB, AB o BIA  FA  y(l+a)

Kadangi

| o+ 1
CB=CE+EB =—-EB +EB; = + EBy,
64
tai
CBi CBy EB _a+l 1 1
BiA  EB, BIA a y+1l) a-y
Kita vertus, % = B, todél B = ﬁ Vadinasi, efy = 1.

4 uzdavinys (Cevos teorema). Jeigu taskai Ay, By ir Cy yra iri-
kampio ABC krastinése BC, CA ir AB, tai tiesés AA,, BB ir
CC (jos vadinamos Cevianomis) kertasi viename taske tik tada, kai

AC) BA, CB

C\B ' AC . BiA

Sios teoremos biitinumas iSplaukia i§ 3-ojo uZdavinio 2) dalies.
Remdamiesi prieStaros metodu, pakankamumg jrodykite savaran-
kigkai.
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5 uzdavinys. Remdamiesi Cevos teorema ir 3 uZdavinio 1) dalimi,
frodykite, kad trikampio pusiaukampinés susikerta viename taSke, ir
raskite, kokiu santykiu §is taskas jas dalija pradedant nuo virsimeés.

Sprendimas. KraStiniy ilgius paZymekime AC = b, AB = ¢,
BC = a, o pusiaukampines atitinkamai — AA;, BB, CC,. Pagal
pusiaukampiniy savybe gauname:

AC, b BA, c CB

C\B a' AlC b’ B1A

a
c

Kadangi

AC, BA, CB]___b c «a

tai pagal Cevos teoremq pusiaukampinés kertasi viename taske. Sj

taSka pazymekime raide F. Remdamiesi 3-ojo uzdavinio 1) dalimi

(y =2 a=¢ p=1), gauname

AF b c b+c
A 045)-
FA, a b a

AnalogiSkai jsitikiname, kad

BF_a—i—c CF_a+b
FB, b ' FC, ¢

SprendZiant Siuos uZdavinius, Talio teorema labai pravers. Paméginkile!
1. Trikampyje ABC taskas D kraSting BC dalija santykiu BD: DC =
1:2, o ta8kas M atkarpg AD dalija santykiu AM : MD = 3:2. Per
taSka M nubrcita ties¢, kurios atstumai nuo trikampio vir§tiniy B ir
C yra atitinkamai 5em ir 2em. Raskite Sios tiesés atstumg nuo virsi-
nés A.

Ats.: 6cm.
Trapecijos pagrindu ilgiai yra a ir b (a > b). Atkarpos M N, lygiagre-
Cios su pagrindais, galai yra trapecijos Soninése kraitinése, o jos ilgis
lygus ¢. Irodykite, kad:

[Se]

a) ¢c= # kai M N dalija trapecija | lygiaplotes dalis (atkarpos
MN ilgis yra pagrindy ilgiy kvadratinis vidurkis);

b) ¢ = ”zi"' kai MN — trapecijos vidurine linija (MN ilgis yra
pagrindy ilgiy aritmetinis vidurkis);

¢) ¢ = +/ab, kai MN dalija trapecijg | dvi panaSias trapecijas (M N
ilgis yra pagrindy ilgiy geometrinis vidurkis);

s
d) ¢ = % = 7, kai MN eina per {striZainiy susikirtimo tadka

a b
(M N ilgis yra pagrindy ilgiy harmoninis vidurkis);

2 a+h al4h?
e) T < vab <5 <L,
Ll 2 E

a b
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3. Irodykite, kad smailiojo trikampio ABC auk§tinés susikerta viename
taSke F ir raskite, kokiu santykiu §is taskas jas dalija pradedant nuo
virsines.

Atg.: AF _ B+ C  BF A+ C tg Adtg B

= o= _.=

FAL ™ A FB g8 T wc

4. Trodykite, kad per trikampio ABC vir§iines nubréztos tieses, dalijan-
Cios trikampio perimetrg pusiau, susikerta viename tatke N (Sis taskas
vadinamas Nagelio tasku). Kokiu santykiu Nagelio taskas dalija mi-
néty tiesiy atkarpas, esancias trikampyie?

Als.: AN _ 20 BN 2 CN 2

Ay ht+e—a® NB) a+e=h* NC| = a+b—c*

5. Trikampio ABC viduje yra takas M. Tiesés AM, BM ir CM kerta
trikampio kraStines atitinkamai taskuose Ay, By ir C). Trodykite, kad:

a) S8 4 L41 MC (Van Obelio teorema);

u,f. A B
MB| , MC
MB | MCp _ .
b) 11!\] + BB + cCy =1y
AM | BM |, CM _ ,
) xa, + mEy BB, T €c, — &

6. [ trikampj ABC ibréZtas apskritimas, kuris trikampio kraStines BC,
AC ir AB lictia atitinkamai taskuose A, B ir C). Irodykite, kad
atkarpos AA,, BB, ir CC) susikerta viename taske G (tas taikas va-
dinamas Zergono tasku). Kokiu santykiu tas taSkas dalija minétas
atkarpas?

L AG . alp—a)  BG __ __b(p=h) CG _ __clp—c) .
Ats.: GAy — (p— hp=c)' GB) — (p=alp—c)’ GCp T (p—a)Xp=b)*

Cia a, b, c — trikampio atitinkamy krastiniy ilgiai, p — trikam-
pio pusperimetris.

7. Trikampio ABC ZA = 30°, 0 ZB = 60°. Trikampio pusiaukrasting
BD ir aukitine CE kertasi taske O. Apskaitiuokite trikampiy CDO
ir BOE plotus, jci Sapc = 60cm?.

Ats.: [8cm?: 5em?.

Besidomintys geometrija daugiau jdomiy uzdaviniy gali rasti [2] ir [3]
knygose.
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