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Fraktaly dimensija

Alan F. Beardon

Visi Zino, kad tiesé yra vieno matavimo, pavir§ius — dviejy, o mes gyvename
trimatéje erdvéje. Mintis, jog dimensija gali biiti ne sveikasis skaicius, atrodo,
priestarauja kasdienel patirciai. Perskaite straipsnj sufinosite, kad tokia gali biiti
fraktaly dimensija. Sis straipsnis paskelbtas elektroniniame matematikos Surnale
wMathematics Enrichment" (http:/Avww.nrich.math.org.uk) iv jo leidéjams sutikus
iSverstas mitsy skaitytojams.

Objekto dimensija

Geriausias buidas nagrinéti aibés (tiesés inter-
valo, staCiakampio, déZeés ir pan.) dimensija —
patyrinéti, kaip keiCiasi aibés didumas, kai mes
ja vienodai visomis kryptimis i§ple¢iame. Ap-
skritai, kuo didesné objekto dimensija, tuo la-
biau objektas didéja, kai visomis kryptimis tuo
paciu santykiu jis yra pleCiamas. PavyzdZiui,
kvadrato, kurio kraStineés ilgis yra a, visas kra§-
tines padiding tuo paciu daugikliu k, gausime
kvadrata, kurio krastine lygi ka. Senojo ir nau-
Jojo kvadraty plotus atitinkamai paZymeéje Ss ir
Sh, gauname

Ss=a® ir S = (ka)* = ka2,
taigi
Shn ka*® 9
_— = — = k‘
S a?

Atkreipkime démesj, kad santykis lygus k2,
t.y. ne k& ir ne k3, bet biitent k2. Laipsnio ro-
diklis yra lygus objekto dimensijai (Siuo atve-
Ju kvadrato dimensija lygi 2). Patikrinkime §j
dimensijos skaiCiavimo biidg taikydami jj sta-
Ciakampiui. Jeigu sta¢iakampio kra$tiniy ilgiai
yra a, b, a, b ir visomis kryptimis mes jas
padididiname (arba sumaZiname) daugikliu k,
tai gauname staciakampj, kurio krastinés lygios
ka, kb, ka, kb. Bet tada ir vél gauname

Sn _ Gka) (kb) _
S ab o

)

k=,

Tai rodo, kad statiakampio dimensija irgi lygi
dviems. Suprantama, mes visada tai Zinojome,
taCiau svarbu, kad radome btida, kaip tai mate-
matiSkai jrodyti. Apsimeskime kuriam laikui,
kad neZinome, kiek matavimy turi plyta, ir pa-
ziurékime, kg gausime miisy metodu. Tarkime,
musy plytos kraStiniy ilgiai yra a, a, a, a, b,
b, b, b, c,c,c, c. Stai kaip ta plyta atrodo:

c

a

Padiding visas plytos krastines tuo paciu dau-
gikliu k, gauname plyta, kurios kraStiniy ilgiai
yra ka, kb, ke. Siuo atveju naujos plytos tarj
pazymeje Vy, o senosios — Vg, gauname:

Va _ (ka)(kb)(ke) 13
Vs abce '
IS Sios formulés matyti, kad plytos dimensija
lygi trims. Zinoma, tikros plytos mes negali-
me i§tempti, taCiau galime jsivaizduoti, kad pa-
dareme tai matemati$kai. Yra daug veiksmuy,
kuriy negalima atlikti tikrovéje, tagiau galima
padaryti matematiSkai. PavyzdZiui, nors mes
ir galime matyti kieto kiino atspindj veidrody-
je, netgi galime parasyti matemating atspindZio
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formule, tadiau fiziSkai juk negalime padary-
ti, kad kiino taskai sutapty su atspindZio tas-
kais. AtspindZio (x, y) plokStumos atZvilgiu
taisykle trimatéje erdvéje galime uZraSyti taip:
(Euyg) = (&3 —2):

ApZvelkime, ka jau suZinojome apie dimen-
sijg. Tarkime, kad mokame matuoti objekto
diduma (pavyzdZziui, ilgj, plotg arba tiirj). Ma-
tuojame prie§ keisdami objekto matmenis ir
Juos pakeitg¢ visomis kryptimis tuo paciu dau-
gikliu k. Senojo ir naujojo objekty didumus
pazyméje atitinkamai D ir Dy, objekto dimen-
sija d gauname i§ formulés

Dy

oA = k4, (1)

Zinoma, §iuo poZitiriu galime nagrinéti jvairius
objektus, pavyzdziui, spindulio r skritulj. Nau-
jojo skritulio spindulys bus lygus kr. Pritaike
skritulio ploto formulg, gauname

Sh _ 7 (kr)?
Se ()

= k?

¢ia Sy — naujojo skritulio plotas, S — senojo
skritulio plotas, taigi skritulio dimensija lygi 2.

Stai dar vienas pavyzdys. Nagrinékime spin-
dulio sfera, prie§ ja i§tempiant:

o sferos spindulys lygus r,

« sferos pavirSiaus plotas lygus 472,

» rutulio, kurj riboja sfera, tiiris yra (4/3)mr3,

Po iStempimo spindulys, plotas ir tiiris ati-
tinkamai lygiis kr, wk*r? ir (4/3)7k3r3. Taigi
matome, kad sferos spindulio dimensija lygi 1,
sferos pavirSiaus lygi 2, rutulio — lygi 3. Miisy
matematiné dimensijos idéja gerai derinasi su
intuityvia dimensijos samprata.

Objekto didumas

Norédami rasti dimensijg, turime mokéti ma-
tuoti objekto diduma. Jeigu tempiant koefici-
entu k objekta jo didumas padidéty daugikliu
372, tai tokio objekto dimensija biity 3/2. Ar
yra tokiy objekty? Taip, yra, bet prie§ pradéda-
mi juos tyrinéti, aptarkime detaliau, kq reiskia
savoka ,,objekto didumas®. Mes visi manome,

kad suprantame, kas yra ilgis, plotas ir turis,
taCiau i§ tiesy §ios savokos yra daug sudétin-
gesnes negu mums gali atrodyti.

Norédami §ias idéjas nagrinéti matematis-
kai, turime aptarti, pavyzdZiui, kas yra bet ko-
kios figliros plotas. Jei §i figiira (objektas) yra
plokStumoje ir taisyklingos formos, tai figi-
ra galime padengti kvadratais (galbiit skirtin-
gais), sudéti 8iy kvadraty plotus ir teigti, kad
§i suma ir yra musy figiiros plotas. Sis me-
todas gerai tinka paprastoms figiiroms, taciau
noredami iplétoti tikrg matemating teorija, tu-
rétume iSmokti rasti jvairiy aibiy plotus, kad
ir kaip jos atrodyty sudétingos ir keistos. I§
tikryjy tiksliai apibréZti, kas yra plotas (ilgis ir
tiris), gana sudétinga, daugumai Zmoniy visam
gyvenimui uZtenka i§ patirties jgyty Ziniy apie
tai. Tadiau matematiko darbas yra padéti §ioms
(ir daugeliui kity) idéjoms tvirtg pagrindg. Pa-
sirodo, kad tyrinédami ilgj, plota ar tGirj mes
kartu mokomeés matuoti bet kokios dimensijos
objektus. Kitais ZodZiais tariant, tam tikra (ga-
na sudétinga) matematikos sritis mums tiksliai
nurodo, kas yra bet kokios dimensijos objek-
to ,didumas™! Kadangi §i matematiné teorija
nagrin¢ja, kaip matuoti daiktus, tai ji taip ir
vadinasi — mato teorija.

Zinoma, Sios teorijos Cia nejmanoma i¥dés-
tyti, todeél tenka patikéti, kad jmanoma matuoti
bet kokios dimensijos objekty didumg. Tuo
patikejus, skaiCiuoti fraktaly dimensijas gana
paprasta. Tai mes dabar ir darysime.

Keleto fraktaly dimensija

Mes apskaiCiuosime dviejy fraktaly — Sierpin-
skio nérinio ir Kantoro aibés dimensijas. Ke-
liy fraktaly dimensijas jiis galésite rasti patys
ir pasitikrinti savo atsakymus.

Sierpinskio nérinys. Norédami §j fraktalg su-
konstruoti, pradékime nuo lygiakras&io trikam-
pio. Padalykime ji i keturis lygius ir lygiakras-
Cius trikampius ir i§pjaukime vidurinjjj. Kar-
tokime ta pacia procediirg su visais likusiais
trikampiais, po to su likusiais trikampiais vel
ir vel.
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ISpjaudami trikampius paSaliname tik juy vi-

du, trikampio krastinés pasilieka! Sierpinskio
nérinys, kurji Zymeésime §, yra aibe, likusi i§
pirmojo trikampio po be galo daugelio Zings-
niy skaiciaus.
Padalykime aibe § | tris dalis, kurias Zymékime
R,GirY. Cia R —tai toji fraktalo § dalis, ku-
ri yra virSutiniame lygiakraS$¢iame trikampyje,
gautame po pirmojo Zingsnio. Visos trys dalys
nurodytos brézinyje. Isidémekite, kad R né-
ra virSutinis lygiakraStis trikampis, bet S dalis,
esanti §iame trikampyje.

I5 bréZinio aiSkiai matyti, kad kiekviena i$
aibiy R, ¥ ir G yra du kartus sumaZintos viso
fraktalo S kopijos, taigi daugiklis k = 4. Ob-
jekto didumg pazymékime D. Vadinasi, jeigu
d yra Sio fraktalo dimensija (kol kas neZinome,
kam lygu d, kaip tik tai mes ir norime rasti),
tai turi biti

D(R) = (%)dD(S), D(Y) = (%)JD(S),

1\ d
D(G) = (5) D(S).
Kadangi turi biiti

D(S) = D(R) + D(Y) + D(G),

tai gauname

D(S) = 3(%)"0@9).

Jeigu dydis D(S) s O (tuo irgi teks patikeéti
be jrodymo), tai padalij¢ i§ Sio skaiCiaus abi
lygybés puses gautume

1\d /
1=3(5) Coaba 29=3. ()

Taigi parodéme, kad Sierpinskio nérinio di-
mensija d yra (2) lygties sprendinys. Tatiau
kaip rasti d reik§me? Galima ieSkoti apytiks-
lés reik§més bandymy biidu arba pasinaudoti
logaritmais. ISlogoritmave abi (2) lygybés pu-
ses, gauname

dlg2 =1g3,
arba -
d==2==1,5849....
lg2

Kantoro aibé. Sis fraktalas atrodo tarsi dulkes
tieséje, jo dimensija yra tarp O ir 1. Pradékime
nuo intervalo, kurio galai sutampa su taskais
0 ir I (jie priklauso intervalui). I§ paties vi-
durio iSpjaukime puse intervalo, kad likty du
intervalai: vieno galai taSkuose O ir % kito in-
tervalo galai taSkuose % ir 1. Intervaly galai
lieka neiSpjauti. Pakartokime ta pacia pjovimo
procediirg su likusiais dviem intervalais, po to
— su likusiais keturiais ir taip toliau. Atlikus
be galo daug tokiy Zingsniy, vis tiek kai kurie
taSkai likty (pavyzdZiui, mes niekada neispjau-
tume tasky % ?—1, %, 13—6, ...), jie atrodyty tarsi
dulkés ant tiesés. PaZymékime §ig aibe C (vok.
Cantor; Kantoras sukiiré aibiy teorija, taip pat
nagrinéjo ir §ig aibe).

Pirmieji aibés C konstrukcijos Zingsniai pa-
rodyti paveiksle. Tq aibés C dalj, kuri yra tarp
0 ir § (imtinai), pazymé¢kime R, o dalj tarp 2
ir 1 paZymékime Y. Pastebékime, kad R ir
Y yra sumaZintos aibés C kopijos, mazinimo

koeficientas k& = %
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Samprotaudami kaip anks¢iau, gauname

D(C) = D(R) + D(¥)
Lys
=(3) ‘D) + (

)dD(C) =

£l =

Lye
=2(3) 'D(o).

Padarg prielaidg, kad D(C) # 0, gautume 4¢ =
2. Kadangi 49 = 22! = 2% tai 2d = 1, ir
C dimensija lygi %

Dar keli pavyzdziai

Pabandykite Cia apraSomy fraktaly dimensijas
rasti savarankiSkai. Kad galétuméte pasitikrin-
ti, nurodyti ir atsakymai.

Sierpinskio kilimas. Pradékime nuo vieneti-
nio kvadrato. Padalykime jj i devynis vienodus
kvadratélius ir paSalinkime vidurinijjj (kvadra-
telio sieny neiSpjauname). Po to ta pacia ope-
racijq pakartokime su likusiais aStuoniais kvad-
rateliais. Po be galo daug Zingsniy gausime
fraktala, kuris vadinamas Sierpinskio kilimu.
Sierpinskio kilimo dimensija lygi 1,8927....

Kocho kreivé. Pradékime nuo lygiaSonio tri-
kampio, kurio virsiineés kampas lygus 120 laips-
niy. ISpjove is Sio trikampio vidurio lygiakras-
ti trikampj, gauname dvi sumazintas pradinio
trikampio kopijas. Kartokime veiksma su gau-
taisiais trikampiais. Keli Zingsniai parodyti pa-
veikslélyje. Po be galo daug Zingsniy gauname
fraktala, kuris vadinamas Kocho kreive.

3/4 1

— —

34 13716 15/16 1
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Kocho kreivés dimensija lygi 1,2619....

o N

.
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Kvadrato-kryZiaus fraktalas. Pradékime nuo
vienetinio kvadrato. I§ jo iSpjovus 5' plocio
wcentrini kryziy®, liks keturi kvadratai, kuriy
kiekvieno krastine lygi % I8 Siy mazesniyjy
kvadraty taip pat iSpjaukime po kryZiy ir pa-
kartokime procediira su kiekvienu i§ likusiyjy
Sesiolikos kvadratéliy. Tai, kas lieka po be ga-
lo daug Zingsniy, pazymékime F. Tai ir misy
fraktalas. Ar sugebésite rasti §io fraktalo di-
mensija? Ji lygi 1,2619....

Dar vienas Kantoro fraktalas. Sis fraktalas
konstruojamas taip pat kaip ir Kantoro aibe,
taciau kiekvienu Zingsniu i§ intervalo vidurio
iSpjauname ne pusg, bet tre¢dali. Po be galo
daug Zingsniy gaunamo fraktalo dimensija lygi
0,63093....
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