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Kada dviejy daugianariy kompozicijos rezultatas nepriklauso nuo to, knrj daugianari
laikysime pirmu, ki antru?  Perskaite §j straipsnj jsitikinsite, kad atsakyti nelengva,
taciau galima sukonstruoti jdomiy pavyzdZiy.

Kiekvienas mokinukas Zino, kad sudedant arba dauginant skaicius jy eilé nesvarbi:
a+b=b+a, a-b=>b-a. (1)

AtidZiau paZilrejus, pasirodo, kad Sios lygybés ne tokios jau ir akivaizd¥ios. Panagrinékime
pavyzdj, kai jos negalioja.

Tegu a reiSkia Suolj i§ maSinos, o b — maSinos sustabdyma. Tegu a - b reiskia veiksmy
kompozicija: pirma b, po to a. Analogiskai apibrézkime ir b - a. Dabar palyginkime rezultatus.
Kompozicija a - b reifkia, kad pirma maSina sustojo, o po to i3 jos i¥¥okome. Jeigu tik magina
sustojo ne ant lilto, mums nieko neatsitiks. Paliekame skaitytojui paciam isivaizduoti veiksmo
b - a padarinius. Siaip ar taip, tikriausiai a - b *b-a.

Taigi (1) lygybes néra nei visada teisingi gamtos désniai, nei logiskai jrodomi teiginiai. Tai tik
tam tikros savybes, kurias vieni objektai gali turéti, o kiti ne.

Kelios savybés

O dabar pereikime prie tikryju miisy straipsnelio herojy — daugianariy.
Nagrinésime n-osios eilés daugianarius

P(x) = apx" -J,—a]x“_[ + -t ap-1x +ay,

kuriy koeficientai «; yra realieji skaiciai.

Tarkime, turime du tokius daugianarius P(x) ir Q(x) ir skaidiy xg. I§ pradZiy pasinaudoje
daugianariu P(x), gausime skaiciy P(xp), o po to pasinaudoje O(x), gausime skaiciy Q(P (xg)).
Atlike Sias operacijas kita tvarka, gausime skaiiy P(Q(xp)). Ar abu Sie skaiGiai yra lygus?
Kartais jie lygis, o kartais ne.

1 uzdavinys. Tegu P(x) = ax + b, Q(x) = cx + d. [rodykite, kad, Jjeible—1)#d(a — 1), tai
su visais x P(Q(x)) # O(P(x)).

Daugianarius, kurie su visais x tenkina lygybe P(Q(x)) = Q(P(x)), vadiname komutuojan-
ciaisiais. Tokiu atveju Zymeésime P ~ Q. Ar i§ viso yra komutuojangiy daugianariy? Akivaizdu,
kad daugianaris P(x) = x komutuoja su visais kitais daugianariais, o daugianaris P(x) = x2
komutuoja su daugianariais Qg (x) =x*, k=1,2,....
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2 uzdavinys. [rodykite, kad daugianaris P(x) = x* komutuoja tik su isvardytaisiais daugiana-
riais.

Pastebékime dar vieng idomy fakta: su visais indeksais k&, /

Or(Q1(x)) = Or(x") = x* = 0,(x*) = Q1(Qk(x)),

taigi Og(x) ir Qy(x) komutuoja tarpusavyje. Gavome begaling §eima poromis komutuojanciy
daugianariy. ISkelkime tokj klausimg: jei daugianaris P komutuoja su Q ir su R, ar Q ir
R taip pat komutuoja? Atsakyma gauli, tiesa sakant, visai lengva. Daugianaris P(x) =
komutuoja su visais daugianariais, taiau juk yra ir nekomutuojanéiy daugianariy. Taigi bendruqu
atveju atsakymas yra neigiamas. TaCiau pasirodo, kad nagrinéjant didesnio uZ vieneta laipsnio
daugianarius, teiginys teisingas. Tai vienas 1domesmu fakty apie komutuojanéius daugianarius.
Daugianario P laipsnj susitarsime Zyméti degP. Siame skyrelyje jrodysime tokia teorema.

Teorema. Tegu P, O, R yra trys daugianariai, kuriy laipsniai yra ne magesni u? 2. Jei daugia-
naris P komutuoja su Q ir su R, tai Q ir R taip pat komutuoja.

[rodyma pradésime nuo pagalbinio teiginio.

1 lema. Tegu P(x) yra daugianaris, degP > 2. Tada kiekvienam n > 2 egzistuoja ne daugiau
kaip vienas n-ojo laipsnio daugianaris Q, komutuojantis su P.

Lemos jrodymas. Tegu toks daugianaris O egzistuoja ir

Piled= aax™ 4+ @16 & ool @i gl Ay, ap#0, m>=2,
Q) =box" +bix" ' by ix by, bo£0, 12,
Kadangi daugianariai tarpusavyje komutuoja, tai P(Q(x)) = Q(P(x)), arba

"-’lOQ(-x)m + a Q(-r)m_l + - tap-10x) + ay =

(2)
=DboP(xX)" + b1 P(x)" " 4+ 4 by P(x) + by

Dabar sulyginkime koeficientus prie ty paciy x laipsniy (2) lygybés kairiojoje ir definiojoje pusése:

Hi'” n

s apby bga

g1, : magh

nn—2,

n—

bl = ]?b()(?o ia|, (3)
X

IS pirmos lygybés vienareik§miSkai gauname by (nes m > 2), i§ antrosios — randame b; (nes
aobg # 0). Nesunku jsitikinti (iSrasykite dar keleta lygybiu), kad kiekvienas koeficientas b;
vienareik§miSkai i§reiSkiamas koeficientais ag, ay, ..., a,. I§ viso lygCiy yra mn+1, o nezinomuyjy
— tik n -+ 1, taigi gali atsitikti, kad sistema bus nesuderinta. Tokiu atveju komutuojantis su P
daugianaris neegzistuos. Taigi lemos tvirtinimas teisingas: komutuojantis su P didesnio uZ vienet
laipsnio daugianaris arba yra vienintelis, arba jo i§ viso néra.
Dabar jrodykime teorems.
Teoremos {rodymas. Tarkime, daugianariai P, Q, R tenkina teoremos salyga. Tada

P(Q(R(x))) = Q(P(R(x))) = Q(R(P(x))),

taigi P(x) komutuoja su Q(R(x)). Analogiskai gauname, kad P (x) komutuoja ir su R(Q(x)).
Jeigu degR = ¢, degQ = p, tai abiejy su P komutuojanéiy daugianariy R(Q(x)) ir Q(R(x))
laipsniai yra lygls pg. Kadangi pg > 2, tai pasiréme lema gauname, kad daugianariai R(Q(x))
ir Q(R(x)) sutampa. Taigi Q ir R komutuoja. Teorema jrodyta.
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Komutuojanéiu daugianariy klasés

Nagrinékime daugianariu, kuriy laipsnis ne maZesnis uZ 2, aibg. Joje sarySis ~ turi tokias savybes:
1) P ~ P kiekvienam P (refleksiS$kumas);
2) jei P~ Q, tai O ~ P (simetriSkumas);
3) jei P~ Qir Q~ R, tai P ~ R (tranzityvumas).

Pirmosios dvi savybés lengvai iSplaukia tiesiog i§ sarySio ~ apibréZimo. TreCioji savybé iS-
plaukia i§ ankstesniame skyrelyje jrodytos teoremos ir antrosios savybeés.

Sarysis, tenkinantis 1)-3) savybes, vadinamas ekvivalentumo sarySiu. Juo naudojantis, visus
objektus (musy atveju — ne maZesnio kaip 2-ojo laipsnio daugianarius) galima suskaidyti j klases.
IS tikryjy imkime kokj nors daugianarj P ir sudarykime komutuojanciy su juo daugianariy (t.y.
Q, kuriems P ~ Q) aibe. [ ja ieina pats P; bet kurie du jos elementai yra taip pat tarpusavyje
komutuojantys daugianariai (3) savybe!). Taigi visus ne maZesnio kaip 2-ojo laipsnio daugianarius
suskaidéme j klases. Sios klasés nesikerta. IS tiesy, jei A ir B yra dvi tokios klasés, turindios
bendra elementa R, t.y. R € A,R € B, tai su visais P € A ir Q € B teisingas sarySis
R~ P, R~ Q. Bettada P ~ Q ir P bei Q turi priklausyti tai patiai klasei. Taigi A ir B turi
sutapti.

Svarbiausias komutuojanciy daugianariy teorijos uzdavinys — tirti, kokie daugianariai §ias kla-
ses sudaro. Mes jau turime viena pavyzdj: daugianariai Qy(x) = x*, k > 2, sudaro vieng
ekvivalentumo klasg.

Tegu P(x) — bet koks, ne maZesnio kaip 2-ojo laipsnio daugianaris. Tada daugianariai
P(x), P(P(x)), P(P(P(x))),... sudaro begaling tarpusavyje komutuojanéiy daugianariy seka.
Taciau tvirtinti, kad jie sudaro visg ekvivalentumo klase, mes negalime. Taip pat nelengva pasa-
kyti, ar du skirtingus daugianarius P(x), Q(x) atitinkan&ios sekos

P(x), P(P(x)), P(P(P(x))),.... Q(x), Q(Qx)), 2(2(Q(x))), ...

neturi bendry elementy. Akivaizdu, kad Sios sekos turi bendry elementy, jeigu P ir Q yra kokios
nors sekos
R(x), R(R(x)), R(R(R(x))), ...

daugianariai.

CebySovo daugianariai

Siame skyrelyje pasinaudosime tapatybe

1 l 1 1
n — +1 n—1 5
(r +?'7)(t+z_) = (1” +—[”+,) +(z - r"—l)' 4)

Teorema. Kickvienam n = 1 egzistuoja vienintelis n-ojo laipsnio daugianaris P,(x), su visais
t # 0 renkinantis sqlygq

1 1
Pn(f‘i‘_) ="+ —.
t rfi'
{rodymas. Kai n = 1, daugianarj nesunku rasti: P;(x) = x. Kadangi

2

l"’ ) ] . 2
(z‘—l—?) =244 5, i P)=x-2
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Toliau pasinaudosime matematine indukcija. Tarkime, daugianariai Py(x) egzistuoja visiems
| <5 < n.
Pasinaudosime (4) tapatybe perrafe ja taip:

1 | I 1
n-4-1 _ _ RN —
t -{——f”H P,,(t+r)(r+r) P""]([_!_r)'

IS Sios lygybés matome, kad P, (x) vienareikimiskai apibréZiamas rekurendiuoju sarysiu
Pipi(x) = P, )z — Pl (5)

I5 (5) rekurenéiojo sarySio nesunku rasti daugianarius P, (x) vieng po kito. Pavyzdziui, P3(x) =
¥ =3y, Pyx) =x* —4x 4+ 2ir taip toliau,

Daugianariai P,(x) vadinami CebySovo daugianariais. Jie turi daug jdomiy savybiy. Pavyz-
dZiui, jrodysime, kad su visais nz, n daugianariai P, (x) ir P,(x) komutuoja. I3 tiesy, kai ¢ # 0,
gauname

I | 1 1 1
P.'J(Pm([ + _)) = Pn(fm -+ —) = p et = Pm(f” = _) = Pm(Pn(" + —))
e m thm n 1

Kadangi reiskinys x = ¢ +} igyja visas reik§mes x, |x| > 2, tai su jomis teisinga tapatybe
Py (Pn(x)) = P, (Py(x)). Tadiau i§ tiesy ji teisinga su visais x, taigi daugianariai komutuoja.
Todel daugianariai Py(x), P3(x),..., P, (x), ... sudaro viena ekvivalentumo klase.

Tapatybe, kuria pasinaudojome CebySovo daugianariams konstruoti, yra atskiras atvejis tokios

tapatybés: . . .
(r” + %) (r + %) = (r”“ + iT) + §(r”" +- %_—l)

Cia & yra fiksuotas skai¢ius. PanaSiai kaip ir anksc¢iau, galime jrodyti, kad egzistuoja daugianariai
Py £ (x), tenkinantys salyga

E E”
Pe(t+5) =1 &
Reiskinj ™ + % galime uZraSyti dviem budais:
Eﬂm &f” g

i "
P g_ = PJH.E" (fﬂ + E_) = Pm,f':n (Pn,’g' ([- -+ -f—))

nm n
1 r

IS Sios tapatybés gauname dar viena, sicjandia keturis daugianarius:

Prr.E"' (Pm._E (x)) = Pm.!j" (PH.E (x)).

Pasirinke & taip, kad buty §" = £" = &, gautume dar vieng komutuojan¢iy daugianariy seky.
Kai § = 1, gauname tuos pagius CebySovo daugianarius. Matome, kad £ turi tenkinti lygybes
el = gm=l = | Jein ir m nelyginiai, tai Sios lygybés tenkinamos su £ = —1. Taigi gauname
dar vieng begaling komutuojanéiy daugianariy sekg

P11y B tl)y + vy Py, 100505 <

Daugiau komutuojanéiy daugianariy seky gautume rinkdami kompleksinius skaiCius &.
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