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Sprendimai

Lenta padalyta | 16 langeliy, kaip parodyta paveiksle. Vienu
éjimu galima pakeisti pasirinktos eilutés (arba) stulpelio langeliy
spalvq: juodi langeliai tampa baltais, balti — juodais. Ar imanoma
po baigtinio skai¢iaus langeliy pasiekti tokiq padéty, kad tik vienas
lentos langelis bty juodas?

Pirmuoju éjimu baltyjy ir juodyjy langeliy skai&iaus nepakeisime:
8 + 8 = 8 + 8. Taiau po antrojo ¢jimo jau gali bati 6 + 10 arba
10 + 6. Sprendimo rakto ilgai ieskoti nereikia: po bet kokio é&jimo
baltujuy ir juodyjy langeliy skaiciai i§lieka I giniai, taigi nejmanoma
pasiekti, kad likty tik vienas juodas langelis.

O kaip buty su 3 x 3 juody ir balty langeliy lenta? Patyrinéje
galime greitai gauti derinius 4 +5,5+4, 3 +6,6+3,9-4+0,0+4+9,
taciau deriniai 1 4+ 8,8 4+ 1 vis nepasirodo. Ar tikrai tokiy deriniy
negalima gauti?

Kai kalbama apie juoda ir balta, matematikai daZniausiai pagal-
voja apie vienetg ir nulj. Sunumerave langelius ir susitare Zymeti
juodg langelj vienetu, o balta nuliu, galésime 3 x 3 lenta nusakyti
devyniy skaiciy rinkiniu (vektoriumi) Iy = (1, 0, 1,0,1,0,1,0, 1)
(1 pav.).

Kaip keiCiasi Sis vektorius, kai atliekame €jimg su eilute arba
stulpeliu? Matematikoje daZnai naudojama sudétis moduliu 2, t. y.
000=0,001=180=1,1®1 = 0. Naudodami Sia operacija,
¢jima su pirmaja eilute galime nusakyti taip: prie lenta nusakanéio
vektoriaus  komponenéiy reikia pridéti (moduliu 2) atitinkamas rin-
kinioe; = (1,1, 1,0,0,0,0, 0, 0) komponentes. Dabar jau galime
Zengti dar viena Zingsnj ir ¢jimus apibtdinti taip: atlikdami ¢jima
su i-aja cilute prie lenty nusakan&io vektoriaus / komponentiy tu-
rime pridéti (naudodami sudétj moduliu 2) atitinkamas vektoriaus
e; komponentes; atlikdami ¢jima su j-uoju stulpeliu — pridedame
vektoriaus s; komponentes. Sie vektoriai atrodo taip:

er=1(1,1,1,0,0,0,0,0,0), s1=(1,0,0,1,0,0,1,0,0),
e =1(0,0,0,1,1,1,0,0, 0), s2=1(0,1,0,0,1,0,0,1,0),
e3=(0,0,0,0,0,0,1,1, 1), s3=1(0,0,1,0,0,1,0,0, 1).
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Dabar jau galime suformuluoti tokj teiginj: i§ pradinés lentos,
apraSomos vektoriumi /p, galime gauti lenta, apraSoma vektoriumi
u, tada ir tik tada, kai atsiras tokie skaiCiai xp, xa, x3, ¥1, y2, ¥3
(nuliai arba vienetai), kad

lo @ x1e1 @ xae2 @ x3e3 @ Y151 @ y2s2 D y3s3 = u,
arba
xi1e) @ xaex B x3e3 B y151 B yas2 @ y3s3 = u @ lp; (1

Cia @ Zymime vektoriy sudétj, kai moduliu 2 sudedamos atitin-
kamos komponentés, o x;e; (arba y;s;) reifkia, kad visos ¢; (s7)
komponentés dauginamos i x; (y;).

Taciau kaip nustatyti, kada (1) lygybé imanoma, kada ne? Suly-
ging kairiosios ir deSiniosios pusiy vektoriy komponentes, gauname
devyniy lyg€iy sistema su §e§iais neZinomaisiais x|, x, X3, Y1, y2, V3,
kurie gali bati lygils vienetui arba nuliui. Sistema galima spresti,
pavyzdZiui, neZinomyjy eliminavimo bidu ir rasti sprendinj ar-
ba nustatyti, kad jo néra. Sitaip galima parodyti, kad deriniai
I + 8,8+ 1 i3 tiesy nejmanomi. Galima ir tiesiog 18nagrinéti visus
26 galimus skai&iy x; ir y; parinkimo atvejus.

Galbut tai perdaug sudétinga paprastai 3 x 3 dyd¥Zio lentai? Tik-
riausiai. Tagiau skaitytojas turbiit pastebéjo, kad taip tyrinéti galime
bet kokias juody ir balty langeliy lentas, nebiitinai kvadratines.

V. Gylys

Piefinyje pavaizduotas apskritimas, ant kurio suverti karoliukai.
Viena karoliuky pusé balta, kita juoda. Galima pasalinti bet kurj
Juodq karoliukq, tacian tada gretimi du (vienas, jei daugiau ne-
ra) atverciami kita puse (keicia spalvg). Ar galima laikantis Sios
taisyklés pasalinti visus karoliukus?

Kas pabande¢, tas tikriausiai ir paSalino. O kaip biity tuomet, kai
karoliuky skai€ius ir i§sidéstymas biity kitas?

Panagrinékime dviejy karoliuky vérinj. Stai visi galimi atvejai
(2 pav.). Akivaizdu, kad karoliukus galima pafalinti tik vienu atveju
— kai tik vienas i§ dviejy karoliuky yra baltas.

Kaip kinta balty karoliuky skai¢ius, kai ¥aliname juoduosius?
Arba dvejetu sumaZéja, arba dvejetu padidéja, arba licka tiek pat.
Taigi jei pradiniame vérinyje balty karoliuky skaiéius yra nelyginis,
tai toks liks ir po kiekvieno Zingsnio. Todél galime suformuluoti
tokj teiginij:

Jeigu galima karoliuky skaidiy verinyje sumazinti iki d viefy, tai
visus karolivkus galima pasalinti tada ir tik tada, kai baltyiy karo-
linky skaicius pradiniame vérinyje yra nelyginis.
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Isitikinsime, kad vérinio su nelyginiu balty karoliuky skaic¢iumi
karoliuky skaiCiy galima sumaZinti iki dviejy visada, kai tik galima
pradeti, t.y. pradiniame vérinyje yra nors vienas juodas.

Pasitelkime matemating indukcija. Tegu karoliuky skaiéius n = 3
ir bent vienas i3 jy yra juodas. Tada juody turi biiti tik du. Pagaling
bet kurj i§ ju, gausime vérinj i§ dviejy karoliuky. Tegu teiginys
teisingas, kai n = m. Nagrin¢kime veérinj i§ n = m + | karoliukuy,
bent vienas i§ jy yra juodas (n > 3). Salindami juodaji karoliuka,
gausime verinj i§ m karoliuky. Juody karoliuky jame gali nelikti
tik vienu atveju — kai juy yra tik trys ir Saliname vidurinjji. Tad
taip nedarykime! Salinkime vieng i§ kraStiniy, ir viskas bus gerai
— gausime m karoliuky verinj, kuriame nors vienas karoliukas yra
juodas, o balty — nelyginis skai&ius.

Taigi jrodeme tokj teiginj: jeigu pradiniame vérinyje yra juody
karoliukuy, o baltyjy karoliuky skaiCius yra nelyginis, tai po baigtinio
éjimy skaiCiaus galime gauti vien tik vérinio virvelg.

V. Gylys

Plytos yra 20 cm ilgio ir 10 cm aukicio. Jos dedamos viena ant
kitos, nenaudojant skiedinio. Kokio maZiausio aukscio bokstq gale-
tume pastatyti, kad jo vir§iné biity pasislinkusi pagrindo atvilgiu
I m?

Nors matematikos Siam uZdaviniui i§spresti reikia nedaug, taCiau
reikia §i tg iSmanyti apie svoriy centrus.

Tarkime, masés m kiino svorio centras yra tieséje /;, o masés M
kiino — su 8ia tiese lygiagrecioje ties¢je /2 (3 pav.). Raskime su
Siomis tiesémis lygiagrecia tiese /, kurioje yra i§ abiejy kiiny suda-
rylos sistemos svorio centras. Isivaizduokime sverta AB, taska A
spaudZia iSilgai /| masés m kiinas, taSkg B — masés M kinas. Kad
svertas biity pusiausvyroje, reikia jtaisyti atramg taske C. Sio tasko
atstumus iki A, B paZymékime atitinkamai x ir y. Pusiausvyros
lygtis xm = yM; x + y = d yra atstumas tarp tiesiy /| ir /». Tad
nesunkiai gauname:

M m

x=d——, )= d———.
m-+ M m-+ M

Taigi tiese / turime nubrézti taip, kad jos atstumy iki [y ir /2
santykis bty M : m.

Dabar jau imkimés uZdavinio (4 pav.). PaZymékime plytos aukstj
a (a = 10), tada plytos ilgis yra 2a. Statinys i$ dviejy plyty nesu-
grius, jei tiese, einanti per virSutinés plytos svorio centrg statmenai
pavirSiui, pataikys | apatinés plytos pagrinda. Aisku, kad virSuting
plyta apatinés atzvilgiu daugiausiai galime paslinkti per a. Tiese,
einanti per Sitaip sudéty dvieju plyty bendra svorio centra statmenai
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pavirSiui. Taigi statydami statinj i§ trijuy plytu daugiausiai galime
paslinkti treCiaja plyta antrosios atzvilgiu per a/2. Tada virSutiné
plyta bus pasislinkusi apatinés atzvilgiu per a -+ a/2. Surade tiese,
kurioje yra bendras trijuy plyty statinio svorio centras, nustatysime,
kur Sioje keistoje statyboje ,,nuo virSaus* padéti apating ketvirtaja
plyta.

Jeigu Sitaip ,,nuo virSaus* statysime statinj i§ n plyty, tai vir§uting
plyta apatinés atZvilgiu daugiausiai galés biiti paslinkta dydZiu

Sy =a+=+- 4 — (1+ SRR )
— —_ ‘v —_— = e i .
? “ 2 n—1 2 n—1
Atsakyma | uzdavinio klausima gausime rade maZiausia n, ten-
kinantj nelygybeg

S(n) = 10a, arba l+%+---+n—l-7 > 10.
IS tiesy pabandZius tai padaryti, galima teisétai pykteléti, kad uz-
davinys pateiktas e uZdaviniy skyriuje, nes n reik§mé yra labai
jau didele. PrisipaZinsiu, kad radau jj, pasinaudojes kompiuteriu:
n = 12367. Taigi kad pasislinktume per metra, turime pastatyti
boksta, aukStesnj nei 1 kilometras.

Beje, matematine indukcija galima nesunkiai jrodyti, kad §(2™) >
m /2. Tai reiSkia, kad keistus laiptus tarp dviejy vertikaliy sieny ga-
lima pastatyti visai be skiedinio, net jei tos sienos ir labai toli viena
nuo kitos (5 pav.). Tiesa, tai biity veikiau laiptai j dangy.

V. Stakénas

a. 170

Ant trikampio ABC krastiniy nubréfti lygiakraséiai trikampiai,
P, Q, R yra Siy trikampiy centrai. Pabandykite pastebéti ir jrodyti
kokiq nors trikampio P QR savybe.

Kas jdémiau pasiZitirejo | bréZinj, tas tikriausiai greitai atspéjo,
ka reikia jrodyti: trikampis PQOR yra lygiakrastis. Tadiau kaZin
ar kam pavyko tai paprastai jrodyti? Neradau itin paprasto bido
ir a§. Tada tiesiog nusprendZiau apskaiGiuoti vienos i§ trikampio
PQOR krastiniy ilgji. Bet kaip tai padaryti? NusprendZiau jvesti
plokStumoje koordinaciy sistema ir pasinaudoti vektoriais. Kiek
pasvarstgs nukreipiau koordinaliy sistemos adis, kaip parodyta 6
paveiksle: taSkas O dalija kraSting AB pusiau, ties¢ Ox statmena
AB, o Oy eina iSilgai AB.

Teguii = PQ,% = PB, i = BQ. Tada ii = 5+. PaZymekime
AB = ¢,BC = a,AC = b, p = ZABC ir Ox bei Oy adiy
vienetinius vektorius i, ]
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Nesunkiai randame:
)
v=PB = g(.‘/._) =i‘
sin60° /3

Taigi

U = (vcos 60°)i + (vsin 600)_,1 = %r + _]

Vektorius % = BQ sudaro su Oy adimi kampa B -+ 30°, todél
W = wsin(B + 30°)i — wcos(B +30°) ] =

a - a -
= —=sin(B 4+ 30°)i — — cos(B + 30°) ;.
5 7 5 J

Taigi

:.7=(\/_ o )+(—-—7005(ﬁ+30°))

Dabar jau galime skaiiuoti «2. Pasitelke Ziek tiek tri gonometrijos,
randame

u? = (25/_ + 75:11(/3 + 30°) ) + (g — %cos(ﬁ + 30“))2 =

1, , ac acsin 8
==-c" 4+ —a — —cosf+
AP

3 3 3
Iki tikslo liko vos vienas Zingsnelis. Paskutinj sumos narj galime
iSreiksti per trikampio plota, nes acsin 8 = 2Saapc.
IS kosinusy teoremos gauname:

bz=aZ+cg—2accosﬁ, -(;—COS,B=~6—————

taigi

2 2 2 2
— _.(a +b"’+c‘ +___

Kadangi u° reiSkiamas per a, b, ¢ simetriSkai, tai ta patj gautume
vietoje i = PQ nagrinédami vektorius QR PR. Taigi trikampis
POR yra lygiakrastis.

Kodel §i teorema vadinama Napoleono teorema? Gal lygiakrastis
trikampis primena trikampg imperatoriaus kepure? Stai ka Siek tiek
paieSkojus pavyko suZinoti. Pirmg karta §ig teorema 1825 metais
paskelbée W. Rutherfordas. Taiau ji buvo i§ naujo atradingjama ir
veliau, taigi tikriausiai buvo Zinoma ir iki tol.

Neéra jokiy negin€ytiny jrodymuy, kad Napoleonas biity Sig teore-
mg jrodes pats. Tatiau jo biografai rafo, kad mokykloje Napoleonui
matematika puikiai sekési... Galbit jis bty laiméjes ne viena ma-
temating pergalg, jei kitokios pergalés nebiity riipéje labiau.

V. Stakénas
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