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Kiekvieno ,,Alfa plius omega® numerio uZdaviniy skyriuje skelbsi-
me trijy lygiu uzdavinius.

Epsilon () uzdaviniai — matematiniai galvostikiai, mjsles, logi-
niai uZzdaviniai, kuriems i8spresti pakanka visai nedaug matematikos
Ziniy. Ta€iau daZnai ir jie slepia matematinio tyrinéjimo, apibend-
rinimy galimybe, kuri gali virsti nedidele matematine teorija. Tad
kvietiame ne tik spresti pateikiamus uZdavinius, bet ir bandyti juos
apibendrinti, sitilyti savo salygas.

Alfa () uzdaviniams iSspresti pakaks mokyklinés matematikos
ziniy. Sio numerio alfa skyrelyje skelbiame 2000 mety pasauli-
nés jaunyjuy matematiky olimpiados («.174—-c.179) ir ,,Baltijos ke-
lias 2000* olimpiados («.180—c.199) uZdavinius.

Omega (w) skyrelyje skelbsime uZduotis, kurioms prireiks (nors
ne visada) universitetuose déstomos matematikos. Sikart pateikia-
me tarptautinés 2000 mety studenty olimpiados, vykusios Londone,
uzdavinius.

Savo sprendimus siyskite adresu: ,,Alfa plius omega“ redakcija,
Akademijos g. 4, LT-2600 Vilnius. Aktyviausius sprendéjus apdo-
vanosime.

Kokj skaiCiy reikia jrasyti klaustuko vietoje?

Patarimas: galvokite apie skaiCiy sudétj ir atimtj.

£. 89

¢

Tamsiame kambaryje stovi déze, kurioje yra keturios kepurés: dvi
Juodos ir dvi baltos. Trys protingi Zmoneés prieina vienas po kito
pric déZés, iSsitraukia po kepure, uZsimaukslina ja ant galvos ir
iSeina. Né vienas neZino, kokios spalvos kepuré jam teko. Zmoneés
eina vorele ir nesigreZioja: pirmasis nemato né vieno Zmogaus,
antrasis mato pirmajj, treciasis — abu pirmuosius. Irodykite, kad
vienas i3 ju, logiSkai samprotaudamas, visada gali suzinoti, kokios
spalvos kepurg dévi.

€. 90

965

Tiems patiems protingiems Zmonéms pasakyta, kad tamsiame kam-
baryje yra dézé su baltomis ir juodomis kepurémis. Jiems reikia
pasiimti po kepurg, uZsimaukslinti ant galvos ir i$¢jus | §viesa bei
paziiréjus | kitus atspéti savo kepurés spalva. Zmonés susitaria,
kad kiekvienas matantis kurj nors su balta kepure pakels ranka.
Irodykite, kad visada bent vienas Zmogus, logiSkai protaudamas,
gali nustatyti savo kepurés spalvy.
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£.91

GOs
Prie rimy varty stovi sargybinis. Prie sargybinio prieina vyras, sar-
gybinis jam sako: ,,Devyni*. Vyras atsako: ,,Se§i*, ir ji praleidzia.
Priecina moteris. Sargybinis: ,,Trylika®. Moteris: ,.Septyni*. Ja
taip pat praleidZia. Kg reikia atsakyti vaikui, kad jj praleisty, jeigu
sargybinis jam pasake: , Devyniasde§imt*?

2,92
Andrius, jo tétis ir senelis §vencia gimtadienius ta pacig dieng. Bu-
vo nupirkta deSimt Zvakuciy, ant kuriy uZrasyti skaitmenys 0, 1, ..., 9.
Andriui dvylika metuy, todél ant jo torto pastatytos Zvakutés su skait-
menimis 1, 2; ant tévo torto taip pat pastatytos dvi Zvakutés (tévui
ne daugiau kaip 50), Zvakutés stovi ir ant senelio torto. Senelis sa-
ko: ,,Ty paciy Zvaku€iy uZteks ir kitiems metams, ir dar vieniems.
Po dviejy mety kiekviena Zvakuté jau bus nors kartg naudota. Ta-
Ciau po trijy mety jau teks pirkti naujas.” Kiek Andriaus tévui mety?

a. 174

¢o0
Du apskritimai I'y ir I'; kertasi taSkuose M ir N. Tegu / yra bendroji
apskritimuy I'y ir I'y liestineg, o taSkas M yra ariau / negu tadkas
N. Apskritimai I'y ir I' lieia [ atitinkamai ta§kuose A ir B. Tiese,
nubréZta per M lygiagreciai su /, kerta apskritimus I'; ir I'; taSkuose
C ir D. Tiesés CA ir DB kertasi taske E; tiesés AN ir CD — tagke
P; tiesés BN ir CD — taske Q. [rodykite, kad EP = EQ.

. 175

Tegu a, b, c yra teigiami skai€iai, tenkinantys salyga abc = 1.
Trodykite, kad

1 1 1
(a—l+—)(b—1+—)(c—l+-);§1.
b e a

Tegu n > 2 yra teigiamas sveikasis skai€ius. I§ pradZiy horizon-
talioje tieséje yra n blusy, ne visos jos yra viename taske. Su
teigiamu realiuoju skai¢iumi A apibrézkime tokius éjimus: pasirin-
kime dvi blusas, esancias taSkuose A ir B, A yra kairiau uZ B;
leiskime blusai i§ A nuSokti | taska C, kuris yra tieséje deSiniau
B ir tenkina salyga BC/AB = A. Raskite visas A reik§mes, kad
bet kuriam tiesés taSkui M ir bet kuriam pradiniam » blusy i8si-
déstymui tieséje visos blusos po baigtinio éjimy skaiiaus galéty
atsidurti taskuose deSiniau M.
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a. 177

Burtininkas turi §imta korty, sunumeruoty skaiéiais nuo 1 iki 100.
Jis deda jas j tris déZes (raudona, baltg ir mélyna). I kiekviena déze
deZiy, i8 kiekvienos istraukia po viena korta ir praneSa pasirinktyjy
korty numeriy suma. SuZinojgs §ia suma, burtininkas pasako, i¥
kurios dézés kortos nebuvo trauktos. Kiek yra budy sudéti visas
kortas  déZes, kad visada biity galima atlikti §j fokusa? (Du budai
laikomi skirtingais, jei dvi déZés skiriasi bent viena korta.)

. 178

OG0
Nustatykite, ar egzistuoja toks natiiralusis skaiCius n, kuris dalytysi
i5 2000 skirtingy pirminiy skai&iy ir 2" + 1 dalytysi i§ n.

. 179

660
Tegu AH), BH,, C H3 yra smailiojo trikampio ABC aukstinés. I §j
trikampj jbréztas apskritimas lie¢ia krastines BC, CA, A B taskuose
Ty, I», T3. Tegu Iy, I3, I3 yra atitinkamai tiesiy Hy H3, H3H,, H| H>
atspindZiai tiesiy 7>73, 7371, T1 7> atZvilgiu. Irodykite, kad tiesés
I1, 15, I3 apibréZia trikampj, kurio vir§inés yra ant jbréZtojo i tri-
kampj ABC apskritimo.

a. 180

000 .
TaSkas K yra trikampio ABC viduje. Taskas M yra toks, kad M
ir K yra skirtingose tiesés AB pusése, o taskas N yra toks, kad N
ir K yra skirtingose tiesés BC pusése. Be to,

LMAB = /MBA=/ZNBC =/NCB = /KAC = Z/KCA.

Irodykite, kad keturkampis M BN K yra lygiagretainis.
o. 181

000
Stafiojo lygiaSonio trikampio ABC ZA = 90°, o M yra atkarpos
AB vidurio taskas. Tiesé, einanti per taSka A statmenai C M, kerta
kraSting BC taSke P. Irodykite, kad

LAMC = ZBMP.

Trikampio ABC ZA =90° 0 AB # AC. Taskai D, E ir F atitin-
kamai yra tokie kraStiniy BC, CA ir AB taskai, kad keturkampis
AFDE yra kvadratas. Irodykite, kad tiesés BC, FE ir tiesé, ei-
nanti per A ir lictianti apie trikampj ABC apibreZtg apskritima,
kertasi viename taske.
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o. 183

Tr'ii('ampio ABC ZA = 120°. Taskai K ir L atitinkamai priklauso
kraStinems AB ir AC. Trikampio ABC iSoréje nubréZzti lygiakras-
Ciai trikampiai BK P ir CLQ. Irodykite, kad

PO > ?(AB + AC).

a. 184
Trdilfclampio ABC kraStinés AB, BC ir CA tenkina salygg
BC  AB+BC
AB—BC  AC

Raskite santykj -f%

o. 185

Fredis kalnuose atidaré nuosava vieSbutj. Fredis tvirtina, kad ir
koks skaicius n = 3 sveCiu atvykty i vieSbutj, visada bus galima
rasti du vieSbudio gyventojus, kurie paZinoty po tick pat likusiy
vieSbucio gyventoju ir turéty arba bendra paZistama, arba bendrg
nepazjstama.

Kurioms n reik§méms Fredis yra teisus? (Jei A pazjsta B, tai B
paZista A.)

a. 186

AT
00

Kiekvienas 40 x 50 matmeny kontroliniy mygtuky sistemos myg-
tukas gali buti dviejy buseny — jjungtas arba iSjungtas. Palietus
bet kurj mygtuka, jo biisena ir visy mygtuky, esanciy su juo toje
pacioje eilutéje, bei visy mygtuky, esanciy tame paciame stulpe-
lyje, busenos keiciasi prieSingomis. [rodykite, kad vieng po kito
palie€iant kai kuriuos mygtukus kontroliniy mygtuky sistemos bu-
sena, kai visi mygtukai yra i§jungti, gali buti pakeista buisena, kai
visi mygtukai yra jjungti. Raskite maZiausia galimg tokiy palietimy
skaiciy.

Pobuvyje susitiko 14 draugy. Vienas i3 juy, vardu Fredis, noréjo
atsigulti anksciau. Jis atsisveikino su 10 savo draugy ir, pamirSes
atsisveikinti su likusiais trimis, i§¢jo. Po valandélés jis sugriZo |
pobiivi, atsisveikino su deS§iméia savo draugy (nebiitinai su tais pa-
¢iais kaip anksciau) ir vel i¢jo. Po to Fredis dar ne karta griZdavo
i pobuvi ir vél iSeidavo, kiekvieng karty atsisveikindamas su deSim-
¢ia savo draugy. Kai tik Fredis jau buvo atsisveikings su kiekvienu
i§ savo draugy maZiausiai po viena karta, jis daugiau nebegrjZo.
Rytojaus ryta paaiskejo, kad jis su kiekvienu i§ trylikos savo drau-
gy buvo atsisveikings skirtingg skaiciy karty. Koks yra maZiausiai
galimas FredZio sugriZimy i pobiivj skaicius?
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o. 188

Varle Sokinégja i§ vienetiniy kvadratéliy sudarytoje 2k x 2k matme-
ny Sachmaty lentoje. Varlés Suoliy ilgis yra +/1 + k2 ir kiekvienu
Suoliu varlé perSoka i§ vieno langelio centro i kito langelio centra.
Lentos m langeliy yra paZenklinta x Zenklu, o langeliai, i kuriuos
varle gali nuSokti i Zenklu x paZyméty langeliy (nesvarbu, ar jie
paZenklinti Zenklu x, ar ne), yra paZenklinami Zenklu o. I§ viso yra
n Zenklu o paZenklinty langeliy. rodykite, kad n > m.

Lentoje buvo paraSyti du teigiami sveikieji skaigiai: vienas i3 jy
lygus 2000, o kitas maZesnis kaip 2000. LeidZiama atlikinéti tokia
operacijg: jeigu skaiiy aritmetinis vidurkis m yra sveikasis skai-
Cius, tai bet kurj viena i§ jy galima iStrinti ir pakeisti skaiiumi 1.
[rodykite, kad 8i operacija negali biti atlikta daugiau kaip 10 karty,.
Nurodykite pavyzdj, kai operacija gali buti atlikta 10 karty.

a. 190

005
Naturaliujy skaiiy seka a;, as, . . . su visais m ir n turi tokia savybe:
jei m yra skaitiaus n daliklis ir m < n, tai a,, yra skaiciaus a,

daliklis ir @, < ay. Raskite maZiausig galima aagog reikSme.

Naturalieji skai€iai x;, x2, ..., x, yra tokie, kad né vienas i§ jy
néra kito skaiCiaus ,,pradZia“ (pavyzdZiui, 12 yra skaiiy 12 ir 125
»pradzia®). Trodykite, kad

1 1 1

—+ -4+ — < 3.

X X2 Xn
oz‘192

Aritmetinés progresijos aj, as, ..., a, nariai yra sveikieji skaiciai
ir ila; (a; dalijasi i§ i) su kiekvienui = 1,2,...,n — 1, bet n {a,
(a, nesidalija i§ n). Jrodykite, kad n yra pirminio skaitiaus laipsnis
(gal ir pirmasis).
a. 193

Q0%
Raskite visus tokius natiiraliuosius skaiius », kurie yra 100 karty
didesni uz visy savo natoraliyjy dalikliy skai&iy.
a. 194
Natiiralusis skaidius n nesidalija nei i¥ 2, nei i% 3. [rodykite, kad su
visais sveikaisiais & skaiius (k+ 1)" —k" — 1 dalijasi i§ k% +k + 1.
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Q. }95

Irodykite, kad su visais teigiamais a, b ir ¢ yra teisinga nelygybé

Va2 —ab 4+ b2+ /b2 —be+c2 > Va2 +ac + 2.

a. 196

%R
GO

Raskite visus realivosius lyg&iy sistemos

x+y+z+t=5,
xy+yz+zt+tx =4,
xyz+ yzt +ztx +txy =3,
xyzt = —1

sprendinius.
. 197

"l 'f"l>

Raskite visas teigiamyjy skaiéiy x ir y poras, tenkinang€ias lygtj

(I
x+y+;+;+4=ﬂdh+1+¢b+n.

o 198
Trodykite, kad

2n

> (0= 1D 2= 1)

ir nattraliaisiais n.

b —

su visais realiaisiais skaiéiais r >

. 199

T
RY)

Su kiekvienu natfralivojun =1, 2, ...

_(@2n+1)(2n +3)...(dn—1)(4n + 1)
"8 = 2n)2n+2)...@4n — 2)(4n) '

Irodykite, kad ﬁ < xy—2 < %

.55

TEGE

Funkcija f: [0; 1] — [0; 1] yra arba monotoniskai didéjanti, arba
monotoniskai mazéjanti.

Ar visada atsiras toks x € [0; 1], su kurivo f{x) = x7

o+ w
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w. 56

QoC
Duoti daugianariai p(x) = x>+ x ir g(x) = x° + x2. Raskite visas
tokias kompleksiniy skaiéiy w ir z poras (w, z), kad p(w) = p(z),
g(w)=¢q(z), 0w #z.

w. 57

gog
A ir B yra kvadratinés kompleksinés tos pacios eilés matricos ir
rang(AB — BA) = 1. Irodykite, kad (AB — BA)? = 0.

w. 58

T
\‘ V‘ A

a) Irodykite, kad maZéjanciai teigiamy skaiciy sekai (x;) teisinga
nelygybé

(5" <55

i=1 i=1

b) Irodykite, kad maZéjanciai begalinei teigiamy skaiciy sekai x;
atsiras tokia konstanta C, kad bus teisinga lygybe
© oo 172 00
2
— X £C Xi.
Y om(a) <cxs

i=m i=1

w. 59

600
R yra nulinés charakteristikos (nebiitinai komutatyvus) Ziedas, o e,
f ir g — tokie jo idempotentiniai elementai, kad ¢ + f + g = Q.
Irodykite, kad e = f = g = 0.

Zieda R vadiname nulinés charakteristikos Zicdu, jeigu su kiekvienu a € R ir
natiralivoju skaiCiumi » sandauga na # 0, jei tik @ # 0. x vadiname idempo-
tentiniu elementu, jeigu x = x2.

.60

VI

Tegul f: R — (0; oo) yra tokia didéjanti diferencijuojama funk-
cija, kad limy_, o f(x) = oo ir f’ yra apréZta. Laikydami F(x) =
fo £, indukcitkai apibrézkime seka (a,) lygybémis ap = 1, ay41 =
a, + }—(:m o (by) — lygybe b, = F~!(n). Trodykite, kad

lim, 00 (ay — by) = 0.

w. 61

D00
a) Irodykite, kad vienetinj kvadrata galima padalyti | n maZesniy
kvadraty, jeigu n yra pakankamai didelis skaicius.
b) Tarkime, d > 2. Jrodykite, kad atsiras tokia konstanta N (d), jog
imantn 2 N(d) d-matj vienetinj kubg galima padalyti | » maZesniy
kubeliy.

a+w
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w. 62

o0¢
Funkcija f yra tolydi ir intervale [0; 1] niekur nemonotoniska. [ro-
dykite, kad aibé tasky, kuriuose funkcija f jgyja lokaly minimuma,
yra tirSta intervale [0; 1].

Funkcija vadiname nickur nemonotoniska, jeigu néra jokio intervalo, kuriame ji
buty monotoniska. Aibe vadiname tirta, jei kickviename netu$¢iame intervale
galima rasti bent viena tos aibés tadka.

w. 63

Q00
Tarkime, p(z) yra n-ojo laipsnio daugianaris, kurio koeficientai
kompleksiniai. Irodykite, kad atsiras maZiausiai n + 1 toks komp-
leksinis skai€ius, su kuriuo p(z) lygus O arba 1.

. 64

1414

Tegul 6-osios eilés daugianario grafikas lie¢ia tiese taskuose A, Ay
ir A3, o taSkas A yra tarp tasky A ir As.

a) Irodykite, jeigu atkarpos AjAj ir ApAj3 yra lygios, tai lygiis ir
grafikais bei tomis atkarpomis ribojamy figiiry plotai.

b) PaZymekite k = %?—ﬁ—% ir tegu K yra minétujy figiry ploty san-
tykis. Jrodykite, kad 2k5 < K < 2k°,

0. 65

Simboliu Rt Zymima teigiamy realiyjy skaiiy aibé. Raskite vi-
sas tokias funkcijas f: Rt — R, kad su visais x,y € R*

FOSfQ fx)=Ffx+y).
. 66

‘\_\ '\) o

Tarkime, A yra m x m matmeny matrica, o e” yra apibréZiama kaip
oo
E iAH
n!
n=0

(Si suma visada konverguoja, kad ir kokia biity matrica A.) Iro-
dykite arba paneikite tokj teiginj: jei p yra daugianaris, o A ir B
realiosios m x m matmeny matricos, tai p(e??) yra nilpotentine
matrica tada ir tiktai tada, kai p(e®#) yra nilpotentiné matrica.

Matrica A vadiname nilpotentine, jei A¥ = 0 su kuriuo nors nattralivoju &.
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