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UZdavinys apie ZvaigZdZiy kampus

Vilius Stakénas
vilius@ktl.mii.lt

2000 mety valstybinio matematikos brandos egzamino uZduotyje buvo uidavinys: raskite
penkiokampés IvaigZdés kampy sumq. Straipsnyje nagrinéjami Sio uZdavinio apibendri-
nimai. Pasirodo, galima apskaicivoti ne tik penkiakampés Zvaigidés kampy suma!

Egzamino uzdavinys Po §iy mety valstybinio matematikos egzamino daugeliui abiturien-
ty turbit sapnavosi paskutinis uZzdavinys apie penkiakampe Zvaigz-
de.

C

Taskai A, B, C, D ir E yra iskilojo penkiakampio virsinés. Ras-
B D kite penkiakampés Zvaigidés kampy LEBD, ZACE, ZBDA,
ZCEB, ZDAC sumgq (1 pav.).

Manau, kad tiems moksleiviams, kurie teisingai jj iSsprendé ir
pelné 4 taSkus, uZdavinys patiko. Patiko jis ir man. Taciau ne tuo,
kad sugebgjau jj iSspresti, bet tuo, kad jis iSkele keleta klausimuy,
1 pav. i kurivos ne i§ karto gal¢jau atsakyti. O teisingai iSkeltas, bet ne-
atsakytas klausimas matematikui yra tarsi bilietas i kelione. Sikart
kelioné nebuvo nei ilga, nei sunki, taciau maloni.

Jeigu norite suZinoti Siek tiek daugiau, skaitykite toliau!

A

Kaip braizyti Zvaigzdes I§ pradziy pakeiciau pirmaji uzdavinio salygos sakinj taip: ,,Jaskai
Ap, Ay, ..., Ay yra iskilojo n-kampio virsineés' ir susimasciau,
kaip pratesti. I§ ko gi sudaryta penkiakampé uZdavinio Zvaigzde?
AiSku, i§ iSkilojo penkiakampio jstriZainiy: vir§ing A jungiame
su C praleisdami B, C — su E praleisdami D ir taip toliau, kol

Ai griztame | A. Tq galima daryti ir su iSkilojo n-kampio virStiné-

“ mis. Ar gausime n-kampe ZvaigZzde? IS pradZiy pabandZiau pagal

Sig taisykle jungti iSkilojo SeSiakampio virSiines ir ... SeSiakam-
As peés ZvaigZzdés negavau! NubraiZiau paprasciausia trikampj (2 pav.).
UZtat septynkampe Zvaigzde nubraiZyti pavyko (3 pav.). Kur gi &ia

As ¥ Suo pakastas?
4
Neskubéjau i§ karto to Suns ieSkoti, bet iSbandZiau kitg Zvaigz-

2 pav. dziy braizymo biidg. Juk galima daugiakampio vir§une jungti su
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kita, praleidus (pasirinktaja vir§tiniy apéjimo kryptimi) dvi vir§tnes,
po to vel dvi ir taip toliau.

Sitaip braizydamas, iSkilojo penkiakampio atveju gavau ta padia
Zvaigzde, Sefiakampio atveju — tik vieng jstriZaing, kurig tuoj pat
pavadinau dvikampe Zvaigzde (4 pav.), taliau septynkampio atveju
nubraiZiau nauja septynkampe Zvaigzde (5 pav.). PabandZiau jungti
3 pav. septynkampio vir§tines, praleisdamas po tris ir keturias, taiau naujy
zvaigZzdZiy negavau. O praleisdamas po penkias, nubraiZiau ta patj
iskilajj septynkampi, kurj, jeigu norime, galime taip pat pavadinti
septynkampe ZvaigZde.

gij¢ Siek tiek patirties, pabandykime atsakyti i tokj klausima:
Ay /—' Kiek ir kokiy ZvaigZdZiy galime nubraiZyti jungdami iskilojo
n-kampio virsines pagal aptartq taisykle?
A S -‘r

Pasizymekime i8kilojo n-kampio virS§tnes Ag, Ay, ..., Ay—1. Isi-
vaizduokime keliautoja, iSejusj i§ Ap ir kiekvienu Zingsniu perei-
nantj | gretimg virSting. VirSune, kurioje keliautojas atsidtré po m
Zingsniy, pazymeje A,,, kelione galésime nusakyti seka

4 pav.

A(),A[,...,A”_l,A”,A”+1,.... (])

VirStinés Ag, Ay, ..., A,—1 yra skirtingos, A, = Ag, Ay+1 = A1 ir
taip toliau. Kitaip tariant, jei # = v + nt (v — v dalijasi i§ n), tai
Ay = Au-

Jeigu dar jsivaizduosime, kad keliautojas jungia kiekvienas dvi
gretimas savo kelio virStines atkarpa, tai (1) seka reik§ vel ir vel
i§ naujo braiZoma tg patj i8kilajj n-kampj. O dabar liepkime misy
keliautojui keliauti kitaip — kiekvienu Zingsniu praleisti po (k—1)-g
(1) sekos vir§iing. Tada jo kelig apraSo tokia vir§iiniy seka:

5 pav.

AO! AksAZk"'!AN!kl"" (2)

Sujunge gretimas (2) sekos virSiines, gausime trajektorija, kurig
galime pavadinti ZvaigZde. Pazymékime ja Z,, ;.

Akivaizdu, kad Z, ; yra pats iSkilasis n-kampis. Jei u —v dalijasi
i§ n, tai Z,, ir Z, , yra ta pati Zvaigzde. Taigi pakanka nagrinéti
Zvaigzdes

Zu.] ’ Zn.?_a ey Zn.rr- (3)

Jei 1 < k < n yra n daliklis ir m = 1—{, tai Ay = A, = Ag. Taigi
m-uoju zingsniu keliautojas sugrizo i keliones pradzig. Akivaizdu,
kad tai pirmasis jo sugrizimas, todeél, jei & dalija n, tai Z, yra
7-kampe Zvaigzde (taigi Z, , — vienkampé Zvaigzde!). Dabar jau
nesunku padaryti kiek bendresng i§vada:

Jei d yra skaiciy k ir n didZiausias bendrasis daliklis, tai Z,,
yra G-kampé ZvaigZde.
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Zvaigidés apskritime

6 pav.

7 pav.

V. Stakénas

Jau Zinome, kad ne visos (3) Zvaigzdés yra skirtingos. Kiek ju
i§ tikryjy yra? Nesunku pastebéti, kad Zvaigzdes Z, ;, 1 < k < z,
yra skirtingos. Palyginsime Zvaigzdes Z, i ir Z, ,—. Tegu Evaigi&é
Zpk yra r-kampe. Vadinasi, kt dalijasi i§ 1, bet ku nesidalija i¥
n, jei 1 < u < t. Akivaizdu, kad Zyn—k yra taip pat t-kampé
ZvaigZde. Sugretinkime jas:

Znk: Ao, Ay Aoty ooy Apgyen
Zn,u-—k: AO, An—-ks A2(n—k). vy A[(H—"k)s cae s

Kadangi n — k — (t — 1)k = n — kt dalijasi i§ n, tai A,y =
A-1k. AnalogiSkai A,_pyy = Ag—g), Y. Zpn—i yra ta pati
Zn i ZvaigZde, tik braiZoma kita kryptimi.

Taigi jau Zinome, kad sutrumping (3) Zvaigzdziy eile ir palike tik
zvaigides Zyt, 1 < k < 3, iSsaugosime tik po vieng i§ skirtingy
»€ksponaty®. Taip pat nustatéme, kad Zvaigide Zy.m turi lygiai :—f,
kampu, €ia d yra didZiausias bendrasis skaitiy n ir m daliklis.

Si ta jau suZinojome apie zZvaigZdes. Dabar egzamino uZdavinj ga-
lime formuluoti taip: raskite Zss ZvaigZdés vidaus kampy sumg.
Pabandykime panagrinéti bendresnj Z,» Zvaigzdés atveji. Kai n .
lyginis, atsakymas kone akivaizdus (raskite jj). Tad tegu n yra ne-
lyginis skaiCius. PaZymékime ieSkoma kampy suma 7,2, 0 S, —
i8kilojo n-kampio vidaus kampy suma. I3 bréZinio (6 pav.) gauna-
me
n—1

7-;1.2 =8, — Z(ai + ﬁt)

-
Kita vertus, «o; il—ﬂ,- =7 —y; ir y; — vel i8kilojo n-kampio kampai,
taigi o+ + ¥u—1 = Sy. Todél T, 5 = 28, — nxw, arba ' =

(n —4)m.

Sekme jkvepia, tad bandykime susumuoti ir Z, ; ZvaigZzdés kam-
pus. PaZymeékime Sios ZvaigZzdés kampuy suma 7, ;. Apsiribokime
atveju, kai bendrasis n ir k daliklis lygus 1. Bendrajj atvejj galima
suvesti  §j (kodél?).

Ar galime pakartoti ankstesnj samprotavima? Panagrinéje (7 pav.)
isitikinsime, kad nepavyks. Gal uZdavinys palengvés, jei nagriné-
sime ne bet kokio iskilojo daugiakampio vir§iines, bet jbréztojo i

apskritima?
IbreZtojo | apskritimg daugiakampio vir§onés dalija apskritima j
lankus. Lanko tarp vir§tiniy A;_) ir A; diduma radianais Zymeéki-

me ¢;. Prisiminkime (1) begaline kelione daugiakampio vir§tinémis.
Ja atitinka lanky seka

alva21---saihmﬂ+ll---:

¢ia a1 = o1, ofy2 = @ ir taip toliau. Dabar nagrinékime Zvaigi-
de Zy k. Jos virSunés yra Ay, Ag, .... Zvaigzdés kampa prie vir-
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8 paw.

Teorema apie Zvaigzdeés
Z, 1 vidaus kampus

9 pav.

UZdavinys apie Zvaigidziy kampus 83

§tinés A;, pazymeékime ;. IS bréZinio (8 pav., ¢ia k = 3) matyti,
kad kampas f; yra jbréZtinis, taigi

I
AnalogiSkai
1
Bi=m— §(a1+{:‘—|)k + ok ikl o )

Taigi ZvaigZdés visy kampy suma lygi

n

1
Toski = w1 D (@it ik Qi ).

i=l

I suma pagal i jeina dydZiai oy, ..., &ye+1); pazymékime §ig
sumg R,. Visi jos nariai, i§skyrus pirmyju k ir paskutiniy & nariy
grupes, pasirodo lygiai po du kartus. Taciau o) = ojqnk, ...,

o = oyk+1), todel galime teigti, kad
Ry =2(a1 +az+ - +am).
Taciau
o o+ oy = Qg + Oy + 0 W41y = 27,

todél R, =4nk ir T, = n(n — 2k).
Ar rezultatas lieka galioti ir tada, kai apie daugiakampi negalima
apibréZti apskritimo?

Ankstesnio tyringjimo jkvépti suformuluokime teigini:

Jei n ir k didZiausias bendrasis daliklis lygus 1, tai ZvaigZdeés
Zy i, kuriq gauname jungdami kas k-qjq iskilojo n-kampio virsine,
kampy suma lygi w(n — 2k).

Jeigu 8is teiginys biity teisingas, tai Zvaigzdés Zo,.41,, i5orés
kampuy suma buty lygi 7. Tagiau taip ir yra! Tik paZvelkime |
9 pav. ir 10 pav. Pirmajame i§ jy pavaizduota egzamino uZdavinio
ZvaigZdé. Jau Zinome, kad jos kampy suma lygi 7. Panagrinékime
Zvaigzde Z))5 (10 pav.). Keturis kampus, kuriy vir§iné A; ta pati,
pazymeékime taip: y; — Zvaigidés kampa, §;, 6] — kampus tarp
iskilojo daugiakampio ir ZvaigZdés krastiniy, f; — daugiakampio
kampg. IS bréZinio (10 pav.) matyti, kad

8i +8; = vi + Bi. (4)
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11 pawv.

V. Stakénas

O dabar nagrinékime trikampius, kurivos sudaro dvi Zvaigzdes
kraStinés ir viena daugiakampio krastine, pavyzdZiui, AA|pA44s.
Sudéje trikampio vidaus kampus, gauname

T = y10+ 84 + 8s. (5)

Kitiems trikampiams teisingos analogiSkos (5) lygybés. Visas jas
sudéje ir sugrupave narius, gauname

2m+1 2m+1 2m+-1
2m+4 D = Z Vi+ Z (6 +6:) = Tam+1.m + Z (8i +8:)
i=l i=1 i=1
Pasinaudoje (4), pastargja lygybe galime perraSyti taip:

2m+-1
@m+ 1) = Topt1,m + Tams1,m + Z Bi = 2Tom+1,m + Som+1-
i=1
O i3 Sios lygybés jau nesunku nustatyti, kad o4, = 7.
Dabar jau beveik aiSku, kaip elgtis bendriausiu atveju (zr. 11
pav., kuriame pavaizduota ZvaigZzde Zp3). Zymenys f;, ¥, &, 6;
reiSkia ta patj kaip ir anksCiau, (4) lygybé taip pat lieka galioti.
Taciau nagrinédami figiira, kurig sudaro dvi i§ virStinés A; iSeinan-
Cios ZvaigZdés kraStinés ir daugiakampio kraStinés, gauname nebe
trikampj. IS tiesy tai i8kilasis daugiakampis A; Ay ... Aj—g, turin-
tis 7 — 2k 4 2 virsiiniy, brézinyje vienas i§ tokiy daugiakampiy yra
AsAgAgAgA| As. Sio daugiakampio vidaus kampuy suma
Vi 81k + Brakat + -+ Brok—1 + 8 = w(n — 2K),
(f = 1 Zissilik
Kq gausime sudéje visas Sias lygybes? Svarbu pastebéti, kad
kiekvienas narys 8, ..., B, pasitaikys n —2k —1 karty. Tai ne taip
paprasta jZvelgti; geriausia panagrinéti paprastos Zvaigzdés brézinj.
Taigi

n n
Tok+ > (i +8) + =2k =1 f; = m(n — 2k)n.
i=l

=l
Pasiremg (4) lygybe, gauname

n

2Tk + (1 —2k) ) pi = m(n — 20)n.

i=l

Kadangi n-kampio vidaus kampy suma lygi (n — 2)m, tai jstate Sig
reik§me ir sutvarke reiSkinius galutinai gauname

T =(n—2k)m.

Stai Gia ir pasibaigia misy kelioné. Gal kas nors sugebéty ja kaip
nors pratesti?
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