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Grandininés trupmenos

Rimantas Skrabuténas

rskr@takas.lt

Dar mokykloje suZinome, kad skaiciai gali buti
ivairiai uzraSomi. Stai racionaliuosius skaitius
galima uZraSyti kaip paprastasias (taisyklingas
arba ne) arba de§imtaines trupmenas. DeSim-
tainé trupmena gali buiti baigtiné arba begaliné.
Irodyta, kad racionalieji skai€iai uZraSomi tik-
tai baigtinemis arba begalinémis, bet periodi-
némis deSimtainémis trupmenomis. Bendres-
niu atveju galima kalbéti apie skaiGiaus sis-
teminj uZraSa bet kokiu natiiraliuoju pagrin-
du g > 1. Tuokart skaitiaus iSraifkos tipas
priklauso nuo pasirinktojo pagrindo g. Pa-
vyzdZiui, racionalusis skaiius (netaisyklingoji
trupmena) t = % uZraSomas begaline perio-
dine (tiksliau — miSriaja periodine) degimtaine
trupmena: t = 2,1666... = 2,(6) 9. Pasirinkus
dvyliktaing skaiCiavimo sistema, ta patj skai-
¢iy galima uZsiraSyti jau baigtine dvyliktaine
trupmena ¢ = 2,25.

Yra dar vienas realiyjy skai€iy rafymo bi-
das, nebepriklausantis nuo i§ anksto parenka-
mos skaifiavimo sistemos, o tiktai nuo paties
skaiciaus.

Grandininés trupmenos ir juy reduktai

Imkime racionaliyjy skai&iy aibés Q elementy
t = § € Q ir sveikiesiems skaidiams a ir b
pritaikykime (i§ dalybos su liekana teoremos

Kiekvienas realusis skaicius gali biti uZrasytas grandinine trupmena. Straipsnyje nagri-
néjamos ji savybés ir taikymas. PavyzdZiais parodoma, kaip grandininémis trupmenaomis
skleidZiami racionalieji skaiciai ir kvadratinés iracionalybés.

R. Skrabuténas — Vilniaus padagoginio universiteto docentas. Parasé skaiciy teorijos
moksle darby ir mokomujy knygy.

iSplaukiantj) Euklido algoritmg:
0<r <|bl,

0<r <,

a=bgy+ry,
b=riq1+nr,

rr=nrag2+r3, 0<ry <,

Fp—2 =ry—1gu—1+ry, 0<ry, <ry_,

Fn—1 = Fagy.
Skaiius ¢; vadinsime nepilnaisiais santykiais.
IS Siy lygybiy nuosekliai iSreik§dami skai-
a b

. ; Fuel . o
Cius 7, 7+ ;ZL, %”— = g,, racionalyjj skai-

Ciy ¢ galime uZradyti daugiaaukste trupmena:

a 1 |
f:g:qo—l—E:qu-l-—-l—:

r a1+ rifra
1
=qo+ I .
q1+ i (1
g+ ——
1
Gn—-1 + —
Un

Sia trupmeng Zymesime [qo, g1, .. ., g,]. Sa-
kome, kad racionalusis skaiéius ¢ i§reik3tas baig-
tine grandinine trupmena (BGT). I§ Euklido
algoritmo iSplaukia, kad pirmasis elementas g
(skaiCiaus ¢ sveikoji dalis) gali buti lygus nuliui
ar neigiamam sveikajam skaiciui, o kiti BGT
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72 Grandininés trupmenos

elementai yra naturalieji skaiciai. Jei paskuti-
nis elementas ¢, yra lygus vienetui, tai

Gn—1 + L ={gn-1+ l =gn-1+ 1
Gn 1

ir BGT uZraSas tiesiog sutrumpgja:

g0, q1, - -+ Gn—1 + 1]. Todél susitarta laikyti

gn # 1. Tada nesunku parodyti, kad konk-

rec¢iam racionaliajam skaiciui (1) iSraiSka yra

vienintelé.

1 teorema. Kickvienas racionalusis skaiius

= % yra vienareiksmiskai iSskleidZiamas (1)

pavidalo BGT, kurios elementai yra nepilni¢ji

santykiai, gauti skaiciams a ir b taikant Eukli-

do algoriting.

PavyzdZziui, iSskleiskime BGT racionalyjj
skai¢iy 2. Skaiiams 705 ir 31 taikome Euk-
lido algoritma: 705 = 22 .31 + 23, 31 =
1-23+8,23=2-84+7,8=1-7+1,
F=Tele

Nepilnieji santykiai go = 22, ¢ = |, g2 = 2,
g3 = 1, g4 = 7 ir yra ieSkomo skleidinio ele-
mentai. Todél 7—;)? =1[22,1,2,1,7].

Baigtiniy grandininiy trupmeny savoka gali-
ma apibendrinti. Tarkime, go, q1, ... yra rea-
lieji skaiciai, ¢; > 0, kai i = 1. Pazymekime:

|
[go] = g0, [q0, 1] = qo + a

1
[flo,f]l]=f10+( =

(g0, q1.---] =qo+

q1 + qur...
Reigkinj (2) vadinsime begaline grandinine trup
mena. AiSku, kol kas toks uZraSas téra forma-
lus, neZinome, ar jis reiSkia kokj nors skaiciy.
Toliau nagrinésime grandinines trupmenas, kai
g; — sveikieji skaiCial.

Apibrézimas. Nutraukus GT (baigting ar be-
galing) ties jos r-uoju (suprantama, kad BGT
atveju r < n) elementu, gautq racionalyjj skai-
iy Ry = [q0, 91,92, --.,4qr] = & vadiname
tos GT r-osios eilés (arba r-uoju) reduktu.
Redukty skaitikliai ir vardikliai turi daug jdo-
miy savybiu, leidziangiy efektyviai taikyti GT.

Pastebésime, kad daugeliui §iy savybiu GT ele-
menty ¢; sveikareikSmiskumas néra butina sa-
lyga.

1. Galima jrodyti (pvz., matematinés indukci-
jos metodu), kad su visais k£ = 2, GT k-ojo
redukto skaitikliai P ir vardikliai Qy tenki-
na rekurencigsias iSraiSkas: P = qx Pr—1 +
Py_2, O = g1 Q-1+ Qr—2. Dél patogumo
papildomai apibrézus P_y =1 ir 0| =0,
rekurenciosios formulés galioja su visais
k> 1.

I8 tikryju pagal (1) apibrézima

Gk Qhg1] =

1
,f]k—l,f]k'F—},
qk+1

Riv1 = [q0.q1, .-

— [Q()ans---

todél pasinaudoj¢ indukcijos prielaida gau-
name

Rt = (qr + (M:_])Pk—l “+ Prp _
(

qr + (ML])Qk—l +Qia

_ k1 (@ Lot + Pe2) + Pt
Gr1(qr Qk—1 + Qr—2) + Qk—)

Qi1 Pr + Pr

T qrr1 Ok + Q-1

I¥ Sios redukty savybés iSplaukia, kad var-
dikliai Q; yra naturalieji skaiciai ir sudaro
grieztai didéjancia seka, kai i = 1.
. Indukcijos bidu taip pat nesunku parodyti,
kad Py Or— P Qi) = (=¥, Vk e N,
3. GT reduktai yra nesuprastinamos trupme-
nos, t.y. su visais k, (P, Q) = 1. Targ,
jog (Py, Qx) = d > 1, pagal 2-g savybe
gautume prieStara, kad d|1.
4. Redukty su lyginiais numeriais seka (Rag)
yra didéjanti, o seka (Rox41) yra mazéjanti.
Si savybe iSplaukia i§ lygybeés

[R®]

P P (=D"g
O Q-2  QiQi2’

istatius vietoje / paeiliui 2k ir 2k + 1.
BGT atveju paskutinis reduktas (lyginis ar-
ba nelyginis) sutampa su i§skleistuoju racio-
naliuoju skai€iumi.
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R. Skrabuténas 73

5. Su visais k galioja nelygybés: Ry < Ropy
ir Ry < Rop—;. Savybé jrodoma du kartus
paeiliui (kai / = 2k ir [ = 2k + 1) pasinau-
dojus lygybe

P P (==t
O Qi1 Qi

6. Su visais k ir ! galioja nelygybé Ry <
Rojyy. Pavyzdziui, kai & > [, i§ 4-5 sa-
vybiy gauname Ro; < Ropy1 < Rojy.

7. Kai GT baigtine, su visais £k < n — 1

e
QkQk+1 O

Baigtinés ar begalinés GT reduktus patogu
skaiCiuoti sudarant atitinkama lentelg, kurio-
je redukty skaitikliai ir vardikliai randami re-
miantis rekurenciosiomis formulémis. Pavyz-
dziui, raskime visus musy iSskleisto skaiciaus
%5 = [22,1, 2, 1, 7] reduktus. Sudarome len-
tele:

[t — Ri| < |Rpq1 — Ry| =

k|l=1]0]|1]2 4
ax 2(1(2|1]7
P | 1 |22]23|68]91]705
oot |1 |3]4]m

w

Todel Ry = ?‘]—2, R = %, Ry = %, Ry = 94—|,
Ry = % Siuo atveju pats skaitius sutampa
su lyginés eilés reduktu Ry. Zinant racionalio-
jo skaiCiaus skleidinj, pats skai€ius yra pasku-
tinis Sitaip apskaiCiuotas reduktas. Be to, pagal
3-ig redukty savybe atsakymas gaunamas nesu-
prastinamos trupmenos pavidalu. PavyzdZiui,
B=1[3,7,15,1,292].

kl=t1]of1 | 213 4
ar 37115 1| 292
P | 1 [3]22]333]355] 103993
Qx| 0 [1]7]106]113] 33102

Todeél B = Ry = 12723 (103 993,33 102) = 1.

Kai grandininé trupmena yra begaliné, jos
redukty yra be galo daug. Teisingas toks teigi-
nys.

2 teorema. Begalinés GT redukty seka (R;)
visada konverguoja.

Dabar (2) reiSkiniui galima suteikti prasme.

Apibrézimas. Konverguojancios redukty se-
kos (R;) riba « vadinama GT (2) reiksme ir
rasoma

@=[q0:q91, 92, .- Gn,...] =

1
=qo+

7 + g2 4+ -

Svarbu yra tai, kad baigtine ar begaline GT
galima uZraSyti bet kokj realyji skaicCiy. Tik (2)
uZraSas tada gali biti ir begalinis.

3 teorema. Bet kokj realyjj skai¢iy o galima
vienareikSmiskai isskleisti GT, kuri yra baigti-
né, kai o yra racionalusis, ir begaliné, kai «
— iracionalusis skaiéius.

{rodymas. 18 pradZiy priminsime, kad kiek-
vienas realusis skai¢ius x vienareik¥miskai uz-
raSomas sveikosios dalies [x] ir trupmeninés
dalies {x} suma: x = [x]+{x},0< {x} < L.

Jei gg = [e], 0 ]n = {o}, tai @ = gy + ﬁ =

o
[go, r1]. Jei tik @ néra sveikasis skaiCius, tai
rp > 1. PaZzyméje [r1] = g1, 0 % = {ry}, kai
r2 > 1, galime uZradyti i

1
— = [q0. 91, r2].

b7 g

o =qo+

gilq procesa galima testi toliau. Kai (n+1)-

uoju Zingsniu r, > 1, tai pazymime [r,] = g,
ir - 'H = {ry}. Be to, su kiekvienu n galioja
-

o =[qo, q1, G2, ..., Guy Fngi ] (3)

Kaip matéme anksciau, kai o yra raciona-
lusis, apraSytas procesas yra baigtinis. Tai i§-
plaukia i§ Euklido algoritmo. Kai « yra iracio-
nalusis skaicius, apraSytas procesas negali biti
baigtinis, nes gautume prieStarg: racionalusis
skaiCius yra lygus iracionaliajam.

Tad iracionalaus skai€iaus « atveju gauname
jo skleidinj begaline GT [qo, 1, g2, - - -, gn, - - .].
Skleidinio vienatis iSplaukia i§ skaidiaus svei-
kosios dalies vienareik§miSkumo.

Racionalyji skaiciu [qo, g1, 92, ...,49x] Zy-
mime R, ir vadiname grandininés trupmenos
[g0,q1. 92, ....,qn, ...] n-uoju reduktu. Siy sa-
voky prasmeé paaisSkéja pastebéjus, kad GT reiks-
meé sutampa su paciu skai¢iumi «.
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74 Grandininés trupmenos

4 teorema. Skaiciaus o grandininés trupmenos
reduktiy sekos (R,) riba yra biitent isskleistasis
skaicius «o.

Realaus skaiciaus o skleidinio GT reduktus
jprasta vadinti tiesiog skaiciaus o« reduktais.
Pasinaudojus redukty savybémis, galima jro-
dyti, kad

1
o
Qn Qn+l Q;}

|Of _Rnl <

(4)

Grandininés trupmenos ir realiyjy skaiciy
artiniai

Realyjj skaiciy o galima norimu tikslumu is-
reiksti racionaliaisiais skaiciais. Tam gerai tin-
ka to skaiCiaus reduktai, tercikia tik paimti re-
duktg su pakankamai dideliu numeriu. Pasiro-
do, kad toks jvertis yra tam tikra prasme ge-
riausias. Patikslinsime §ia savoka.
Apibrézimas. Racionalusis skaiCius 3 vadina-
mas geriausiu realaus skaiCiaus o artiniu, jei
néra trupmenos 5 | € g < b, su kuria galioty
p a
‘rx e < ’a Ak
5 teorema. Realaus skai¢iaus skieidinio GT
reduktal yra jo geriausi artiniai.

PabréZtina, kad savoka geriausias artinys ne-
reiSkia, kad jis tiksliausias, nes iracionalaus
skaiciaus atveju tiksliausio artinio paprasciau-
siai néra. Sia savoka pabréZziama, kad paren-
kant skaiciaus artinj tikslumas néra vienintelis
kriterijus. DaZnai patogiau vietoje tikslesnio,
bet gremézdiSko artinio taikyti maZiau tiksly,
bet paprastesnés iSraiSkos skai€iy.

Grandininémis trupmenomis susidométa po
to, kai garsus naujujuy amziy olandy fizikas,
astronomas ir matematikas Hiuigensas (Chri-
stian Huygens, 1629-1695), bandydamas su-
kurti mechaninj planety judéjimo modelj, susi-
diré su dantraciy, kuriy dantuky santykis turi
buti kuo artimesnis tam tikram skaiciui, pa-
rinkimo problema. Dantuky skaicius dantraty-
je negali buti itin didelis, todél reikejo iesko-
ti dviejuy, palyginti nedideliy nattiraliyjy skai-
¢iu, kuriy santykis bty artimas tam skaiciui.

Simtmetiu véliau sisteminga GT teorijg suktre
§veicary matematikas Oileris (Leonhard Euler,
1707-1783), jo darbus tgseé pranciizy matemati-
kas LagranZas (Joseph Louis Lagrange, 1736-
1813).

GT placiai taikomos aproksimavimo uZdavi-
niams. PavyzdZiui, Zinoma, kad vidutinis pary
astronominiuose metuose skaifius o« yra ira-
cionalusis. ApskaiCiuota keletas jo skleidinio
begaline GT elementy:

a = 365,24220)... = [365,4,7, 1,3, ]
Pirmieji reduktai yra tokie: Ry = 365, R| =
3653, Ry = 3655, R3 = 3655 Jau senovés
Romoje buvo Zinomas reduktas R} = 365&;
Juo remiantis sudarytas vadinamasis Cezario
kalendorius, pagal kurj metuose yra 365 ir dar
ketvirtis paros. Kas ketvirti (keliamieji) metai
buvo pailginami viena para. Tacdiau R, néra
labai tikslus o artinys, todél jau XV amZiu-
je Cezario kalendorius buvo atsilikes nuo tiks-
laus Saulés laiko net 10 pary. 1589 metais
popiezius Grigalius patikslino Cezario kalen-
doriy, keliamaisiais nelaikydamas Simtmeciy,
kuriy pirmieji du skaitmenys sudaro dviZenk-
[j skai€iu, nesidalijantj i§ 4. PavyzdZiui, 1500
metai pagal Grigaliaus kalendoriy néra kelia-
mieji. Tai reik3ty, kad o & 36575 Bet ir Gri-
galiaus kalendorius nebuvo labai tikslus. Jo
paklaida — 3 paros per 10000 mety. Persy
poetas ir matematikas Omaras Chajamas apie
1079 metus buvo sudaregs dar tikslesnj kalen-
doriy, keliamaisiais 7 kartus i§ eilés laikyda-
mas kas ketvirtus metus, o aStunty karta — kas
penktus metus. Vadinasi, o = 365%, 0 tai yra
R3. Chajamo kalendoriaus paklaida mazesné
— tik 2 paros per 10000 mety.

Visas skaiCiaus 7 skleidinys néra Zinomas,
ta¢iau, Zinoma gana daug jo GT elementy ir re-
dukty. Pasirodo, didelis tikslumas pasiekiamas
gana greitai. Yra apskai¢iuota, kad

7=[3,7,151,292,1,1,1,2,1,3, 1,4,...].

Tada, pasinaudoje tuo, kad skaiiaus 8 =
[3,7, 15, 1, 292] skleidinio elementai sutampa
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R. Skrabuténas 75

su pirmaisiais r elementais, turime pirmuosius
5 skai€iaus  reduktus — geriausius artinius:

2 3 By — 22 By — 333
U = ]; l — 7 ] 2 = 106!
B _ 355 _ 103993
T 113 T 2733102
: denixios 22 333 355 .-
Idomu tai, kad skaiéiai %, 06> 113> Kaip

artiniai, buvo Zinomi gerokai iki GT teorijos
atsiradimo.  Artinj % 2 Zinojo dar Archimedas
(287-217 m. pr. Kr.), o prie§ 1500 metu Kini-
Jjoje skaiciavimams jau buvo naudojami ir arti-
niai -?%%, % Reduktas R; skiriasi nuo 7 ma-
Ziau nei ﬁ. Kadangi  skleidinyje g4 = 292,
tai reduktai R, ir ypat Rj3 yra labai tikslis ar-
tiniai. PavyzdZiui,

lm — R3| < < 0,0000002.

113-33102

GT placiai taikomos ne tik aproksimacijoms,
bet ir diofantinéms (neapibréZtosioms) lygtims,
lyginiams spresti. PavyzdZiui, papras¢iausios
diofantinés lygties ax + by = ¢ su sveikaisiais
koeficientais @, b, ¢ bendrasis sprendinys, kai
(a, b) = 1, apskai¢iuojamas pagal formules:

x=(=1)""'cQu14bt, y = (=1)"cPy_—at;

Pn 1 4]

gia R, = yra skaiCiaus 7 skleidinio
BGT pnespaskutlms reduktas, o t — sveikasis
skaiCius.

Periodinés grandininés trupmenos

I$skleisti realyjj skaiiy grandinine trupmena —
anaiptol néra paprastas uZdavinys. Tik racio-
naliuosius skaicius ir kvadratines iracionalybes
i¥skleisti GT palyginti nesudétinga.

Apibrézimas. Realyjj, bet neracionalyjj kvad-
ratinés lygties ax® + bx + ¢ = 0 su sveikai-
Siais koeficientais a, b, ¢ sprendinj a vadiname
kvadratine iracionalybe.

Pavyzdziui, /7 ir 1 + +/3 yra kvadratinés
iracionalybés, nes yra atitinkamai kvadratiniy

lygiu x2 =7 = 0 ir x2 —2x — 2 = 0 Sak-
nys. Skleisdami kvadrating iracionalybe +/2
GT, gauname:

V2 =[v2] +

1

(V2) =1+ (vV2-1) =

V2-1

|
0 — N
V2-1

ir procesas ima kartotis. Todél /2 = [1,2,2,
2,...].

Apskaiéiavc; R = Ry = 1

7
'), R" = 2

3!

Ry = .,.,, pastebime, kad jau R3 yra gana tiks-
lus skaiGiaus +/2 artinys, nes pagal (4)
17
‘ ~ < < 0,0031.
12 12 .27

Pasirodo, kad §itoks +/2 skleidimo rezultatas
ne atsitiktinumas, o désningumas. Dar 1770
metais LagranZas jrodé, kad periodiniy begali-
niy GT aib¢ sutampa su kvadratiniy iraciona-
lybiy aibe.
Apibrézimas. Begaliné grandininé trupmena
@ = [q0,q1,q2, .., qn, ...] vadinama perio-
dine, jei egzistuoja tokie natiiralieji skaiciai m
ir h, kad su bet kurivo k = m galioja lygybé
dk+h = qf.
Sutrumpintai raSome
@ =|q0,91,92, ..., Tii—1s Guts + -y Guth—1]-
Kaip ir sisteminiy trupmeny teorijoje gali-
ma kalbéti apie grynai periodines ir misrias
periodines begalines GT. Jei m = 0, tai GT
vadinama grynai periodine.

6 teorema (LagranZo). Kiekvienos periodinés
GT reikime yra lygi kvadratinei iracionalybei.
Ir atvirksciai: kiekviena kvadratiné iraciona-
lybé iSskleidZiama periodine (gryngja ar mis-
rigia) GT.

Pagal turimg skaiCiaus « skleidinj grynai pe-
riodine GT
o= [Q(}sffl:f]L

s Qh—1G0y G1y v ooy Gh=1,y -«

o+ w
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76 Grandininés trupmenos

kvadrating iracionalybe, kuria tas skleidinys 18-
reifkia, patogiausia rasti naudojantis formule

o= Py + P2
 aQp-1+ 02’

&)

¢ia i yra GT elementy periode skaicius (perio-
do ilgis).

Si formule i$plaukia i§ (3) iSraiSkos, kuri
Siuo atveju yra @ = [qo, g1, G2, ..., Qh—1, ]
Pertvarke (5) formulg, gauname kvadrating lyg-
tj atzvilgiu a:

On_10® + (Qn-2 — Ph—t)at — P2 = 0. (6)

Kai turime skleidinj miSria periodine GT su
ilgio m prieSperiodZiu

@ =[q0, q1. g2, - - -
dm+h—1:qm, - -

y Ooi=1s Goes G145+ - <5
o5 @bili=1s v sy

tai patogiausia i§ pradziy pagal (6) formulg ras-
ti kvadrating iracionalybe «,,, iSreiSkiancig ati-
tinkamg grynai perioding GT, o tada jau skaicCiy
« apskai€iuoti i§ iSraiSkos:

C Prn—1 + Prn—2

= ; (7)
O Q-1 + Qm—2

Pavyzdziui, kai « = 1,2, 1, 1,3], tai m = 2,
h = 3. Tada sudarome lentel¢ grynai perio-
dinei trupmenai ap = [1,1,3,1,1,3,...] ap-
skaiciuoti:

k| —=1]1(2]|3
qr 1|13
Pl 1 [1[2]7
Oyl 0 [ L]1]4

[state Siuos skai€ius i (6) formule, gauname

Tan 4 2
dap -+ |

= a?..':

arba 203 — 3w — 1 = 0.

Lh B 1D —

IS ¢ia an = -3—1'-;(-—-— Y17 Dabar apskaitiuojame .

Tuo tikslu vél sudarome lentelg, tik dabar jau
pagal prieSperiodZio elementus:

k|—1]1]2
qk 1(2
Pr 1 (13
Or| 0 |12

Pagal (7) formule galutinai gauname

az:3+1 1343417 T+«17
o = = = _
a2 241 1042417 4

Apie kvadratiniy iracionalybiy skleidima pe-
riodinémis GT yra gauta daug jdomiy rezultaty.
PavyzdZziui, jrodyta, kad o = ]H—Tﬁ kvadratine
iracionalybé (Cia p, ¢ — sveikieji, d — nattra-
lusis ir +/d ¢ N) iSskleidZiama grynai periodi-
ne GT tada ir tiktail tada, kai & > 1, o skaiius
o) = ’_q 4 patenka | intervala (—1, 0).

Kai d € N, tai v/1+d? = [d,2d,2d,...].
Si fakta sitlau skaitytojams jrodyti savarankis-
kai.

Nors bendro algoritmo néra, bet svarbesniy
iracionaliyjy konstanty skleidiniai yra gerai i§-
tyrinéti. Jau kalbéjome apie skaiCiaus 7 sklei-
dinj. PaZymétina, kad dar 1685 metais bu-
vo apskaiciuoti (J. Wallis) pirmieji 34 skai-
¢iaus skleidinio elementai. Dabar jy Zinoma
per 200000. Oileris 1737 metais surado skai-
Ciaus

>

ek — 1

ef + 1
skleidinj, su bet kokiu nattiraliuoju k. Jis ra-
do ir itin svarbios matematikoje konstantos —
skaiciaus e = 2,71828... skleidinj:

=

=2 1; 2, 1; 1.4, L, 18, wenls
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