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MedZiai ir miskai — ne miskininkysté, bet
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Sio straipsnio autorius, VU Matematikos ir informatikos fakulteto profesorius, turi se-
ny sqskaity su kombinatorika. 1962 mety Respublikinés jaunijy matematiky olimpiados
baigiamajame rate jis nei§sprendé kombinatorinio uZdavinio. Tai sukliudé jam tapti pri-
zininku, o pagyrimo rastas labiaun pradZiugino moksleivio mokytojq levq Ausraite. Todél
nuo to laiko jis mokosi kombinatorikos, o neseniai pradéjo mokyti ir kitus ... Vilniuje,
Budapeite, Kiote, Marselyje, Pensilvanijoje. 1996 metais publikavo savo pirmaqjj moksiing
straipsnj Sioje srityje. Bet dar abejoja, ar panasy olimpiados uZdavinf jis jau jveikty.

Vilniaus universiteto auklétinis Rudamina DusetiSkis 1633 metais
paraSytoje disertacijoje pasteb¢jo, kad Zemé sudaryta i§ ne dau-
giau kaip 34332 smilteliy. O mes bandysime skaiciuoti miskus ir
medZius! Taip, taip, nes jie yra vieni i§ jdomiausiy grafy teorijos
objekty. Mintis suskaiCiuoti galimy cheminiy junginiy tipus, apra-
Somus grafais, gimé 1850 metais angly matematiko Keilio (Arthur
Cayley, 1821-1895) galvoje.

I§ pradziy teks paminéti nemaZza apibréZimuy. Jeigu pabosty juos
beskaitant, patartume toliau Sio straipsnelio nebeskaityti, o Ciupti
idomig P. Tanenbaumo ir R. Arnoldo knyga ,,Kelioné i §iuolaiking
matematika”, TEV, Vilnius, 1995. Ten, 5-8 skyriuose rasite tas
sqvokas, puikiai iliustruotas pavyzdZiais. Situlome taip pat paskai-
tyti L. Maliaukienés ,,Grafy teorijos jZanga™.! Jei uZsidegsite noru
Zengti dar vieng Zingsnj, mes Jisy paslaugoms.

NubraiZzykime tris figtiras, kaip parodyta 1 paveiksle.

Kiekvienoje figiiroje paZzymeti ir skaiciais 1,2, 3,4, 5,6 sunu-
meruoti taSkai, kurivos vadinsime virsitnémis; virStiniy aibe Zy-
mésime V. Vir§ines jungiancias atkarpas vadinsime briaunomis.
Jas Zymékime atitinkamomis vir§tiniy poromis. Atmetg skliaustus
iprastiniame pory Zyméjime (i, j) ir susitarg, kad ij = ji, gauna-
me briauny aibe £ = {12, 14, 16, 32, 34, 36, 52, 54, 56}. Pirmyju
dviejy figliry briauny aibeés tos pacios, todel Sias figliras laikome ly-
giomis. Trecioje gauname E = {12, 13, 16, 24, 25, 34, 35, 46, 56}.
Nors geometrine iSvaizda ji nesiskiria nuo antrosios figliros, jas
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Keliai, takai, medziai

2 pav.

E. Manstaviéius

laikome skirtingomis. Lakios vaizduotés skaitytojas toliau braiZy-
ty dar jvairesnes konfigtiracijas. Jos sudaro grafiy teorijos tyrimy
objekta.

Grafu vadiname aibiy porg G = (V, E), ¢ia V — vir§tiniy, sunu-
meruoty skaiciais {1,...,n}, aibé, n > 1, o E — briauny, arba
virSiniy pory, aibé. Du grafai laikomi lygiais, jei jy vir§anés yra
sunumeruotos tais paciais skailiais ir, sutapatinus vienodo nume-
rio vir§iines, briauny aibés sutampa. Taigi sureik§minome virsi-
niy numeracija. DaZniausiai tokios figuiros vadinamos numeruotai-
siais grafais. Skai€iy n vadiname grafo G eile, o briauny skai-
¢iy |E| = m — jo didumu. Kai m = 0, G vadinamas tuicivoju
grafu, o kai visos virSunés i§ V tarpusavyje yra sujungtos, t.y.
m = C = (), — pilnuoju grafu. Sis maksimalaus didumo grafas
Zymimas K".

Prisiming savo tiksla, suskai¢iuokime kiek yra n-osios eilés grafy.
1 teiginys. Galima sudaryti 2""=2/2 skirtingy n-osios eilés grafy.
{rodymas. n-osios eilés grafo didumas gali buti 0,1, ..., k,..., N,
tia N = (3). Braizydami k didumo grafa, jo briauny aibe galétu-
me parinkti vienu i§ (T) budy. Taigi skirtingy r-osios eilés grafy
gauname

N N NY NN
1+(])+-~+(k)+---+(N)—(1+1) =2V,

Iveike pirmaja uZduotj, esame verti lengvesnio pasivaiki¢iojimo
grafais. Keliu G grafe vadinsime virstiniy ir briauny seka viejvs ...
Vi€iVig] ... Uk, Cla ¢ = Vivi41, 1| €1 €< k— 1. Keliaudami Siuo
keliu, i§ vir§inés v) briauna e; patenkame | gretimg vir§ine v, ir
taip toliau. Deja, briauny tilteliai i§ vienos vir§iinés i kita biina
permesti ne visada. Jeigu bet kurias dvi grafo vir§iines jungia ke-
lias, tai jj vadiname jungiuoju. Grafa gali sudaryti keletas jungiy
pografiu, vadinamy jungiosiomis komponentémis. Trumpai kalbant,
kiekvienas grafas yra jo jungiyju komponenciy sajunga. PavyzdZiui
2 paveiksle pavaizduotas grafas, sudarytas i$ 4 jungiyjy komponen-
¢iy.

§ 9
11 14 15 16

Grafo kelias, kuriame néra pasikartojanciy virStiniy, vadinamas
taku. Jeigu kelyje visos vidinés vir§unés yra skirtingos, o pirma
ir paskutiné sutampa, tai jis vadinamas cikfu. Su ciklais yra susije
daug taikomujy uzdaviniy, apraSyty misy rekomenduotoje knygoje,
bet mes pasuksime prie grafy, neturiniy jy. Beciklj grafa vadiname
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Skaiciuojame medzius

MedZiai ir miskai — ne miskininkysté, bet kombinatorika 41

misku, o jungy miska — medziu. Ir nicko keisto, kad medZiai sudaro
miska! Stai keletas tiesiy ir kreivy 4-sios eilés medziy (3 pav.).

1 2 3 4 4 3 2 1

1 3 2 4
= -

(3]

1 W N2
3:7\¢
1
2

Jungusis grafas tada ir tik tada yra medis, kai m = n — 1. [si-
tikinkite. Pastebékime, kad medis, kai n > 2, turi bent du lapus
— virSines, i§ kuriy yra iSvesta tik po vieng briaung. I3 tiesy, jei
d(v) yra skai€ius briaunu, iSvesty i§ v € V (d(v) vadinsime vir-
sunes laipsniu), tai pasinaudodami tuo, kad briauna turi du galus,
gauname

Zd(u) =2m =2(n — 1).

veV

IS Cia iSplaukia, kad bent dvieju vir§uniy v laipsnis d(v) = 1.

Raskime n-osios eilés medZiy skaiCiy, kurj Zymeésime ¢,. Kai
n=1,2,3,4, tai nesunku padaryti nubraiZius visus iy eiliy me-
dZius. Papilde 3 paveiksla, gautume 16 skirtingy 4-osios eilés
medZiy. Deja, kai n didelis, medZiy jvairové sunkiai aprépia-
ma. Bet yra sena gera idé¢ja: kiekvienam skai¢iuojamam objek-
tui vienareikSmi8kai priskirti kita, paprastesnj (vadinkime jj kodu)
ir suskaiciuoti skirtingus kodus. MedZio koda pasiiilé Pritferis
(F. Priifer). Tegu toliau n > 2. MedZiui G = (V, E), kurio
vir§iiniy aibé V = {I1,...,n}, vienareik§miskai priskiriama seka
a = (ay,...,ay-2), a; € V, kurioje galimi skaiiy pasikartoji-
mai. Ji vadinama medZio Prififerio kodu. Stai §io kodo sudarymo
algoritmas:

| Zingsnis: jei medZio lapo su maZiausiu numeriu b; gretimoji
virSuné yra ay, tai kodo pirmoje pozicijoje ra§ome ay;

2 Zingsnis: i§ medZio iSmetame virsting b; ir ja jungiandia briauna;
jei by yra likusio medZio maZiausias lapo indeksas, o a; — jam
gretimos virStinés numeris, tai sudaromo kodo antroje pozicijoje
raSome as;

3 Zingsnis: kKartojame 2 Zingsnj, b keisdami ba, b3 ir t.t.;

4 Zingsnis: sudare seka (ay, ..., a,—2) procesa sustabdome.

MedZio, nubraiZyto 4 paveiksle, Priiiferio kodas & = (2, 2, 4. 4, 6,
6,8,8). Ar, turédami koda, vienareikSmiSkai atstatytume medj?
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E. Manstavicius

PlokStumoje paZymekime aibe V = {1, 2, ..., n} tasky ir lyginki-
me juos su kodo o = (ay, aa, ..., ay—2) skaifiais. Vadovaukimeés
atvirk§tiniu algoritmu:

| Zingsnis: jei by yra maZiausias i§ bent dviejy V aibés skaiéiy, ne-
sanciy sekoje &, tada plokStumos taskus b; ir @) sujunkime briauna;
2 Zingsnis: aibe V pakeiskime V' \ {b}, 0o ¢ — seka (a2, ..
ir pakartokime 1 Zingsnj;

“y an—'l)

3 Zingsnis: kartokime 2 Zingsnj tol, kol iSsemsime visg koda (kartu
bréZiame n — 2 grafo briaunas);
4 Zingsnis: tarpusavyje sujunkime dvi likusias aibés V' viriines.
Pastebékime, kad taikydami §j algoritmg nubraiZzéme »n — | briau-
ny, jungiandiy visas virSunes bent po viena karty. NubraiZytasis
grafas yra medis. NeiSsiggskite, kad Jono ir Onutés nubraiZytieji
medZiai skiriasi geometrine i§vaizda. AtidZiau paZitrejeg, jsitikinsi-
te, kad abu medZiai yra lygtis. Dabar jau galime jrodyti 1889 mety
Keilio teorema.

= s =3 . o v
2 teiginys. Yra g, = n""™" numeruoty n-osios eilés medziy.

[rodymas. Kaip ir Klarkas (L. E. Clarke) 1963 metais, naudosi-
mes Pritferio kodais. Kadangi kiekvienas kodas vienareik§migkai
apibréZia medj, o medis atitinka vieng koda, tai pakanka suskai-
Ciuoti, kiek i§ viso yra seky (ay, ..., ay,—2), ¢ia @; — bet koks aibés
{I,...,n} skai¢ius. Kadangi a; gali nepriklausomai vienas nuo kito
igyti visas reik§mes, tai i§ viso yran -n-...-n = n""2 seky.

Taigi, jeigu projektuodami vandentiekio tinklg n sodybu gyven-
vieteje del taupumo nevesite linijy, sudaranciy ciklus, vis tiek jums
teks perZifiréti n" 2 galimy varianty. Kaip, Zinant atskiry trasos
atkarpy kainas, parinkti pigiausia varianta (minimalyjj jungiantjjj
medj), jus pamokys anks¢iau minéta knyga.

Miisy aptartieji medZiai iki §iol neturéjo Sakny. Ka gi, jeigu jdo-
miau su jomis, pasodinkime medj viena virSiine | Zemg ir gausime
medj su Saknimi. Ta virStng vadinsime Saknimi, o pati medj —
Sakniniu. Saknimi gali biiti pavadinta bet kuri i§ n vir§iiniy, to-
del i§ Keilio teoremos iSplaukia, kad n-osios eilés Sakniniy medZiy
skaigius ¢, = n"~ 1.

Saknfng' miSka sudaro baigtiné Sakniniy medZiy sajunga, o misko
Saknj — jo medZiy Sakny aibé. SuskaiCiuokime ir tokius miskus.

3 teiginys. Sakniniy n-osios eilés misky skaicius

Il
dn L

— — 111—1. ]
n—+1 (n+1) (1)

Irodymas. Pirmoji i§ (1) lygybiu — n-osios eilés Sakniniy miSky
skaiCiaus ir (n + 1)-osios eilés Sakniniy medZiy skaiCiaus ryS§ys.
Atskleiskime jj. Nagrinékime (7 + 1)-osios eilés Sakninj medj.
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5 pav.

Funkcijos, asocijuotos su
grafais

Tarkime, jo Saknis pazyméta numeriu j, 1 < j < n+ 1. Te-
gu vy,..., v yra gretimos jai virSiinés. Atéme Sia Saknj bei i§
jos i§vestasias briaunas i§ medZio, gauname n-osios eilés k medziy
miska. Del korektiSkumo jo vir§iines reikia pernumeruoti naudojan-
tis tik skaiciais {1, ..., n}. Tuo tikslu virstniy indeksus, didesnius
uz j, sumaZinkime vienetu. Aibé {vy,..., vx} sudaro gautojo n-
osios eilés misko Saknj. Pastebékime, kad tokj pat miSkg galima
gauti net i§ »n 4+ 1 Sakninio medZio. Palyginkime du skirtingus,
pavaizduotus 5 paveiksle medZius.

Pagal apraSyty procediira i$ abiejy medZiy gautume ta patj 10-
osios eilés miSka su Saknimi {5, 7}. Taigi sudarant miska medzio
Saknies indeksas j nereik§mingas, i§ (n 4 1)-osios eilés Sakninio
n+ 1 medZio gauname vieng n-osios eilés miska. AtvirkScia pasta-
ba irgi teisinga. Sujunge misko Saknis su viena papildoma virtine,
pazymeéta j, | < j < n+ 1, ir laikoma medZio Saknimi, gautume
n+ 1 skirtinga Sakninj medj. Zinoma, vir§iniy indeksus, ne mazes-
nius uz j, reikty padidinti vienetu. Vadinasi, pirmoji i§ (1) lygybiy
yra teisinga. Antroji iSplaukia i§ Keilio teoremos.

Misy samprotavimai akivaizdZiai pasunkéjo. Taikydami tokius
kombinatorinius metodus, giliai jklimptume. Todél prisiminkime
pacios matematikos evoliucija. Kai skaiciy teorijos uzdaviniai pa-
sidar¢ per sunkiis, matematikai jvedé funkcijas ir, jas iStyre, grizo
atgal prie skaiciy. Funkcijy teorijos problemoms jveikti jvedamos
erdvés... Apskritai, tirdamas Zeme, Zmogus daZnai Zitri | dangy.

Ir mes pakilkime vienu lygiu auk§¢iau. Sekas g,, t, bei d,, api-
bréziandias atitinkamy n-osios eilés medziy bei Sakniniy medziy
ir miSky skaicius, susiekime su eksponentinémis generuojanciomis
funkcijomis (e.g.f.):

55 gii® & £ x" @ dpx"
X)) = —, T(x) = —, D(x) = —.
Q) ”ZU n! 2 ”Z(:) ! (x) Zﬂ n!
= —] n=

Susitarkime, kad gg = 19 = 0, bet dy = 1. Vienety sekos e.g.f. yra
funkcija
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E. Manstavicius

PanaSiai apibréZtume ir bet kokios sekos a,, n = 0, e.g.f.

Su begalinémis eilutémis sudéties ir daugybos veiksmus atlik-
sime formaliai, t.y. panariui, kaip ir su daugianariais. Tas ypag
malonu neZinantiems ar pamirSusiems eilugiy konvergavimo ar ab-
soliutaus konvergavimo savokas bei kriterijus. Kiekvienas eilutés
narys gali bati laikomas fiksuotos eilés medZiy arba misky e.g.f.
Kai eilés yra skirtingos, §iy objekty aibés nepersikerta, o visy me-
dZiy ar migky e.g.f. yra begalin¢ §iy vienanariy suma. Galima biity
isivaizduoti, kad pati e.g.f. paeiliui ,skaiCiuoja® tiriamus objek-
tus, o nariy daugikliai x"/n! tik padeda, kad auganti dalinés sumos
reik§me ,,nenuklysty” j begalybe. Pasitikrinkime, ar suvokéme tai,
ir raskime Sakniniy misky, sudaryty tik i§ k medziy, e.g.f., kuria
pazymekime Dy (x).

AiSku, bet kokios eilés misky, turin€iy tik viena medj, yra tiek,
kiek paCiy medZiy. Vadinasi, D|(x) = T'(x). Kiekvieng n-osios
eilés dvieju medZiy miska galima gauti pirmuoju imant k-osios eilés
medi, 0 < k < n, ir prie jo pridedant antrajj (n — k)-osios eilés
medj. Pirmojo medZio vir§tiniy indeksus (jy yra k) galime rinktis
i§ aibés {1,...,n) bet kaip, t.y. turime (}) galimybiy. Be to,
kiekvienai tokiai indeksy aibei galime sudaryti #; $akniniy medziy.
likusius n —k indeksy atitinka 7, medZiy. I medzZiy tvarkg miske
neatsizvelgiama, todé¢l n-osios eilés Sakniniy misky, turindiy du
medZius, yra

1 & /n
'2"!' g (k)tktn—k-

Kadangi

n

T’ x)y=Yy. (Z (Z)fkfn—k)i—!s

n=0 k=0

tai Dy(x) = T2(x)/2. Toliau pritaikg matematine indukcija, uZra-
Some geidZiama atsakyma: Dy (x) = T*(x)/k!. Maza to, pastebéje,
kad visa Sakniniy misky aibé yra sajunga misky, turinéiy & $akniniy
medZiy, bei pasinaudojg¢ (2) formule, gauname

T(x) T?*x) T*(x)

¢ s gk SA9
1 21 o Te=ET @

Dx)=1+4

Vadinasi, i§ Cia ir 2 bei 3 teiginiy iSplaukia tapatybé

oo

(n + 1)"“],\'" ) pit—lyn
Z n! = &P Z n! '

n=0 n=I

Ar butume jg atrade be grafy teorijos? PedantiSkas skaitytojas dabar

gali jsitikinti, kad abi eilutés konverguoja srityje |x| < e~ !.
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Jei gali apibendrinti,
daryk tai

MedZiai ir miskai — ne miskininkysté, bet kombinatorika 45

ISskirti Saknis nagrinétuose grafuose néra biitina. Tada gautu-
me panaSius ir kity, apibréZianCiy neSakniniy grafy skaicius, seky
sarySius. IS lygybiy

oo =
oo b,,x” n" 2xu
E = @%p E e
nl n!

o 2:1(:;—1)/2“:11

o0 n
nX
S e
"0 . ne=l n:
raskite n-osios eilés neSakniniy misky skaiciy b, ir jungiy n-osios
eilés grafy kiekj r,. Kaip tai padaryti?

IS paprastesniy objekty, medZiy, galima sudaryti jy aibes, pernu-
meruoti pradinius elementus, vir§iines ir gauti miskus. Panagiy
konstrukciju daznai pasitaiko kombinatorikoje. Kombinatorine (nu-
meruotaja) struktitra pavadinkime bet kokia sunumeruoty skaiciais
1,2,...,n baigting n elementy, tarp kuriy yra kokie nors ry§iai,
aibe. Cian = 1,2,.... Reikalaujama, kad kiekvienam n sudaro-
my struktury skai€ius bty baigtinis. Kai kada patogu nagrinéjamas
struktiiras papildyti ruséigja struktira, kurios eilé n = 0. Taisyklés,
nurodan€ios rySius, apibréZia kombinatoriniy struktiiry, pavyzdZiui,
grafy, medZiy, misky, klas¢ . Tegu u, yra n-osios eilés struktiiry
Sioje klaseje skaicius, n > 0. Tada

2 1yt
n-
U(A) = E ol

n=0

yra klases U, arba sekos u,, e.g.f.

Tarkime, kad ¢/ ir V yra dvi struktiiry klasés. Imkime nesutvar-
kytaja pora w = wv = vu, Ciau € U ir v € V — bet kokios
strukturos. Teisingai sunumeruokime §ios poros (naujosios struktii-
ros) elementus, kaip tai daréme miske su medZiy vir§unéemis. Jei w
yra n-osios eilés, t.y. i§ viso turi n elementy, tai k i¥ ju priklauso
strukturai «, o (n —k) — struktiirai v, 0 < k < n. Pagal apibréZima
w elementams numeruoti galime naudoti tik pirmuosius n natiira-
liyjy skai€iy. Pernumeruodami u elementus, galétume naudoti bet
kokj & skai€iy poaibj, tad i§ viso yra (;:) biidy, o v elementus turétu-
me sunumeruoti likusiais skaiciais. Kiekviena numeracijg atitinka
skirtinga struktiira w. Taigi elementy numeracija lemia struktiiry
gausy! Kadangi k-osios eilés struktiiry u yra uy ir j tvarka poro-
je uv neatsizvelgiama, gauname n-osios eilés naujyju struktiiry w,
sudaryty i§ pradiniy struktry pory, skaiciy

1 n n
Wy = o Z (k)uku,,_k. (4

k=0
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E. Manstaviéius

Tokig formulg jau buvome gave, kai miska sudaré du medZiai. Visy
naujyju struktiiry w aib¢ vadiname klasiy U ir V skaidumo sandau-
ga, zymésime W = U » V. I§ (4) formulés iSplaukia skaidumo
sandaugos e.g.f. iSraiSka:

Wx)=Ux)V(x)/2

Turédami tik viena struktiiry klase U, apibréze U*? = U » U pa-
gal indukcija gautume ir korektiska U** = U » L**~1) apibrezima
kiekvienam k > 2. Aibe U** sudaro visi ¢ poaibiai, turintys k
struktiiry. Sios aibés e.g.f. lygi U¥(x)/k!. Sajunga

P={olUUuu?u...uu*uy...
vadiname U poaibiy klase. Jos e.g.[.

U(x)+U2(.1') - U* (x)

. L — RV
T TR T

Px)=1+

Taigi kombinatoriniy struktiiry sudarymo bidas atskleidZia e.g.f.
sarySius. Kas pasikeisty, jeigu nagrinétume ne { poaibiy, o jos
strukttiry seky struktiirg? Pazymékime ja Z. Dabar i§ dviejy struk-
tory ', u” € U sudarytume z = w'u” # u”u’, i§ triju gautume
z =u'u"u” ir t.t. Be to, skai¢iuodami naujas struktiiras, atsizvelg-
tume | uZraSytaja komponenciy tvarka. Nesunku pastebeti, kad
dviejy n-osios eilés strukttiry seky skaicius z, gali buti uZraSomas
pagal (4) formulg, bet be daugiklio 1/2!. ISnagrinéje £ struktury
sekas kieckvienam &, gautume tokig e.g.f. formule:

ZE) =14+UD)+U*0) + -+ U+ =
__ (5)
T 1=U@)’

Argi ne smagu naudotis formaliomis formulémis, nesukant galvos,
ar |[U(x)| < 17

[tvirtindami Zinias, panagrinékime struktiiry i8 U cikiy klase L.
Sudarant nauja struktiira i§ u Low?, ..., u* e UYircikliskai jas persta-

; = g ) 2
tant, gaunamos vienodos struktiiros, t. y. u I “2 s l'.t'l =u"... H"Ml =

.= wful. . w1, o kitais atvejais skirtingos. Galime sudaryti
(k — 1! cikly i§ k elementy, todél k-osios eilés naujyjy struktary

gautume k karty maZziau negu seku. Vadinasi, cikly klasés e.g.f.
Ux) U?(x) U*(x)

A T A S (6)

=ln(l-U@E)".

Lix)=1+

Cia pasinaudojome formaliu logaritminés funkeijos skleidiniu ei-
2
lute In(1—x)"'=14x+ e el
Misy pastangos duoda naujy netikéty rezultaty.

o+ w
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Funkciniai digrafai

(V8]
(§8)

6 pav.

2 Alfa plius omega, 1996, 1, 19-45,

4 teiginys. Sakniniy medziy e.gf T(x) tenkina funkcing lygtj
T(x) = xeT®,

[rodymas. Sakniniy medziy bei misky klases atitinkamai paZymé-
kime 7 ir D. Klasg medZiy, sudaryty tik i§ vienos virSunes, kartu
laikomos ir S8aknimi, paZymékime {v}. Jos e.g.f. yra x. Isitikiname,
kad struktiiry klasés susietos lygybe

T = w*D;

¢ia » Zymi skaidumo sandauga, kurioje struktiiry tvarka yra svar-
bi. IS tiesy kiekvienas Sakninis medis sudarytas i§ Saknies ir su ja
susieto Sakninio miSko. Kaip tik §ia savybe jau esame pastebéje ir
net pasinaudoje ja jrodydami 3 teiginj. I§ gautosios klasiy lygybes
ir (3) formulés i§plaukia 4 teiginys.

Idomiy grafy Saltinis yra baigtinés aibés atvaizdZiai | ja pacia.
Apie tai Sio pasakojimo tgsinys.

Istorija prasidéjo 1928 metais Bolonijoje pasaulinio matematiky
kongreso metu. Savo praneSime VoroneZo matematikas A. SuSkie-
vi¢ius nagringjo baigtiniy aibiy atvaizdZiy savybes. Iliustruodamas
atvaizdj f: {1,...,10} — {1,..., 10}, apibréZta lentele

(1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10)

F=\123 14448787

nurodancia, kad f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) = 1 ir t.t., nupiese
»~eZiuky* rinkinj, pavaizduota 6 paveiksle.

Siuolaikingje grafy teorijoje, kuri intensyviau pradéjo plétotis tik
ketvirtame deSimtmetyje, 6 paveiksle pavaizduotas figliry rinkinys
vadinamas funkciniu digrafu. BréZiant digrafo briaunas, nurodo-
mos kryptys. Jei, kaip ir anks€iau, briaunomis vadintume vir§tniy
poras, tai jos buty sutvarkytosios, t.y. ij # ji. Funkcinius digra-
fus apibréZianti salyga yra tokia: i§ kiekvienos vir§inés turi bati
iSvesta tik viena briauna. Kiekviena jo jungi komponenté turi cik-
la, kuriame tam tikra kryptimi apeinamos virsinés. Pavaizduoto
digrafo pirmos komponentés ciklg sudaro 1-a, 2-a bei 3-a vir§iinés,
antrosios — viena 4-a virsiiné.

Dabar atsakykime i du klausimus: kiek i§ viso yra n-osios ei-
lés funkciniy digrafy ir kiek i$ ju yra jungiy. PaZymékime Siuos
skaiCius f, ir j,. Idomu, koks yra santykis j,/fy, kai n neapréztai
dideja. SkaiCiusieji V. Stakeéno ir G. Stepanausko ,,Analizinés skai-
&iy teorijos apZvalga*® pajus analogija su pirminiy skaitiy teorema.
Ten pasakyta, kad iki # apytikriai yra n/In n pirminiy skaiciy.

o+
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Pabaiga

E. Manstavic¢ius

Pirmasis uZdavinys yra labai paprastas. Pakanka isitikinti, kad
bet kokj atvaizdj galima apibréZti dvieju eiluciy lentele. Pirmoje
eilut¢je suraSome vaizduojamuosius skaiéius nuo 1 iki n, o antro-
joje — ju vaizdus. Skirtingy atvaizdZiy lentelés skiriasi antrosiomis
eilutémis. Kiekvienoje Sios eilutés pozicijoje gali biiti bet kuris i§
pirmyjy n natiraliyjy skaiciy, todél gauname f, = n", kai n > 1.

IeSkant antrojo uZdavinio sprendimo, galima pasinaudoti e.g.f.
sary§iais. Funkciniai digrafai sudaro jungiy digrafy poaibiy klase.
Vadinasi,

e nxt o
Fo =143 — ey
n=| n=I
Jau ir i§ Cia galétume gauti j, i8raiSka. Bet labiau patyres skai-
tytojas pasistengs rasti ir pasinaudoti dar paprastesniais sarySiais.
Pastebékime, kad funkciniai digrafai yra kombinatorinés struktiiros,
kurios gali buti gautos imant Sakniniy medZiy cikly poaibius. Jei
T(x) yra iy medziy e.g.f, tai In(1 — T(x))~! — jy cikly e.g.f..
Toliau skai¢iuodami poaibiy klasés e.g.f., gauname

j”l,n
1!

Fx)=exp{In(1-=T) ") = -T@)™".

Vadinasi, jungiuy funkciniy digrafy skaidius j, gali biiti ieSkomas
naudojantis lygybe

o0 j,,x” 1
1 =T
e n: A
Kadangi T(x) koeficientas t, = n"~!, tai remdamiesi sudétiniy

funkeijy Teiloro koeficienty skai¢iavimo taisykle, i§ ¢ia gauname
atsakyma ir | antrajj klausima:
n—1
) n
Jn={(n—1)! — (7

st
s=0

I8 &ia iSplaukia

Jn [
— o~ [— , 8
7 5 n—> 00 (8)

Nuorodas, kaip aproksimuoti sumg (7) formuléje, galima rasti
matematines analizés knygose. Ten ieSkokite ir Stirlingo formulés
n!~ «/2mrne™"n", reikalingos (8) asimptotiniam sary§iui i§vesti.

Viskas atrodo paprasta. Ar i§ tiesy?... Tad kokia kombinatoring
prasme slepia lygybés

]+x+x2+...=(]_x)‘lzexp{ln(l—xrl}?
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