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Uzdavinius, kurie yra iSspresti pritaikius nauja
idéja, verta gerai i§sinagrinéti ir jsidémeéti. Gali
biiti, kad ta idéja anks€iau ar véliau pravers.
Siame straipsnyje panagrinésime apibrézti-
nj apskritima kaip pagalbine linijg, padedancia
nustatyti ieSkomus sarySius. I§ pradZiy primin-
kime jo savybes, susijusias su keturkampiais.

B C

1 pav.

2 pav.

Keturkampio ABC D vir§iinés yra apskriti-
mo taSkai (1 pav.). Sakome, kad apskritimas
yra apibréZtas apie keturkampi ABCD, arba
keturkampis ABCD jbréztas i §j apskritima.
Keturkampis ABCD vadinamas jbréztiniu, o
apskritimas — apibréZtiniu apie keturkam-
pi ABCD.

IbréZtinio keturkampio poZymiai:

1) jbréZtinio keturkampio kraStiniy vidurio
statmenys kertasi viename taske (tas tas-
kas yra apibréZtinio apskritimo centras,
Zr. 2 pav.);

Daugelj geometrijos uidaviniy pradedame spresti nusibréfe vienq ar keletq pagalbiniy
linijy, kurios padeda nustatyti Zinomy ir neZinomy figitros elementy rysj. Daznai sugalvo-
ti, kurias linijas reikéty brézti, biina nelengva. Straipsnyje nagrinéjama, kaip pagalbinis
apskritimas padeda nustatyti ieSkomus sqrysius ir iSspresti uidavinj.

Straipsnio autorius — KTU gimnazijos matematikos mokytojas, parenges ne vieng Lietuvos
Jaunuyjy matematiky olimpiados nugalétojq bei prizininkg.

2) kiekviena jbréztinio keturkampio krasti-
né matoma i§ prie§ ja esanCios krastinés
galy tuo paciu kampu (3 pav.);

3) ibréZtinio keturkampio priefingu kampuy
suma lygi 180°,

4 pav.

Panagrinékime porg paprasty pavyzdéliy, ku-
rinose reikia pasiremti kuriuo nors ibréZtinio
keturkampio poZymiu.

1 pavyzdys. Keturkampio ABCD vidaus kam-
py pusiaukampinés susikirsdamos sudaro iski-
lgji keturkampj KLNM (4 pav.). [rodykime,
kad apie ji galima apibrézti apskritimg.

Sprendimas. Trikampio AN D
LMNK = 180°—(LNAD+/ZNDA) = 180°—
3(£A+ £D).

AnalogiSkai trikampio BLC
ZMLK = 180° — 1(4B + £C).
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Tada
LMNK + ZMLK = 360° — 3(LA + 4B +
ZC 4+ £D) = 360° — % +360° = 180°.

Remiantis tre€iuoju jbréZtinio keturkampio
poZymiu, apie keturkampj M N K L galima api-
brézti apskritima.

2 pavyzdys. Staciojo trikampio ABC jZam-
binéje BC ir statinyje AB paZyméti atitinka-
mai taskai D ir E taip, kad ZDCE = /DAE
(5 pav.). Raskime £CDE.

Sprendimas. Kadangi keturkampio ACDE
kraStine DE matoma tuo paciu kampu i§ vir-
§tuniy A ir C, tai pagal antrgjj poZym] apie ke-
turkampj] ACDE galima apibrézti apskritima.

Pagal treciaji poZymi
ZCDE = 180°—ZCAE = 180° —90° = 90°.
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5 pav.

6 pav.

Prisiming jbréZtinio keturkampio savybes,
pereikime prie jy taikymo.

3 pavyzdys. ISvestos smailiojo trikampio
ABC aukstinés AP, BQ ir CR (6 pav.). [ro-
dykime, kad ZABQ = ZAPR.

Sprendimas. Tegul H yra trikampio ABC
aukstiniy susikirtimo taSkas. Kadangi ZAPB
ir ZC R B — statieji, tai apie keturkampj BPHR
galima apibreéZti apskritima, B H laikant skers-
meniu. NubréZ¢ apskritimg, pastebime, kad
ZABQ = ZAPR (kaip jbréZtiniai kampai, be-
siremiantys j ta patj lanka).

Taigi pasinaudoj¢ pagalbiniu apskritimu, pri-
taikéme jbréZtiniy kampy teoremg ir kartu nu-
statéme ry§j tarp nurodyty kampy.

Keletg analogiSkuy uZdaviniy sitilome iSspres-
ti savarankiSkai.

1 uZdavinys. I§ sta¢iojo trikampio ABC statinio BC
iSvestas statmuo MN | {Zambing AB. [Irodykite, kad
LMAN = ZMCN.

2 uZdavinys. Staciojo trikampio iSoréje nubraiZytas
kvadratas, kurio viena kraStin¢ yra trikampio j{Zambine.
Trodykite, kad tiese, jungianti stagiojo trikampio statiojo

kampo viriiine su kvadrato centru, dalija statujj trikampio
kampa pusiau.

3 uZdavinys. Kampo viduje paimtas bet koks tas-
kas M. IS jo iSvesti statmenys M P ir M Q kampo krag-
tinems. IS kampo virSiinés A iSvestas statmuo AK at-
karpai P Q. Irodykite, kad ZKAP = ZMAQ.

4 pavyzdys. [rodykime, kad atkarpa, jun-
gianti dviejy smailiojo trikampio aukstiniy pag-
rindus, atkerta nuo jo trikampj, panasy | duo-
tqji (7 pav.).

Sprendimas. Tegu AA, ir BB| — smailiojo
trikampio ABC aukstinés. ZAA|B ir ZAB| B
statiis, todel apskritimas, nubréZtas kraStine AB
laikant skersmeniu, eis per tafkus A ir B;. To-
liau pastebime, kad
LZABC = 180° — LZAB A,

LAVBIC =180°— ZAB A,
todel LZABC = ZA|B,C) ir trikampiai ABC
ir A1 B1C yra pana3is.

4 uZdavinys. I3 lygiagretainio ABCD vir§iinés A i§-
vestos aukstinés AM ir AN. Trodykite, kad trikampiai
AMN ir ABC yra panajus.

5 uZdavinys. IS trikampio ABC aukStines AH pag-
rindo H | krastines AC ir BC i§vesti statmenys HM ir
HN. Irodykite, kad trikampis CM N panaSus | trikampj
ABC.

A B
7 pav.

Kartais naudinga pagalbinj apskritima api-
bréZzti ir apie trikampj.

5 pavyzdys. [rodykime, kad trikampio pu-
staukampinés kvadratas lygus jo krastiniy, ei-
nanciy is to paties tasko kaip ir pusiaukampiné,
sandaugos ir atkarpy, | kurias pusiaukampiné
dalija trecigjq kraSting, sandaugos skirtumui
(8 pav.).

Sprendimas. Apie trikampj ABC apibrézi-
kime apskritimg ir pratgskime pusiaukamping
C D iki susikirtimo su apskritimu taSke E. Te-
gu BC = a, AC = b, AD =m, BD = n,
CD=I, DE = x.
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9 pav. 10 pav.
Pagal salyga ZACE = ZBCE, be to,

LAEC = ZABC Kkaip jbréZtiniai kampai, be-
siremiantys | ta patj kampa. Taigi trikampiai
ACE bei BCD yra pana3is, todé¢l teisinga ly-
gybeé: ’%‘1 = £. I§ jos gauname /> = ab — Ix.
Kadangi stygos AB ir CE kertasi taske D, tai
teisinga lygybé Ix = mn ir I = ab — mn.

6 pavyzdys. Trikampio aukstiné ir pusiau-
krastiné, isvestos i§ vienos virsinés, yra tri-
kampio viduje, nesutampa ir sudaro lygius kam-
pus su kraStinémis, einanciomis is tos pacios
virsitnés (9 pav.). [rodykime, kad trikampis yra
statusis.

Sprendimas. Tegul trikampio ABC aukstiné
CH ir pusiaukrastine CM su krastinémis AC
ir BC sudaro lygius kampus. Apie trikampj
ABC apibrésSime apskritima ir pratgsime pu-
siaukra§ting CM iki susikirtimo su apskriti-
mu taSke D. Nagrinékime trikampius ACH
ir BCD. IS salygos Zinome, kad ZACH =
ZBCM, o LA = £D, nes jie yra jbréZtiniai
kampai, besiremiantys | tg patj lankg. Tada ly-
gus ir tretieji kampai ZAHC = ZCBD = 90°,
o CD — apskritimo skersmuo.

Apskritimo centras yra skersmenyje CD ir
tiesé¢je m, statmenoje A B ir einancioje per AB
vidurio taska M. PusiaukraStiné C M néra auks-
tine, todeél tiesés C D ir m turi tik vieng bendra
taSka M, kuris ir yra apibréZto apskritimo cent-
ras. Vadinasi, AB yra apskritimo skersmuo ir
LACB = 90°.

6 uZdavinys. Raskite trikampio kampus, jei Zinoma,
kad:

a) pusiaukradting ir auksting, i§vestos i vienos vir-
Sunes, dalija kampa j tris lygias dalis;

b} pusiaukradting, pusiaukamping ir auksting, iSves-
tos i§ vieno tasko, dalija kampg prie §ios vir§onés
i keturias lygias dalis.

Al Bl B]
A
/\C/\ =
B> B,
Ao )
A B 4 C, B
11 pav. 12 pav.

7 pavyzdys. Nubraiiykime lygiakrastj tri-
kampj taip, kad jo virsinés biity trijose lygia-
greciose tiesése.

Yra Zinoma keletas Sio jdomaus uZdavinio
sprendimo biidy: pasinaudojant positkiu tas-
ko ativilgiu, panaSumu, taip pat — algebriniu
metodu (10 pav.). Palyginti greitai galima is-
spresti uzZdavinj pasinaudojus pagalbiniu ap-
skritimu.

Sprendimas. Tegul ABC ieSkomasis lygia-
krastis trikampis, kurio vir§iinés yra atitinka-
mai lygiagreciose tiesése a, b ir ¢. Apskri-
timas, apibréZtas apie §j trikampi, kerta tie- -
s¢ ¢ ne tik tafke C, bet ir dar kuriame nors
taSke D. Remiantis jbréZtiniy kampy savybe,
ZADC = LZABC = 60°. Remdamiesi §ia i§-
vada jau galime pradéti braizyti. I§ bet kurio
tiesés ¢ tasko D iSvedame spindulius, suda-
rancius su tiese ¢ kampus, lygius 60° ir 120°.
Tegul vienas i§ spinduliy kerta tiese a taSke A
ir tiese b taske B), o kitas kerta ties¢ b tas-
ke B. Tuomet atkarpa AB yra trikampio ABC
krastine AB.

Tieséje ¢ atidékime atkarpa DC, lygig atkar-
pai AB), taip, kad taSkai C ir A buty vienoje
tieses BD puséje. Tada taskas C yra treCio-
ji trikampio ABC vir§iine, kadangi trikampiai
ABB, ir BCD yra lygis. IS Cia iSplaukia, kad
AB = BC ir ZABC = 60°.

Taigi pagalbinj apskritima kartais pravartu
naudoti ir bréZimo uZdaviniuose.

Panagrinésime dar viena pavyzdj, kur sun-
kiausia yra sugalvoti, kad apie kvadratus reikia
apibréZzti apskritimus.

8 pavyzdys. Trikampio ABC krastinés AC
ir BC kartu yra kvadraty ACA| A, ir BC By B,
nubrézty trikampio isoréje, krastinés. [rodyki-
me, kad tieses AB|, A|B ir A;B> kertasi vie-
name taske, ir raskime kampus tarp tiesiy.
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Sprendimas. Jei ZACB = 90°, tai teiginys
akivaizdus. Tuomet tiesés AB; ir A B statme-
nos ir kiekviena i§ juy kerta tiesg A; B, taSke C
45° kampu (11 pav.).

Jei ZACB # 90°, tai apskritimai, apibréZti
apie kvadratus, be taSko C turi dar vieng bendra
taSka Cy, kuris kaip tik ir yra tiesiy AB|, A\ B
ir A3 By susikirtimo taSkas (12 pav.). I§ tikryjy
ZA;C1C = 90°, kaip ibréZtinis, besiremiantis
1 pusapskritimj. AnalogiSkai ZCC;B, = 90°.
Todél £ZA,CC + Z2CC B, = 180°, t. y. spin-
duliai C| A3 ir C| B sudaro tiese.

Lygiai taip pat jrodoma, kad taskas C; yra
tiesése AB) ir A B.

Nagrinédami gautuosius jbréZtinius kampus,
randame, kad tiesés AB| ir A|B tarpusavy-

e

je statmenos ir kiekviena i§ §iy tiesiy su tiese
Az B, sudaro 45° kampg.

7 uZdavinys. Trikampio kratinés AB, AC ir BC kar-
tu yra ir lygiakra€iy trikampiy ABC|, BCA; ir CAB,,
esanCiy trikampio iSoreje, kradtinés. Trodykite, kad tiesés
AA(, BB ir CC) kertasi viename ta3ke ir kiekviena i§
Ju su kiekviena kita sudaro 60° kampa.

8 uZdavinys. Vienoje kampo krastingje yra taskai A
ir B. Raskite kitos kampo kradtinés taska, i§ kurio at-
karpa AB matoma didZiausiu kampu.

Taigi matome, kad skirtingi geometriniai uz-
daviniai sprendZiami taikant tg patj metoda.
NubréZus pagalbinj apskritima, atsiranda gali-
mybé pritaikyti daugiau teoremy ir kartu rasti
rySius tarp figliros elementy.

3. TormaH, Benosmozamensnas oxpyaicriocms, Mamemamuueckuis KPYNCOK:
TIeomempus, Bein. 1, Biopo kBanTyM, Mockpa, 1998, 11-15.
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Dar 1992 metais Tarptautiné matematiky sajunga (IMU — International
Mathematical Union) paskelbé 2000-uosius metus tarptautiniais matema-
tikos metais. Daugelio matematiniy renginiu, vykstanciy jvairiose Salyse,
tikslas — nubréZti naujojo Simtmecio svarbiausiu matematiniy tyringjimy
gaires, siekti, kad matematika tapty atviresne, kad visuomené geriau su-

prastu jos teoring ir prakting reikSme.
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