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Tyrimo uZdaviniai ir galingieji medZiai

Juozas Macys
conf@ktl.mii.lt

Neretai uZdavinio sqlygoje reikalaujama nustarvti, kuris is daugelio galimy keliy veda prie
tikslo arba yra geriausias. Straipsnyje nagrinéjami keli tokiy uidaviniy pavyzdiai: mo-
nety svérimo, siekiant surasti netikrajq, skysciy pilstymo, kol gaunamas norimas kiekis...
Kai varianty daug, atrankq itin patogu vaizduoti medZiais.

Straipsnio autorius — matematikos daktaras, dirbantis tikimybiy teorijos sritvje. Lietuvos
mokykly mokytojai ir moksleiviai paZjsta J. Maci kaip entuziastingg jaunyjyy matematiky

olimpiady, matematiniy variyby ir stovykiy organizatoriy, knygy ir vadovéliy autoriy bei

redaktoriy.

Siuolaikinés matematikos vidurinés mokyklos
kurso programos daug démesio skiria tyrimo
uzdaviniams. Sunkoka biity tiksliai apibréZti,
kas yra tyrimo uZdavinys, bet jau pats terminas
sako, kad ji spresdamas mokinys turés atlik-
ti tam tikrg matematinj tyrimg. Tiesa sakant,
kiekvienas uzdavinys yra tyrimo uzdavinys, bet
Cia paprastai turimi galvoje uzdaviniai, kai mo-
kinys gali pats save pamokyti, suskaidydamas
uzdavinj | dalinius ir padarydamas jo spren-
dimg lengvesnj. Zinoma, mokinj to taip pat
reikia pamokyti, bet greitai jis jgunda tai at-
likti savarankiSkai. Kita vertus, kai mokytojas
orientuojasi i vidutinj ar silpna mokinj, jam pa-
Ciam tenka skaidyti uzdavinj ir padéti mokiniui
kopti sudétingumo kopéciomis aukStyn.

PaaiSkinsime tai pavyzdziu. Sakykime, rei-
kia iSspresti tokj uZdavinj:

1§ 100 monety viena yra netikra ir Siek tiek
lengvesné uZ kitas. Kiek maZiausiai svérimy
reikia lékstinémis svarstyklémis be svarsciy nu-
statyti netikrg monetq?

Isivaizduokime penktokeélj, kuris pirma kar-
ta mato sudétingesnj uZdavinj. Jam tai visiSkai
nesuvokiama. O S§tai prakutes mokinys pradés
save mokyti. Aha, jei monetos dvi, — viskas
aiSku, pasvéres a§ matau, kuri lengvesne. O
jeigu trys? Aisku, kad dvieju svérimy tikrai

uzteks. Pasveriu dvi. Jeigu jos sveria vieno-
dai... stop: tada tre¢ia — netikra. O kas, jeigu
nevienodai? Tada lengvesné netikra — ji juk
vienintele. Vadinasi, ir 3 monetoms 1 sveéri-
mo uZtenka. O jei monetos keturios? Galime
sverti po dvi, ir suzZinosime, kurioje poroje yra
lengvesne. Tada reiks dar vieno svérimo. Jei-
gu sversime po vieng ir mums nepasiseks —
svarstyklés bus pusiausviros, tai vél turésime
dvi monetas, i§ kuriy viena netikra. Taigi pri-
reiks 2 svérimy. O jei penkios? Galime sverti
po 2, ir suzinosime, kurioje poroje yra leng-
vesné (o galima sverti ir po 1 — blogiausiu
atveju liks 3, su kuriomis susitvarkysime vie-
nu svérimu).

O kai monetos 67 Galima sverti po 3. Bet
galima ir po 2 — nustatysime grupe i§ 2, kurio-
Jje yra lengvesné, ir antro svérimo tikrai uZteks.
O kai monetos 7?7 Po 1 sverti neapsimoka —
gali likti net 5. Gimsta svarbi mintis — mo-
netas verta dalyti | 3 apylyges grupes. Taigi
jei sveriame po 2 — lieka daugiausia 3 (bet
galima sverti ir po 3 — antru svérimu nustaty-
sime lengvesne). O kai monetos 8? Jau aisku,
kad verta imti po 3, ir antru svérimu nustatysi- .
me lengvesng. Lygiai tas pat su 9 monetomis
— uZtenka dviejy svérimy. Jau darosi ais-
ku, kad 27 monety atveju uZteks 3 svérimuy,
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81 monetos atveju — 4 svérimy, 243 mone-
ty atveju — 5 svérimy. 100 monety atveju 5
sverimy taip pat uZteks. PavyzdZiui, imame
grupes 33, 33, 34 ir pirmu svérimu nustato-
me grupe i§ 33 arba i§ 34 monety, kurioje yra
lengvesné moneta; jeigu tai grupé i§ 33 mone-
tu, tai pridéjus | moneta i§ kitos grupeés vis tick
turésime grupe i§ 34 monety. Antru svérimu
monetas galime dalyti j grupes 11, 11, 12 ir
nustatyti 12-tuka; treciu svérimu nustatysime
4-tuka; ketvirtu svérimu nustatysime dvejetu-
ka; taigi penktu svérimu nustatysime netikraja
monety. (Zinoma, galima sverti ir po 27 mone-
tas; jei svarstyklés bus pusiausviros, prie liku-
siy 46 monety galima pridéti dar 8 ir vél sverti
po 27.)

O Stai jeigu mokiniams nesiseka (ar, saky-
sime, triksta laiko) uZzdavinj galima suskaidyti
1§ karto:

a) Kiek reikia svérimy 3 monety atveju? 4
monety atveju? 5 (6, 7, 8) monety atve-
ju?

b) Kaip 2 svérimais isskirti lengvesng mo-
netq i5 97

c) Kaip 3 svérimais iSskirti lengvesng mo-
netq i§ 277

d) Kaip 4 svérimais isskirti lengvesne mo-
netq i§ 817

e) Kaip 5 svérimais isskirti lengvesneg mo-
netq is 1007

Grupeé tokiy uZdaviniy (o ne atskiras uzda-
vinukas) ir yra matematinis tyrimas.

Beje, kol kas specialiai neuZsiminéme, ar
100 monety atveju 5 svérimai yra maZiausias
galimas skaicius. Nagrinéjant bet kurj algorit-
ma, tai pats sunkiausias klausimas: daZnai re-
miantis sveika nuovoka nesunku sugalvoti gerg
(ar geriausig) veikimo biida, o Stai jrodyti, kad
geresnio biido néra, — labai sunku.

Vis délto Sitame uzdavinyje jrodyti, kad ge-
resnio algoritmo néra (neuZteks 4 svérimy), ga-
na paprasta. I§ tikryjy, ka gi darome, kai sve-
riame? Mes suskirstome monetas | tris grupes
(vienoje i§ ju monety i§ viso gali nebiti) ir
dvi i§ juy lyginame. Kad ir kaip 100 monety

suskirstysime | tris grupes, vienoje i§ juy bus
bent 34 monetos (tai akivaizdu, bet matema-
tikai megsta sakyti: remiantis Dirichlé princi-
pu), ir jeigu mums nepasiseks, biitent joje bus
netikroji moneta. Taigi po pirmo svérimo gali
atsitikti, kad turésime ne maZziau kaip 34 mone-
tas. Skirstant §itas monetas, vienoje i§ 3 grupiy
bus bent 12 monety, ir jeigu mums nepasiseks,
joje ir bus netikroji moneta. Lygiai taip pat
treCiu svérimu mes tegalime nustatyti 4 mo-
nety grupe, o ketvirtuoju — 2 monety grupe.
Vadinasi, 4 svérimy nustatyti netikraja moneta
neuztenka. Taigi nustatant, kuri i§ 100 monety
yra netikra, reikia maZiausiai 5 sveérimu.

O dabar imkime kita uzdavinj (plg. 8 klasés
vadovelio ,,Matematika 8. II dalis“, TEV, Vil-
nius, 1999, p. 154; beje, ten rasite ir monety
svérimo uzdaviniy).

Vytas Zaidimo automaty centre rado jdomy
automatq, kuris, jmetus 5 centus, padaugina
auwtomato indikatoriuje matomq skaidiy is 3,
o [metus 2 centus, prie indikatoriuje matomo
skaiciaus prideda 4. Zaidimas pradedamas in-
dikatoriuje esant skaiciui 0. Reikia gauti skai-
¢y 2000. Jeigu Zaidéjui pavyksta pasiekti 2000
maZiausiu jmanomu skaiciumi éjinuy, jis gauna
puiky prizq — naujutélaitj kompiutery.

Kaip turi Zaisti Vytas, kad gauty prizq?

Pabandykime kol kas nekreipti démesio j cen-
tus ir tiesiog pagalvoti, kaip pasiekti 2000. Va-
dinasi, imamés spresti paprastesnj uzdavini:

Kaip maZiausiu skaic¢iumi operacijy pride-
dant 4 arba dauginant i 3 galima i§ 0 gauti
skaiciy 20007

Pirmu éjimu neapsimoka dauginti i§ 3: nulj
padauging i§ 3, vél gausime 0. Todél trum-
piausio algoritmo pirmas ¢jimas turi buti +4.
Vadinasi, reikia kuo greiciau nuo 4 pasiekti
2000. Kadangi visi algoritmu gaunami skai-
¢iai dalysis i§ 4, tai galima suprastinti i§ 4 ir
suformuluoti uzdavinj taip:

Kaip maZiausiu skaiciumi operacijy pride-
dant 1 arba dauginant is 3 galima is 1 gauti
skaiciy 5007

Pabandykime i§ 1 gauti 500. Kadangi nori-
me kilti kuo grei€iau, tai vis dauginame i§ 3:
1 >3 —=>9— 27 - 81 — 243 — 729.
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Taigi skai¢iy 500 praSokome. Pabandykime i§
pradziy gauti 2: 1 -2 — 6 — 18 — 54 —
162 — 486. Dauginti i§ 3 nebegalime — pra-
Soksime. Bet Siaip jau skaifius 486 ,,nebetoli*
nuo 500 — dar 14 sudéties operacijuy, ir tikslas
pasiektas. Bet gal galima dar aréiau pribégti
prie skai¢iaus 500? Cia ir ateina mintis, kad
geriau uzdavinj ,,apsukti*:

Kaip maZiausiu skai¢iumi operacijy atimant
| arba dalijant (kai dalijasi) i§ 3 galima {5 500
gauti skaiciy 17

Pirmas ¢jimas priverstinis, nes 500 nesidalijé
i§ 3, todel 500 — 499. Antras ¢éjimas taip pat
priverstinis: 499 — 498. Treciu éjimu galima
rinktis: dalyti i§ 3 arba atimti 1. Vadinasi,
reikia iSspresti toki uzdavini:

Kaip maZiausiu skai¢iumi operacijy atimant
| arba dalijant is 3 galima i§ 498 gauti skai-
Ciyg 17

Gali pasirodyti, kad vargu ar buvo verta dél
dviejuy ¢jimy uZdavinj performuluoti. Atsaky-
mas Cia paprastas: ruoSiameés perrinkinéti visus
galimus variantus braizydami galimybiy me-
dZius, o tada suprantamas noras, kad medZiai
biity kuo mazesni.

Kadangi norime kuo grei¢iau pasiekti 1, tai
spéjame, kad reikia dalyti, kai tik galima:

498 25 166
166 = 165
165 25 55
55 L 54
542, 18

182 6

62>

;i

Taigi i§ 498 gauti 1 uZtenka 8 operacijy.

Dabar reikia jrodyti, kad grei¢iau to atlik-
ti nejmanoma. Galima tiesiog iSraSyti visus
kelius, kaip pasiekti 1, ir iSsirinkti trumpiau-
sig. (Kompiuteriu mokiniams tai padaryti vie-
nas juokas — pasitilykite.) Bet galima Zymiai
sumazinti perranka: juk 8 &jimy kelia jau turi-
me, tad i§ karto galime atmesti ilgesnius.

Stai &ia ir pravercia galimybiy medis: pasi-
rodo, ty galimybiy ne tiek jau daug ir jas gali-
ma glaustai, tam tikra aiSkia tvarka suraSyti.

Zingsnis ‘
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1 pav.

Apskritai reikia pasakyti, kad kol galimybiy
skaiCius nedidelis, tai iSnagrinéti jas jmanoma
ir be medZio. Todél galimybiy medZiy pavyz-
dziai i§ 5—8 klases vadoveliy vargu ar gali jti-
kinti, kad jie labai naudingi. O 3tai kai galimy-
biy daug, medis tiesiog nepakei¢iamas. Taigi

braizome galimybiy medj (I pav.).

Dabar skaitytojui labai lengva patikrinti, kad
Cia suraSytos visos galimybés. Bet pabandyki-
me jsivaizduoti, kaip tai atrodyty aprasius viska
ZodZiais!
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Vis délto svarbiausia, kad §j medj galima ge-
rokai igeneéti. IS tikryju, po kiekvienos opera-
cijos skaiCius sumaZzéja ne daugiau kaip 3 kar-
tus, todel misy nedomina Sakos, kuriy skaiciai

J. Macys

7 eiluteje didesni uz 3, 6 eilutéje — uz 9, 5
eiluteje — uZ 27, 4 eilutéje — uz 81, 3 eilutéje
— uZ 243. Tokias Sakas taip pat nukertame,
0 skaiciy apvedame ovalu. Dabar miisy me-
dis pasidaro vos keliy Sakeliy, o iki 1 veda vos
viena Saka (2 pav.).

Taigi jrodéme, kad trumpiausias kelias i§ 498
i 1 yra 8 operacijos.

Dabar grizkime prie uzdavinio, kai uZ kiek-
viena operacija reikia mokéti. Jei uZ operacijas
reikety moketi po lygiai, tai viska lemty éjimy
skaiCius. Bet Siaip jau maZesnis éjimy skai-
Cius néra pakankamas argumentas, kai opera-
cijos kainuoja nevienodai. PavyzdZiui, jeigu
atimtis kainuoty 2 centus, o dalyba 1000 cen-
tu, tai aiSku, kad pigiausia buty ,,nusileisti* nuo
498 | | atimties operacijomis.
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4 pav.

Vel braizykime medj, tik kad nebiity daug
Saky, skaic¢iuokime kiekvienos Sakos kaing. Ka-
dangi jau turime tarsi nebloga kelia, kuris kai-
nuoja 5 x 5+ 3 x 2 = 31 centa, tai galime
nukirsti tas Sakas, kai iSleidus 31 centa skai-
Cius 1 dar nepasiektas. Dar galime nukirsti
tas Sakas, kuriose vel atsiranda skaicius, jau
gautas pigiau (tuos skaiius apveskime stacia-
kampiu). Pagaliau kirskime $akas, kuriose 15
eilutéje skaicius > 2 (nes uz 16 éjimy reikia
mokeéti tikrai ne maziau kaip 16 x 2 = 32 cen-
tus), 14 eilutéje > 6, 13 eilutéje > 18, 12 ei-
lutéje = 54, 11 eilutéje > 162 (tokius skaiius
apveskime ovalais, Zr. 3 pav.).

Matome, kad visos Sakos nutriiko, nes jos
brangesnés uZ pirmaja. Taigi pigiausia yra pra-
diné Saka 498 — 166 — 165 — 55 — 54 —
18 - 6 =+ 2 — 1, kuri kainuoja 5 x 5 +
3 x 2 = 31 centa. GriZg prie pradinio uZdavi-
nio, matome, kad Vytui reikia pasirinkti kelig
0—-4—>8—24—> 72 = 216 - 220 —
660 — 664 — 1992 — 1996 — 2000, o to
kelio kaina yra 5 x 5+ 6 x 2 = 37 centai.

Tulas gali pasakyti: argi ¢ia matematika?
Cia greigiau kokia ekonomika ar dar kas nors.
Ir jis tam tikra prasme bus teisus: &ia — tai-
komoji matematika, kurios matematikai iSmo-
ke ekonomistus, inZinierius, vadybininkus ir be
kurios Siandien nejmanomas joks darbo (viso-
kio — darbo platiaja prasme) organizavimas.
O medZiai — jie labai vaizdiis, lengvai patikri-
nami, ir ¢ia jy didelis pranaSumas. Beje, tokiai
ir panasiai Siuolaikinei matematikai skirta puiki
P. Tannenbaumo ir R. Arnoldo knyga ,,Kelio-
nés i Siuolaiking matematika®, TEV, Vilnius,
1995.

[Snagrinékime dar viena uZdavinj i§ minéto
vadovelio (p. 157).

Kaip maZiausiu pilstymu skaiciumi atmatuo-
ti (sakysime, prie Ciaupo ir kriauklés) 4 litrus
vandens turint du indus: 3 ir 5 litry?

Cia vél pasinaudosime medziais. Ir §iuo kar-
tu jie mums ne tik padés rasti trumpiausia pils-
tymo buda bet (tai jau visai netikéta) ir jrodyti,

-kad i§ esmeés teegzistuoja du pilstymo biuidai.

Tai, kad 3¢ inde yra 1 litras, o 5¢ inde 2

litrai vandens, Zymeésime taip: 1;2. Padétj, kuri
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jau buvo auk3¢iau, apvesime staCiakampiu ir
Saka nupjausime. Beje, nagrinésime visus, net
ir beprasmiSkus pilstymus (4 pav.).

Taigi apskritai kalbant (iSmetus beprasmis-
kus pilstymus ,,jpylei-i§pylei*) yra tik 2 budai
gauti 4 litrus:

000 =->05—-32—->02—>2,0— 25— 34

000 =->30—=-03—-33—> 15— 10—
—- 01— 31— 04

I§ jy trumpesnis yra pirmas budas — 6 pylimai
(antras budas — 8 pylimai).

Pana$iai sprendZiami ir kiti tokio tipo uZda-
viniai. Skaitytojui iSbandyti savo jégas patei-
kiame kelis i§ jy (ty uZdaviniy variantai taip
pat yra minétame vadovélyje).

1. Yra 10€ talpos indas, pripiltas pieno, ir tudti 7¢ ir
3¢ talpos indai. Kaip maZiausiu skaitiumi pylimy
padalyti pieng pusiau (t.y. gauti padétj 0;5;5; indy
talpos imamos didéjimo tvarka)?

Yra 24 £ indas, pilnas vandens, ir 3 tusti indai, kuriy
talpa 13, 11 ir 5 litrai. MaZiausiu skaiCiumi pylimy

&

padalykite vandeni i 3 lygias dalis (L. y. gaukite padétj
0;8;8;8).

3. Statingje yra 30 € benzino. Keliais buidais galima i
jos pasemti 6 £ benzino, turint 9 £ ir 5 £ talpos kibirus?

4. Du turistai susitiko moterj su dviem pilnais 15 £ talpos
bidonais pieno. Turistai turéjo 5¢ ir 4 £ talpos indus,
o noréjo nusipirkti po 2 £ pieno. Kaip tai bty galima
padaryti?

5. Turime dvi tuicias 5 ir 8 kibim talpos statines ir 12
kibiry stating, pilna vandens. Ar jmanoma (ir jei jma-
noma, tai kaip) perpilti vandenj i dvi statines po 6
kibirus?

O dabar, kad skaitytojas nepagalvoty, jog jis
jau viska gali, dar vienas uZdavinukas (Zr. kny-
ga Henry E. Dudeney, ,,The Canterbury Puzz-
les and Other Curious Problems*, Dover, New
York, 1958, p. 24; yra rusiskas vertimas: Gen-
ri E. Djudeni, ,,Kenterberijskije golovolomki®,
Mir, Moskva, 1979, p. 26; knygoje nurodytas
sprendimas, bet sitllome paplu$éti patiems).

6. Stai didZiulé puikaus vokiSko alaus statiné (su Eiaupu
ir vole) ir du gsoCiai — 3£ ir 5¢€ talpos. Ar galima |
kiekviena asotj jpilti lygiai po vieng litra alaus?

Skanaus!
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