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Musy seminaro sveéias — malematikos habilituotas daltaras Artiiras Dubickas. Jis

turi didele tiek jaunyjy matematiky olimpiady dalyvio, tiek rengéjo patirtj.

Arttras Dubickas

Apie teigiamus daugianarius

Daugianarj P(x) vadinsiime teigiamu, jei P(a) > 0 su visais realiaisiais
x. Panagrinesime keleta uzdavinig, kurinose tokie daugianariai pasirodo.

1999 metais 14-oje Lietuvos jaungjy matematiky komandinéje olimpiadoje
pasiuliau tokj] uzdavinj.

1 uzdavinys. Daugianarvis ax' 4+ ba® 4 cx + T neturi realiyju Sakun.
Irodykite, kad Ga + 5 > |3b+ ¢|.

Remdamsis keleriu mety praktika, neabejojau, jog tai bus sunkiansiai jvei-
kiamas olimpiados nzdavinys. Taip ir ivyko. Olimpiados dalyviai, matyt. net
nebande spresti sio wzdavinio. Pries jtraukdamas ji 1 konkursiniy uzdaviniu
sarasa, zinojau tik tokj jo sprendima.

Pirmas sprendimo biudas. Pazymékime

P(a) = ax’ ++ ba® + cx 4 7.

Kadangi P(0) =7 >0 ir P(a) neturi realiyjy dakny, tai P(x) yra teigiamas
daugianaris. Todeél a = 0, nes priesingu atveju imdami pakankamai didel}
gautume neigiama dauglanario reiksme P(x). Sudékime du teigiamus skaicius

P(l) i P(2):

PL)+P2)=a+b+c+T+16a+80+2¢+7=17a + 9b+ 3¢ + 14 > 0.
Gavome nelygybe 17a + 14 > —9b — 3c. Analogiskai, sudéje P(—1) ir P(—-2)
gausime 17a + 14 > 9b + 3e. Tai reiskia, kad |90+ 3¢| = 3[3h+ ¢| < 17a + 14.
Aisku, kad 170 + 14 < 18a + 15 = 3(6a + 5), nes a = 0. Todel 3|30 + ¢| <

3(6Ga 4+ 5), ir padalije 18 3 gauname reikiama nelygybe.

eee | w o000



(78]
(B}

A, Dubickas

Po olimpiados pasitiliau §f uzdavinj vienam savo dar nuo studijy Maskvos
universitete laiky pazistamam kolegai biochemikui, kuris su malonumn (ir pa-
prastai sekiingai!) sprendzia lietuvigky matematily olimpiady lygio uzdavi-
nius. Jo sprendimas buvo dar paprastesnis.

Antras sprendimo budas. Vél pasinandosime tuo, kad jei davgianaris
Pley=azt +b2® +cax + T yra teigiamas, tai a = 0. Kadangi

P(V3) =9a+3V3b+V3c+7>0,

tai 9a 4+ 7 > —v/3(3b + ¢).

Analogiskai, 18 nelygybés P(—v/3) > 0 isplaukia, kad 9a4+7 > V3(3b+¢).
Vadinasi, 9a + 7 > /3|30 + c|, todel vél gauname reikiama nelygybe, nes
G >9/V3, 5>7/V3, taigi (6a+5)v3 > 9a+ 7.

Pabandykite rasti dar vieng sio uzdavinio sprendima, nandodamiesi nely-

P(/42/5) >0, P(-{/42/5) > 0.

2 uzdavinys. Tegu P(w) yra teigiamas daugianaris. Irodykite. kad dau-

gyvbemis

glanaris
CPUDy  PUVI(y)

Q) = Pla) + ST TR

taip pat yra telgiaias.
Sprendimas. Aisku, kad su visais rvealiaisiais = P(a + 1) > 0 ir
P(r —1) > 0. Taigl nzdavinio teiginys isplaukia is tapatybes

PUN PUV, i _ .
P(ax) + .),(J)+ ijtl{l)+-..=S(P(;r:—}-l)-{-P{.::—l)).

Skaitytojai, susipazine su skleidiniais Teiloro eilutemis, tapatybe nesunkiai
wodys sudeje P(a -+ 1) i P(x — 1) skleidinius taske x. Taciau ja galimma
odyti ir ,;mokykliniu® binominiy koeficienty metodn. Uzrase binomo formmules
laipsniams (@ 4+ 1) ir (2 — 1)* bei sudéje gautus reiskinius matome, jog kas

antras narys susiprastina, todel

(e + D + -1y =) (a;‘)‘l'k—"’,

cia [ | zymi skaidiaus sveikaja dali. Vadinasi, jei

o] =

Pla) = i: apa®,
k=0
tal
1 1 . _ n [k/2] I i
E(P(.l‘ +1)+Ple—1)) = 3 ;{J arp((w+ 1)1" + (& — l)i‘) = ’\Z“ ; (1} (EJ)r e
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Apie teigiamus dauglanarius
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Kadangi P (2) =0, kai j > [n/2], tai pakanka sumuoti lygines isvestines
iki 2[n/2] eilés:

PUD(gy  PUVY() Iodd PE)(z)
Pla) + 5] + 1 Fove= 2 —(2”] =
]:
i ”/ ] n [A/)] !1 =i
32 () =Y w5 )
k=0 j=0 k=0 j=0 =

Cia priespaskuting nelygybe gauname sukeite suunavimo tvarka (tai visacda
galima daryti baigtinése swmose), o paskutine lygybe isplaukia i5 to, kad

(_,I‘J) =0, ke 3 > [k/2].

3 uzdavinys. Tegu r yra natiuralusis, o ay,as,...,a, — realieji skaiciai.

Irodykite nelygybe
”m ty
E E = 0.
m+n

n=1m=I

Sprendimas. Panagrinékime daugianari

r r
m-tn—1
= E E Clisi Chga B * ;

n=1m=1
Aisku, kad P(0) =0 ir

I

r r r r P
= E E Ay = E aya” E Cipp ™ :( E u.,,.r”) = 0.

n=1m=1 n=| m=1 n=1

Taigi P(x) =20, kai @ = 0. Integruokime P(x) nuo 0 iki 1:

r 1

oy O

0< / vyda = E E gy g 2™ ”‘ E E - e
Jo

1 - H
n=1 m=1 n=1m=l1 l_

Nelygybe jrodyta.
Pavyzdziui, kai » = 3 1§ 3 uzdavinio isplaukia toks teiginys.

Isvada. Jei a,b, ¢ yra realieji skaicial, tai

rz2+b?+( . i
2 4 6+3 2 5

2ab ac  2be
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Pabandylkite jrodyti sia nelygybe nesinaudodami dangianariais.

oo (tw o000



