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Vilius Stakenas
Tariamieji begaliniai
nusileidimai

Irodymai kaip laiptai

Matematinis jrodymas (nzdavinio sprendimas, tyrinéjimas ...) — tai loginin
samprotavimiy grandinele, tarsi kopimas laipteliais, pastatytais ant patikimos
aframos. Jeigu atrama fikrai patikima, sustojama tuomet, kai pasiekiamas
reikalingas (kartais nelauktas, tiesiog idomus) rezultatas. Tadiau kartais, kai
atrama abejotina, uzkopus butina nusileisti (bent jau mintyse) — tik tada sukon-
struota loginiy samprotavimu grandinelé pripazistama nepriekaistingu irodym.
Stai vienas paprastas pavyzdys.

o Staciojo trikampio statiniy ilgial yra « ir b, aukstiné, nuleista | jZambine

¢, Iyvgi h. Irodykite, kad ¢+ h > a+ b.

Sprendimas gali buti toks. Dviem budais suskaiciave ftrikampio plota,
gausime c¢h = ab arba h = ab/c. Nelygybe e+ h > a + b uzrase

ab

ab
c+—>a+b ¢+ ——(a+b)>0
c e
1ir padangine 1§ ¢, gausime
?—cla+b)+ab>0, (c—a)ec—1Db)>0.

Paskutine nelygybe akivaizdziai teisinga, nes ¢ >« ir ¢ > b.

Kodel sinos samprotavimus turétume pripazinti kaip teisinga nelygybes
¢+ I > a+ b jrodyma? Pradéje nuo teiginio, kurio teisingumu nebuvome
isitikine, gavome neabejotinai teisinga tvirtinima. Tacian visi Zino, kad ir is
klaidingy prielaidy galima gauti teisingas isvadas. Kazkada, pavyzdziul, silu-
mos reiskiniai buve aiskinami ypatingo sihuninio skyséio — kaloriko buvimm.
Remiantis siuo aiskinimu, buvo atrasta ir teisingy sihumos reiskiniy desnig.

Nors ir Zinodami tai, vis tiek pripazistame siuos samprotavimus kaip tei-
singa irodyma, nes mums yra aisku, kad tuo keliu, kurino ,atéjome”, galime
ir Lgrizti, t.y. pradeje nuo akivaizdzios nelygybes (¢ — a)(e — b) > 0 galime
gauti ¢+ I > @+ b. Siuo atveju irodymas susideda is teisinguy samprotavimu
erandineélés, jungiancios teisingus teiginius.

Taciau matematinio grieztumo salininkus galime jtikinti ir kitaip. Padare
priclaidg ¢ + I < a + b, gautume isvada (¢ — a)(ec —b) < 0, kuri akivaizdziai

eeeo (tw oee



59

klaidinga. Vadinasi, klaidinga ir prielaida, o irodyma sudaro teisingais sampro-

tavimais sujungtu klaidingu teiginiu grandinélé!! Taigi matematinis irodymas
Junghil ol 1e1g : .

gali bt sukurtas sukonstravus ,laiptus”, kurie veda tiek prie teisingo, tiek prie

klaidingo teiginio.

Fermat begalinio nusileidimo metodas

Pierre de Fermat labai didziavosi sugalvojes dar vienos rusies Jloginius laip-
tus”, kuriais galima pasiekti matematine tiesa. Savo metoda jis pavadino be-
galinio (arba neapibrézto) nusileidimo metodu. Paaiskinsime ji pavyzdziu.

Pradeésime nuo teiginio, apie kurio teisinguma (tarkime!) nieko nezinome.
Tas teiginys tols:

e cgzistuoja du bendry pirminiy dalikliy neturintys naturalieji skaicial w ir
v, 18 kuriy bent vienas néra kvadratas, taciau sandauga uv yra naturaliojo
skaiciaus kvadratas: uwo = w?.

Tegu w nera kvadratas, tada w # 1. Afsivas pirminis p, kuris dalija .
Tuomet jis turi dalyti ir w. Kadangi p* dalija wv, ir, kadangi u,v nefuri

hendry pirminiy dalikliu, tai p? dalija . Padalije lyeybe we = w* i p°,
gausime

i w2 -

=il 22 [{ —if Uit = wi;

pr P
o D ‘e " 1
da 1 < wy = ufp* < u, vy = v, wy = w/p. Aisku, kad w; ir v, yra tar-

pusavyje pirminiai naturalieji skaicéiai. Taigl pradéje nuo teiginio, kad egzistuoja
farpusavyje pirminiai skaiial w,v, 1§ kuriy nors vienas néra pilnas kvadratas,
taciau sandanga yra natiivaliojo skaidiaus kvadratas, gavome, jog egzistuoja
kita pora wuq,vq, turinti ta pacig savybe, taciau vienas antrosios poros skaicius
mazesnis uz atitinkama pirmosios poros skaiéiy. Samprotavima galima pakar-
toti dabar jau su skaiéiais wy, vy, wq, gauti nanjus skaicius ir taip tolian. IKeisis
tik dydziu indeksai, taciau jokiame Zingsnyje negalésime su palengvejimu at-
sidusti gave neabejotinai teisinga ar klaidings teigini.

Taciau prielaida garantuoja, kad §ito proceso eigoje galima gauti begaline
mazejanciy naturaliygy skaiciy seky

1< <ug < s < uyp < u.

Tai priestaranja musy zinioms apie nafuralinosius skaicius. Kas gi kaltas.

kad logiskai teisingal protaudami priéjome priestara? Tenka dél to apkaltinti
prielaidg. Taigi dabar teiginl galima suformuluoti teigimo forma:

o dviejn naturaliyjy skaiciny, neturinéiy bendry pirminiy daliklin, sandanga
vra kvadratas tada ir tik tada. kai abu skaiciai yra kvadratai.

Tai jrodymas priegtaros bidu, arba reduclio ad absurdin.
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60 V. Stakenas

Zinoma, tokj samprotavimg galima laikyti reductio ad absurdum metodo
atveju. Biidingas bruozas tas, kad pradinis teiginys visais atvejais ,suprie-
Sinamas® su vis fuo padiu teiginin: negalima sudaryti begalinés mazéjandios
naturaliyju skaiciy sekos.

Tiesos delei reikia pasakyti, kad panasiai buvo samprotajama ir ankséiau.
XIIT amziaus matematikas Campanus is Novaros, vienas i§ pirmuju Euklido
verteju 1 lotyny kalbg Sitaip jrodingjo, kad aukso pjuvio skaicius ¢ negali buti
uzrasomas trupmena, t.y. yra iracionalusis.

Aukso pjuvio skaifius apibréziamas lygyhe

1

G=14—,
‘T?

Jei atsivasty du nattralieji skaicial xy < 2y < 29, kad ¢ = 2y /2y, tai bity

€L €L
— =14,
€ro A

Sia lygybe pertvarkome taip:

e £La I ity £
——=1= — == N e 5 e £ty =y — &y, 0< Ty <o < 2.."3.
€ A £ X1 — 2 £y

Vadinasi, jel ¢ = ay/eg, 0 < 22 < w1, tal ¢ = 29/wy, 0 < 23 < v < 2u3.
Tesdami procesa gautume begaling natiraliuju skaiéiy seka 0 < ... < 2, <
¢ 1 8 2 ¢ ALY ) n

. < . Tal nejmanoma, taigi ¢ negali buti racionalusis skaicius.

Paskutiné Fermat teorema, kai n = 4

Turbitt siuo atveju teoremos irodyma zinojo pats Fermat. Taciau jis ne-
skelbdavo jrodymuy — vien teiginius. Sio atvejo jrodying naudodamasis begalinio
nusileidimo metodu uzrase ir paskelbe L. Euler.

Alkivaizdu, kad pakanka nagrineti lygties

2t 4 y'l = (1)

sprendinius, neturinéius bendruy pirminiy dalikliy. Pavyzdzin, jei @ v ¢ dali-
jasl 1§ to paties pirminio p, tai v =z dalijjasiis p. Tada lygt] galima suprastinti
s p*.

Irodymo iseities taskas — Pitagoro skaifiy trejeto formulé. Skaiéiy trejetas
(a,b,c) vadinamas primityvinoju Pitagoro trejetu, jei skaifiai neturi bendry
pirminiy dalikliy ir tenkina lygybe a® 4+ 0% = ¢, Yra Zinoma,* kad visi primi-
tyviejn Pitagoro trejetal gali biibl nzrasom taip:

a=p*—q¢®, b=2q, c=p*+¢%

2 ., pavyzeziui, H. Marksaitis. Neapibréztineés lygtys, Alfa plius Omega, 1996, L, 7-17.
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¢la 0 < ¢ < p sveikieji skaicial, neturintys bendry pirminiy dalikliy; be to, jie
yra skirtingo lyginumo (vienas lyginis, kitas nelyginis).
& 9 9 9 v i N i i 5
Is (1) matome, kad (2°,y~,z°) yra primityvusis Pitagoro trejetas. Vadi-
nasi, atsiras sveikieji skirtingo lyginumo skaiciai 0 < ¢ < p, kad

o =p' =%y =2p, P =p0 4R

- .o 9 9 9 o & i . .
Tacianid 2”+¢° = p~ matome, kad (x,q,p) taip pat yra primityvusis Pitagoro
trejetas, todel atsiras skirtingo lyginumo, neturintys bendry pirminiy dalikling
skaitial 0 < b < a, kad

2

; 9 9
z=a’—-b, ¢q=2ab, p=da*+0
y . . " S s
Tada y* = 2pq = 4ab(a®+b?). Sandauga ab(a®+0%) turi biiti pilnas kvadratas,
e 3 v 9 5 = 3. 3 - ¥ i 5 20 % 3l d
taciau a,b ir @* + b* neturi bendry pirminiy dalikliy. Taigi visi trys skaiciai
patys turi buti pilni kvadratai:

2 2 2, 32 2 I 4

a=25, b=y, a+b =4]=z+.
Dabar gauta rezultata sugretinkime su pradine prielaida. Tare, kad egzistuoja
naturalieji skaicial @, y,z ir

F ‘ . : 4 2 9

et +yt =2t wba 2’ £yt =0 (u=2%),
e, Bad ssnletionda tilde saroialiel iaissl & ah . led @2 4 id =
gavome, kad egzistuoja tokie naturalieji skaiciai xq,yr, w0y, kad @) + y) = uj.

Skaicius w; ir u galime palyginti sitaip:
1< 'u.? =@+ F=pepf i =F=ncud

Taigi 1 < uy < w. Tadiau tai jau yra begalinio nusileidimo pradzia! Galime

. . " ) . . U 2 2 2 2 * b
pakartoti samprotavimg su (2%, y#,uq) vietoje (2°,y*, %) = (27, y*, u) ir gauti
feiging, jog egzistuoja natiwalieji @a,ye,us, kad w3 +yy = u3,us < uy.

Svarbusis maziausiyjy elementy vaidmuo

Begalinio nusileidimo pamatinis teiginys: negalima sudaryti begalines ma-
zejanciy naturaliyju skaiciy sekos. Galima suformuluoti jam ekvivalenty teiging:
kiekvienoje natiiraliyjy skaic¢iu aibéje yra ir pats maziausias jos elementas. Si
savybe atrodo mums akivaizdi, taciau vos zenge zingsnel] uz naturaliyju skaicig
srities riby, pamaftysime, kad ji jau nebéra teisinga. Isties lyginiu sveikunju
skalciy aibe nefuri maziausio elemento; racionaliyju (ar realiyjy) intervalo (1,2)
skaiciy maziausias elementas galéty buti tik 1, tadiau jis jau yra uz aibés riby.

Galime kelti klausima, ar jmanoma palkeisti, tarkime, racionaliyju skaicin
sutvarkymo (lyginimo) kriteriju, kad pagal naujgja tvarks racionalieji skaiciai
turety ta padia savybe kaip ir naturalieji — kiekviena aibé turéty ir maziausiaji
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elementa. Juk ir gyvenime tvarkydaimni, rikivodami | eiles taikome jvairius kri-
terijus.  Ugiu didziausias moksleivis gali biiti maziausias pagal matematikos
pazymius ir pan.

Stai tokias teigiamy racionaliyjy skaitiy sutvarkymo taisykles pasiale Geor-
gas Cantoras.

Tegu s/t ir w/v yra du racionalieji skaitiai, uzragyti nesuprastinamomis
trupmenomis. Jei s+t < w+w, tai sakysime, kad s/t yra ,mazesnis”® uz w/v.
Ragysime s/t <o w/v. Jei s+t = w4+ v, tal rafysime s/t <o u/v tada ir
tik tada, kai s/t < w/v, t.y. tokiu atveju nanjasis sutvarkymas sutampa su
SN0 ju.

Pagalvokite ir jsitikinkite, kad taikant naujaji tvarkes kriteriju <o bet
kokioje teigiamy racionaliyjy skaiciy aibéje galima rasti maziausiaji elementa.

Ar tik racionalinosius skaicius galima taip sutvarkyti, kad kiekvienoje aibéje
alsirasty ir pats maziausias elementas? Galbut tokig tvarka galima jvesti bet
kokioje aibéje?

Vercian nutylésime atsakyma. Nedera per daug lengvai atsakyti j klausima
apie pacius matematikos pagrindus.

Tvarka gali biiti labai keista.
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