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Paskutinée Fermat teorema

Misy autoriai — New Mexico universiteto (JAV) profesoriai, parase straipsniy ir
knygu apie matematikos istorija ir jos déstyma universitetuose. Matematikos istori-
Jos kursas, kurj jie skaito savo universitete, vadinasi ,, Didziosios teoremos: rmaten-
tikos menas®. Nuo kify malemalikos istorijos kursy jis skiriasi tuo, kad studentai
skaito ir nagrinéja originalius jvairiy epochy matematiky darbus, Tai suteikia ga-
limybe pajausti, koks sudélingas ir painus yra matematiniy ieskojimy kelias, ir
moko vertinti miisy akimis zitirint paprastas, tac¢iau nelengvai sukurtas savokas ir
idéjas. Zurnale spausdinamas (ekstas — tai skyrius i% autoriy ]\'nygos;l isvertéme

J1ir skelbiame autoriams ir leidyklai maloniai sutikus.

1993 mety birzelio 24 dienos laikrascéio New York Times pirmajame pus-
lapyje buvo isspausdintas straipsnis antraste ,Senos matematinés paslapties
fyrinetojai pagaliau susuko: Eurekal* Legendinis &liksnis pries viena dieng nu-
skambejo Anglijoje, Kembridzo universiteto miestelyje. Prinstono matematikas
Andrew Wiles, baigdamas paskaity cikla nedideléje konferencijoje mislingu pa-
vadinimu ,,p-adziosios Galois reprezentacijos, Iwasawa teorija ir Tamagawa skai-
¢iai”, lyg tarp kitko pamingjo, kad i§ jo isdeéstyty rezultaty isplaukia, jog pas-
kutine Fermaft teorema teisinga. Beveik alkimirksniu telefonu ir elektroniniu
pastu 51 zinia, kurig dauguma matematiky linke laikyti labiausiai jaudinanéiu
XX amziaus matematikos jvykiu, apskriejo Zemeés rutuli. Straipsnio pabaigoje
mes dar grisime prie jo.

Paskutine Fermat teorema, sio jaudulio zidinys, formuluojama paprastai.
J1 tvirtina, kad lygtis

2" + 'U” — h

neturi sprendiniy sveikais skaiciais x,y, z,2yz # 0, jeigu tik rodiklis n yra
didesnis uz du naturalusis skaicius. Tki tos 1993 mety birzelio dienos & teigini
buty buve teisingian vadinti hipoteze, nes, nepaisant geriausiu pasaulio mate-
matiky pastanguy, per 300 mety nuo to momento, kai pirmojoje XVII amzians
puseje Pierre de Fermat ja paskelbé, niekam nepavyko jos jrodyti.

[{as buvo Fermat ir kas ji paskatino suformuluoti tokj keista teigini? Pran-
ctuzas Plerre de Fermat (1601-1665) buvo vienas is didziyjy matematikos istori-
jos veikeju. Savo darbais jis daré esmine jtaka peréjimui nuo klasikinés grailuy
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tradicijos prie visiskal naujo poziurio 1 matematika, kuris isivyravo Europoje
XVII amziuje. Sesioliktajame amziuje ir septynioliktojo amziaus pradzioje dau-
giausia pastangy buvo skirta klasikinés Graikijos matematiniy tekstu — Euklido.,
Apolonijaus, Papo, Ptoleméjaus ir Diofanto 15 Aleksandrijos veikaly — vertimui j
lotyny kalba, ju atlkiirimui beil papildymui. Pats Fermat irgl émesi keleto tokiy
atkuriamuyjy darbuy. Vienas 13 ju — Apolonijaus veikalas ,,Plokstumos vietos™
(Plane loci). Net XVII amziaus pradzioje tokie veikalai buvo laikomi matema-
tinés kurybos virstuneémis.

Septynioliktojo amziaus matematiky bendruomene visiskai skyresi nuo ca-
bartines. Matematiko profesijos su tam tikrais standartais ir nusistovejusia
darby publikavimo bei tarpusavio bendravimo sistema nebuvo. MazZa to, ma-
tematika nebuvo aiskiai suvokiama kaip atskira disciplina, nebuvo jokio susi-
tarimo, kg reikty laikyti matematika. Vargu ar kas galéjo pragyventi vien 18
matematiniy tyrinéjimuy, tad Zmonés matematika uzsiiminejo del ivairig prie-
zaséiy. Universitefuose huvo déstomi matematikos pagrindai, reikaling teises,
medicinos ir teologijos laipsniams jgyti. Pasakojant apie Fermat gyvenimg, pa-
prastai pabréziama, kad jis buvo ,megéjas®, todél jo nuveikti darbai atrodo dar
ispitdingesni. Tadiau akivaizdu, kad §io termino dabartiné reiksmeé negali buti
sicjama su jo gyvenimo laikotarpiu.

Fermat teises moksly laipsni gavo 1631 metais Orleano universiiete, Pran-
ctizijoje, ir po to persikélé i Tuluza, kur praleido likusi savo gyvenimg, regu-
liariai isvykdamas j kitus miestus. Jis uzsicie teise ir greitai tapo Parlamento
— Tultizos provincijos aukstesniojo teismo — pataréju. Siame poste isliko iki
pat mirties. Taigi savo matematinius tyrinéjimus jis galejo vykdyti tik lais-
valaikiu; buvo ilgy laikotarpiy, kai profesines pareigos neleido jam grizti prie
matematikos. Daugelis pozymiy rodo, kad Fermat domeéjosi matematika i3
dalies norédamas atitriikti nuo profesiniy pareigy, savo malonumui. Nors jis
dziaugesi daugelio to laikotarpio matematiky démesiu ir pagarba, bet niekada
nesistengé savo rezultaty publikuoti. Jis niekada nekeliavo ] matematines veiklos
centrus, nevyko net i Paryziy, pasitenkindamas ta bendravimo su mokslo vi-
suowmene galimybe, kurig suteike laigkai. Ypaé daug jam padejo teologas Marin
Mersenne (1588-1648), kuris, gyvendamas Paryziuje, buvo tarsi visos Europos
mokslines korespondencijos paskirstymo punlktas.

Didziausia jtaka matematiniam Fermat gyvenimui dare Frangois Viete
(1540-1603) ir jo mokykla Bordo mieste. Su Viete mokiniais jis susipazino 1620
mety pabaigoje ilgai viesedamas Bordo. 1591 metais Viete idspausdino savo
~Analizés meno jvada® — pirmajj i§ keleto traktaty, kuriuose ispléetojo nauja
simbolinés algebros sistema, zadanéia didele matematiniy atradimu galimybe.

[vade jis rase:

Yra tam (ikras matematiniy tiesy ieskojimo metodas, kurj, kaip yra sakoma, pir-
masis atrado Platonas. Theonas vadino jj analize, apibrézdamas jj kaip tyrinejima,
prasidedantj nuo prielaidos, kad tai, ko ieskoma, jau yra duota, ir kurio metu daro-
mos i&vados, kol gaunama tai, kas tikrai yra visy Zinoma. Sis biidas yra priesingas

sintezei, kuri yra tyrinéjimas, prasidedantis nuo tikrai zinomuy dalyky ir kurio metu
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gaunama bel suvokiama, tai kas yra iefkoma.

Nors senieji meistrai pateikia tik dvi analizés rusis — zetetika ir poristiky —
kurioms Theono apibrézimas geriausiai tinka, as pridéjau dar ir treéigja, kuria biity
galima vadinti rhetika, arba egzegetika. Zinomujy dydziy ir ieskomojo dydzio lyglis
ar proporcija sudaroma naudojantis zetetika. Poristika naudojamasi tikrinant teo-
remos teisingumy lyglimi ar proporcija. Nezinome dydzio reikdmeé is zinomos
lygties ar proporcijos randama remiantis egregetika. Taigl visas analizés menas,
turint galvoje tris jo dalis, gali buti pavadintas teisingy matematiniy atradimuy
mokslu ([21], 11-12).

Viete veikalas yra svarbi peréjimo nuo senosios prie moderniosios mafe-
matikos gaire, nors jis ir neturéjo labail didelés itakos to meto mokslinel ben-
druomenei, o jo simboliné algebra liko Rene Descartes (1596-1650) darby sese-
lyje. (Detaliau apie Viete veikala ragoma [6] ir [10]. Viete itaka Fermat darbams
issainian aptariama [11].) Fermat pripazino Viete simboline algebry ir liko jai
15tikimas visuose darbuose. Viete lygéiy teorija tapo Fermat skaiciy teorijos ir
analizes darby pagrindu.

Nors Fermat labai daug pasidarbavo plétojant diferencialing ir integraling
skaiéiavima bei analizing geometrija, taciau sveikyjy skaicéiu savybiu tyrimas
buvo viso jo gyvenimo aistra. Dabar ig srit] mes vadiname skaiciy teorija. Cia
Fermat jtaka vélesniy amziy matematikos raidai yra pati svariausia. Jo skaicig
teorijos tyrinejimai sukasi apie saujele tenny, kuriy istakos siekia klasikine grailoy
tradicija, susijusia su dalumo klausimais ir pirminiais skaiciais.

' Visu pirma Fermat sutelke pastangas tobulymy skaiciy, t.y. skaiciy, kurie
yra savo tikriniy dalikliy suma, problemai. Pavyzdziui, skaicius 6 yra tobulas:
6 =1+2+ 3. Sia problema doméjosi jan pitagoriediai. Svarbiausias klasikinis
graiky laimejimas formuluojamas Euklido ,Elementy® IX knygos 30 teiginyje:

Jeigu skaicius, pradedant vienetu, dauginsime i& 2 ir sumuosime, kol suma pasi-

darys lygi pirminiam skaiéiui, tai Sios sumos ir paskutinio démens sandauga bus

tobulas skaicius.

Naudojantis moderniais Zymenimis, § teigin] galime suformuluoti taip:
jei kuriam nors n = 1 skaiéins 2"+ —1 yra pirminis, tai sandauga 2"(2"*! —1)
yra tobulasis skaicius.

Taciau problema toli grazu neisspresta, nes lieka neaisku, ar neéra kitokin
tobulyju skaiciy. Dar svarbiau yra tai, kad norint siuo teiginiu nandotis tobu-
liesiems skaiciams rasti, reikia efektyvans tikrinimo, ar nurodytas skaicius yra
pirminis, budo. Spresdamas pastarajj klausima, Fermat toli pazenge, taciau tik
XVIIT simtmetyje Euler jrode, kad visi lyginiai tobulieji skaicial yra Euklido
teiginyje nurodytos formos. Ar yra nelyginiy tobulyjy skaiciy - dar ir siandien
yra viena i§ svarbiausiy neigsprestu skaiciu teorijos problemuy. Zinoma, kad néra
nelyginio tobulojo skaiiaus, mazesnio uz 10" ([8], p. 167). Istoriné tobuluju
skaléiy tyrinejimo apzvalga pateikiama [5], [13] knygose.

Is Euklido teiginio isplaukia, kad kiekvienas sekos
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pirminis skaicius atitinka tobulajj skaiciy. Sie pirminiai skaiciai vadinami Mer-
senne pirminiais. Pagrindinis Fermat jrankis, kurj jis naudojo tikrindamas, ar
tokie skaiciai yra pirminiai dabar vadinamas Fermat teorema (kartais mazaja
Fermat teorema). Jo ZodZziais tariant:

Be jokios isimties kiekvienas pirminis skai¢ius matuoja viena is bet kurios pro-

gresijos nariy minus 1, o &io nario rodiklis yra turimojo pirminio skaiéiaus minus

I daliklis. Taigi suradus pirmaji rodiklj, kuris turi sia savybe, visi nariai, kuriy

rodikliai yra sio pirmojo nario rodiklio kartotiniai, taip pat turés Sia savybe.

Si teorema dabar formuluojama taip.

Fermat teorema. Jei p yra pirminis skaicius, nedalijantis skaiciaus a,
tai dalijant o’~' i p, gaunama liekana Iyei 1 . Egzistuoja toks maziausias
sveikasis teigiamas skaicius n, kad a" dalijant i§ p gaunama liekana lygi 1,
kn

n dalija p —1 Ir su visals sveikaisiais teigizmais k skaicius o*" dalijant is p

taip pat gaunama liekana 1.

Kaip siuo teiginiu galima pasinaudoti? Visy pirma pastebélime: jei 27 — 1
yra pirminis, tai ir pats n yra pirminis (Zr. uzdaviniy skyreli, 3 uzd.). Is savo
teoremos Fermat padare tokia 18vada (4 nzdavinys), leidzianéia labai suumazinti
2" — 1 potencialiy dalikliy, kurinos reikia tilrinti, skaiéiu.

Isvada. Tegu p yra nelyginis pirminis skaicins, ¢ — taip pat pirminis
skaicins.  Jei q dalija 2 — 1, tai egzistuoja tam tikras sveikasis k., kad
¢=2kp+ 1.

Dideliems pirminiams p sia isvada pagristas metodas yra dar gana létas,
facian gali buti ispletoti greitesni metodai ([8]).

Visal netiketai mazoji Fermat teorema buvo pritaikyta apie 1970 metus,
konstruojant labal saugius sifrus, vadinamasias viesojo rakto kriptosistenas.
Jas 1mta placial taikyti verslo bei finansinés informacijos perdavimo procesams.,
falp pat ir banku automatams. Apie $inos ir kitus skaiéiy teorijos taikymus
rasoma |18].

Fermat, pradeéjes nagrineti skaicius a" + 1, ¢éa a,n yra sveikieji skaicial,
1splete pirminiy skaiciy tyrinejimus. Laiske Mersenne, parasytaime 1640 metais
per Kaledas, Fermat tvirtina, kad tokie skaiciai gali huti pirminiai tik tuomet,
kai a yra lyginis, o n - skaiciaus 2 laipsnis (5 uzdavinys). Remdamasis Siais
skaidiavimais, Fermat teige, kad 1§ tikruju visi 22" + 1 skaiéiai yra pirminiai.
Daugelj mety sio teiginio jam nepavyko jrodyti, taéiau 1659 metais laiske Car-
cavi jis teige, kad pagaliau pasiseké surasti irodyma (|11]). Taciau 1732 metais
Leonhard Euler parode, kad skaicius 22" 41 dalijasi 15 641, taigl Fermat suk-
lydo. Sio pavidalo pirminiai dabar vadinami Fermat pirminiais.

Be tobulyjy skaiéiy, kitas svarbus Fermat skaiciu teorijos tyrimy ikvepiino
saltinis buvo Diofanto is Aleksandrijos, gyvenusio Il simtmetyje, veikalas ,, Arit-
metika®. Diofantas buvo vienas 1§ paskutiniy didziyjuy antikinés Graikijos ma-
tematiky. ,Aritmetika” sudaré 189 uzdaviniy, susijusiy su vieno ar daugiau

Taip pat rasyta ir masy zurnale. Zr. J. Kubilius. Pirminiai skai€iai ir kriptografija,
Alfa+ Omega, 1996, 1, 65-T0.
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kintamujuy lygéiu sprendimu racionaliaisiais skaiciais. Veikalas apéme trylika
52 F— T . 2
knygu, 15 kuriy isliko tik Sesios ([2]).*

Sprendimai pateikiami specialiy skaitiniy pavyzdziy pavidalu, naudojant
racionalinosius skaicius. Svarbus musy temai pavyzdys suformuluotas kaip 1T
knygos 8 uzdavinys, kurj, naudodami modernius Zymenis, cituojame pagal [10,
p. 166]:

LI-8 uzdavinys. Isskaidyti nurodyta kvadrating skaiciuy | du kvadratus.

Tarkime, skaiciy 16 reikia isskaidyti j du kvadratus, Tegu pirmasis kvadratas

yra @?. Tada kitas bus 16—a>. Taigi reikia, kad 16 —x? = « buty kvadratas. A3

imsiu tokius kvadratus: (az—4), ¢ia a yra bet koks skai¢ius, o 4 — saknisis 16.

Pavyzdziui, paémus 2z —4, kvadratas yra 42 416 — 162:. Tada 4a? 416 — 162 =

16 — a*. Pridékime prie abiejy pusiy narius, kurie lygtyje neigiami, ir atimkime

lygius is lygiy. Tada 52 = 162 ir @ = 16/5. Todél vienas skaic¢ius yra 256/25,

kitas — 144/25, o jusumayra 400/25 arba 16, kiekvienas skai¢ius yra kvadratas.

Panaikine vardiklius, lengvai ganname §ios lygties sprendini sveikaisiais
skaiciais. Sveiluju skaiciy trejetai a,y, z, tenkinantys lygti

2 2 2

T4y =27,

vadinami Pitagoro trejetais (6 uzdavinys). Pavyzdziui, (3,4,5) ir (5,12,13)
yra Pitagoro trejetai. Pitagoro trejetal aptinkami jau babilonieéiu kulturoje.
Euklidas savo | Elementuose” visiskai issamiai nusako, kokie trejetai (ju yra he
galo daug) yra Pitagoro trejetai. Pitagoro teorema nurodo siu trejeti rysi su
stacialsials trikampials, kuriy visos krastineés reiskiamos sveikaisiais skaiéiais (7,
8. 9 uzdaviniai).

Diofantas formuluoja skatinancius tyrineti sio uzdavinio variantus, reika-
laudamas, kad sprendiniai tenkinty ypatingas salygas. Toks yra VI knygos 6
uzdavinys, kuriame reikalaujama rasti staty trikampi (su racionaliomis krasti-
nemis ), kad jo ploto ir vienos krastinés suma biity lygl nurodytam skaiéiui ([11],
p. 304, taip pat [4], v. I, p. 176). Fermat labai igplété Diofanto vadinamaji
vienos ir dvigubos lygties metody ir paverte ji galingu §ios rusies uzdaviniu
sprendimo jrankiu.

Kita Fermat tyrimy kryptis, kuria vélesnés skaiciy teorijos specialisty kar-
tos issamiai pletojo, taip pat prasidéjo vienu Diofanto ,,Aritmetikos® nzdaviniu.
Treciosios knygos 19 uzdavinys reikalauja rasti keturis skaicius, prie kuriy suimos
kvadrato pridejus (arba atémus) bet luri 18 siy skaiéiy, veél biity gaunamas
kvadratas. Diofantas § uzdavini suvedé 1 keturiy staciyju trikampin su vie-
nodomis 1Zzambinémis uzdavini. Jis pateikia specialy skaitini sprendinj (|11],
p.- 315). ,Aritmetika®, kuria rémesi Fermat savo tyrinéjimuose, 1612 metals
isspausdino Claude Gaspar Bachet de Méziriac. Bachet doméjimasis matema-
tinemis pramogomis ir mijslémis jtraukeé i skaiciy teorija. Papildes savo ko-
mentarais, jis parenge naujg ,Aritmetikos* vertima i§ graiky kalbos i lotynu
kalbg, 1 tos epochos mokslo lingua franca. Bachet, ieskodamas 19 uzdavinio

1972 metais R. Rashed rado dar keturias ,Aritmetikos® knygas su 101 uzdaviniu Irane,

Mashade, Imamo Resa kapo bibliotekoje, [14], [19].

eee | (w @00



10 R. Laubenbacher, D. Pengelley

bendrojo sprendimo, suformulavo problema, reikalaujanéia tam tikrais budais
rasti skaicius, kurie buty dviejy kvadraty sumos. Savo komentaruose jis pateike
atskiry pavyzdziu, bet ne idsamy $io uzdavinio sprendima. Ir vél genialus Fer-
mat protas randa galutin} atsakyma. Iaip iprasta dabar, jis i§ pradziy nagrinéja
tik pirminius skaicius, o bendraji sprendinj gauna naudodamasis skaiciaus skai-
diniu pirminiais daugikliais. Nelyginial pirminiai gali buti suskirstyti 1 dvi
grupes, 15 kuriy vieng sudaro pirminiai skaidiai, reiskiami formule 4k — 1 su
sveikaisiais skaicials & = 1, kita grupe — 4k 4+ 1 formos pirminiai skaiciai.
Jis irodo, kad pirmosios grupés pirminiai skaicial negali buti uzrasomi dviejy
kvadraty suma ir bendrajam uzdavinio sprendiniui jokios reikdmes neturi.
Sprendima Fermat nusako tokiais zodziais:

Pirminis skaicius, kuris yra didesnis uz keturiy kartotin} vienetu, tik vieng karla

(. y. vieninteliu buidu) yra stataus trikampio jzambine, jo kvadratas — du kartus,

kubas — tris kartus, kvadrato kvadratas (t. y. ketvirtas laipsnis) — keturis kartus,

ir Laip toliau ad infinitum... ([11], p. 316)

Toliau jis tiria 4n+1 formos pirminiy skaic¢iy sandaugas ir, nenurodydamas
irodymo metodo, formuluoja (teisingy) teigini: jeigu n = n'p{'ps? ---pir, da
pi yra 4k 4+ 1 formos pirminiai skaiciai, o n' sudaro tik 1§ 4k — 1 formos
skaiciai, tai n® galima uzrasyti dviejy kvadraty suma

%[(2“1 +1)(2az + 1) (20, + 1) — 1]
biidy ([11], p. 318, taip pat [22], p. 71). Siandien e ir kiti panagiis rezultatai
yra kvadratiniy formuy teorijos dalis. Apie kvadraty sumas galima dang suzinoti
1§ puikios 9] knygos.

Tuomet Fermat neatskleide, kaip jis irodé 3i rezultata. Tik veélian 1659
metais laiske Christianui Huygensui (1629-1695), svytuoklinio laikrodzio 1s-
radeéjui, jis pagaliau nurodé metods, kuriuo naudojosi jrodydamas 51 bei ki-
tus jspudingus rezultatus. Fermat vadino § metoda ,begalinio nusileidimo
metodu®. Jis paaiskino Huygensui metoda pateikdamas jrodymsg, kad nera
stataus trikampio, kurio plotas biity lygus sveikojo skaiciaus kvadratui. Jeign
toks trikampis biity, jis galetn sukonstruoti kita statyji trikampj, kurio plotas
taip pat biity kvadratas, bet mazesnis uz pirmojo frikampio plotg. Savo ruoztu
pasinaudojes §iuo naujuoju trikampiu, jis galéty surasti dar vieng, kurio plotas
dar mazesnis, ir taip tolian. Tadiau §s procesas, pateikiantis mums vis ma-
Zesnius ir mazesnius teigiamns sveikuosius skaicius, negali testis be galo, todel
nejmanoma rasti ir pirmojo trikampio, nuo kurio biity galima pradeti. Nors
atrodytu, kad §is metodas tinka tik neigimo rezultatams, t.y. kad tam tikri
dalykai yra nejmanomi, irodyti, Fermat sugebéjo ji pritaikyti ir pozityviems
teiginiams pagristi. Vienas i3 ju — anksélau minétas teiginys, kad bet kuris
4k 4+ 1 formos pirminis skaic¢ius yra kvadraty suma.

Atrodo, giuo metodu jis istengé jrodyti, kad joks kubas néra kuby suma, ne
ketvirtasis laipsnis néra ketvirtujy laipsniy suma. Ankséian sivos uzdavinius jis
buvo nusiuntes kitiems matematikams kaip savotiskas issulio problemas. IKai
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Paskutine Fermat teorema 11

1670 metais Fermat stinus Samuelis i8spausdino Bachet i§versta ,,Aritmetika®
su visais tévo papildymais, 2-0ji pastaba buvo suformuluota taip:

Joks kubas negali biiti idskaidytas | du kubus, ne bikvadratas ) du bikvadratus, ir

bendrai, joks didesnis uz du laipsnis j du tuos paéius laipsnius ([22], p. 104).

Kitais zodziais tariant, Fermat tvirtina, kad lygtis =" + y" = 2" netuni
nenuliniy sprendiniy, kai n yra didesnis uz 2. Jis parase, kad parastés per siau-
ros uzradyti tikrai nuostaby irodyma. Tai suteiké daugelini kankinancios vilties.
Panagiai jis yra rades ir kitur, norédamas paaiskinti, kodél néra jrodymo. Si
Zymiausia uzrasyta parasteje pastaba tapo zinoma kaip ,,Paskutine Fermat teo-
rema® ir nedavé ramybeés matematikamns iki siol, kol visa darba apvainikavo
Andrew Wileso jrodymas. Zinoma, buvo daug diskutuojama, ar Fermat i3
tikruju Zinojo irodyma, ar tik naiviai mane, kad jo begalinio nusileidimo meto-
das tinka visiems laipsniams. Zemiau pateiliame dviejy zymiausiy XX amzians
matematilky nuomones. Visy pirma André Weil salo:

Kaip pastebéjome ... svarbiausios Diolanto problemos susijusios su nulinés ir
pirmosios riifies kreivemis. Tik vienu nesékmingai susiklos¢iusiu atveju Fermat
pamini aukitesnes rugies kreive; vargu ar galima abejoti, kad tai jvyko deél jo paties
neapsiziarejimo, nors deél keisty likimo vingiy jo reputacija neiSmananéiyju akyse
kaip tik tuo ir remiasi. Suprantama, turime galvoje jo neatsargius zodizius el gen-
eraliler nullam in infinitum potesialem jo teiginyje apie ,Paskuting Fermat teo-
rema’, kaip nevykusiai tas teiginys buvo pavadintas... Kaip jis gal¢jo nujausti, kad
rago amzinybei? Mes Zinome jo jrodyma bikvadratams ... jis galgjo sukenstruoti
irodyma kubams, panasy | ta, kurj Euler atrado 1753 metais ... Jis daZnai pakar-
todavo #iuos teiginius ... bet niekada neminédavo bendresniojo. Gal trumpam
laiketarpiui , gal biidamas jaunas ... jis galéjo manyti, kad turi bendrojo jrodymo

principa; ka jis turéjo galvoje ta dieng, nickada nebus suzinota ([22], p. 104 ).
Atsargesne nuomone pareiske L. J. Mordell (|12], p. 4):
£E511€ C ; I

Matematinés studijos ir tyrimai pana$iis ] kopima | kalnus. Whymper bande sep-
tynis kartus, kol galy gale 1860 metais jkopé | l\fI;11.!.01‘1101-11;3.3 . bet ir tada keturi
jo komandos nariai Zuvo. Dabar kiekvienas furistas uz nedidele kaing gali biti
uztemptas j virsukalne ir tikriausiai nejvertina pirmojo jkopimo sunkumo. Taip
biina ir matematikoje: gali biiti nelengva suprasti, kaip sunku padaryti pirmajj
nedidelj Zingsnj, kuris po to atrodo toks natiralus ir akivaizdus; imanomas da-

lykas, kad toks Zingsnis galéjo buti atrastas ir veél prarastas.

Zvelgiant pla¢ian, Fermat buvo vienas i§ didziyjy matematikos pionieriy,
kuris, remdamasis klasikinés Graikijos laiméjimais, sukure skaiciy teorijai visis-
kai nauja paradigma ir padéjo pagrinda matematinei teorijai, véliau pavadintai
,matematikos karaliene®. Tadiau, kaip atsitinka daugeliul mokslo pionieriny, per
visg gyvenima jis veltui bandé atkreipti mokslo visuomenés démesj 1 savo skaiciy
teorijos tyrinejimus. Nepavykus sudominti tokiy zymiy matematiky kaip John

Alpiy virsukalné ant ltalijos ir Sveicarijos sienos.
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12 R. Laubenbacher, D. Pengelley

Wallis (1616-1703), labai jtakingo Newtono pirmtako Anglijoje, ir Blaiso Pas-
calio (1623-1662) Paryziuje, Fermat ankséian minétame laigke paskuting kartg
pabande laimeti Huygenso démesj. Savo laiska jis baigia taip:

Santraukoje pateikin savo mintis apie skai¢ius. AS ragau tai todeél, kad bijau,
Jog neturesiu lail v isplesti i detaliai igdéstyti visy Siy jrodymy ir metody. Bet
kuriuo atveju sie uzraZai padés mokyliems zZmonéms patiems surasti tai, ko as
neisplétojau, ypaé jei wonai de Carcavi ir Frénicle pasidalys Ziniomis apie tam tikry
negatyviy teiginiy jyrodymus begalinio nusileidimo metodu, kuriuos ag Jiems pa-
siunciau. Galbiil ateities kartos bus man dékingos, kad parodziau, jog senieji meis-
trai ne viska zinojo, ir tai persmelks protus i, kurie ateis po manes ,nedti fakelo
ateities kartoms®, kaip pasake didysis Anglijos kancleris. Sekdamas Jjo jausmu ir

muntimi ag priduréian: | Daugelis eis ir nueis, o Zinios kaupsis ( [11], p. 351).

Nezinia, kodel Fermat nepavyko suvilioti didziyju amzininky sekti juo.
Gal but kaltas Fermat slépiningunas, nes jis gantus rezultatus skelbdavo kaip
uzdavinius ir nepateikdavo jrodymy, o gal jo tyrimy krypéiai dar nebuvo tinka-
mas laikas. Praéjo net simtas metiy, kol kitas Fermat rango matematikas pratese
Jo darbg.

Leonhard Euler (1707-1783), be abejonés huvo vienas didziausiy visy laikuy
matematiky. Gimes Sveicarijoje, Euler savo egyvenima praleido Sankt Pefer-
burgo ir Berlyno akademijose. Jo matematiniai interesai buvo labai platis,
apcme taip pat ir skaiciy teorijg, ki, jo zodziais tariant, buvo kaip pramoga
po pagrindiniy jo tyrimo sriciy. Eulerio démesj | Fermat darbus atkreipe Cliris-
tian Goldbach (1690-1764) ju susiraginéjimo, kurj 1729 metais pradéjo Euler,
pradzioje. Atsakydamas | laiska, Goldbach pridéjo prieraga: ,Ar juns Zinoma
Fermat pastaba, kad visi skaiciai 22" +1 yra pirminiai? Jis sake, kad negaléjo to
irodyti; kick zinau, niekas negaléjo to padaryti © ( 22|, p.172). Ju susirasinéjimas
fiesést daugian kaip trisdesimt mety iki Goldbacho mirties. Goldbach buvo daug
keliaves ir gerai issilavines Zmogus, jo pagrindiniai intelektualiniai interesai buvo
kalbos ir matematika. Jis pazinojo daugelj zymin to meto matematikuy, taip pat
ir Nicolas (1687-1759) bei Daniel (1700-1782) Bernoulli, kurie jo ripeséin gavo
Saukt Peterburgo akademijoje vietas. Pastarieji, savo ruoztu, pasiriipino, kad
akademijoje atsirasty vieta jaunajam Euleriui.

Didele Eulerio skaiciy teorijos darby dalis atlikta sistemingai bandant jro-
dyti visus Fermat teiginius, taip pat ir paskutine Fermat teorema ([22], p.170).
Jis pateike pirmg jrodyma treciojo laipsnio atveju, kuris yra daug sudétingesnis
1z ketvirtojo laipsnio atveji. Kitas originalus Eulerio rezultatas Sioje srityje —
jo paties irodymas ketvirtojo laipsnio lygéiai.

Antroje XVIII amzians puséje tik nedangelis mokslininku doméjosi grynaja
matematika. Laimei, vienas 15 ji pasisventé skaiciy teorijos tyrimams. Skaiéiy
feorija 1768 metais susidomejo Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Per de-
simfmet] jis parase serija §ios srities darby, 18 kuriy daugelj — ikvéptas Eu-
lerio tyrimy. Siose publikacijose nebuvo naujy rezultaty apie paskutine Fer-
mat teorems, bet jis islaike skaiciy teorijos tradicija, kurig véliau peréme kiti
tyrinetojai. Lagrange tapo Eulerio jpédiniu Berlyno moksly akademijoje ir po jo
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Paskutiné Fermat teorema 13

mirties paveldejo zymiausio Europos matematiko varda. 1786 metais Lagrange
1svyko 1 Paryziy, kur gyveno iki pat mirties.

Vienas 15 Lagrange bendradarbiy Paryziuje buvo Adrien-Marie Legendre
(1752-1833), kuris atkreipé Lagrange démesi pries ketverius metus, atsiuntes
laimejusi premijg darbg 18 balistikos srities ([22], p. 324). 1785 metais Leg-
endre pateike Paryziaus akademijai darbg, pavadinta ,,Neapibréztosios analizes
tyrimai”. Tal buvo jo pirmas skai¢iy teorijos darbas, tiesiogiai ikvéptas Eulerio
ir Lagrange rasty. Tuo metu Euler buvo jau mires, o Lagrange §ioje srityje
jau nebedirbo. Legendre émési vykdyti placiag skaiéiy teorijos tyrimuy programa,
kurios rezultatas — i§samus skaiciy teorijos traktatas ,,Esé apie skaiciy teorija,
1sspausdintas 1798 metais. Buvo isleisti keli jo leidimai, paskutinis pasirode 1830
metais pavadinimu ,,Skaiciy teorija”. Pirmame ir antrame leidimuose, Legendre
pakartojo paskutinés Fermat teoremos Eulerio irodymus treéiojo ir ketvirtojo
laipsniy lygtims. Po to 1825 mety priede antrajam leidimui jis pridéjo savo
rezultaty, vienas i juy — jrodymas penktojo laipsnio atveju. Cia Legendre indélis

15 dalies uzbaigtas jauno vokieciy matematiko Lejeune Dirichlet (1805-1859)
tals pacials metals sukurtas jrodymas.

IKai 1808 metal pasirodé antrasis ,,Skaiciy teorijos® leidimas, jis atrodé se-
namadiskas, palyginti su nepaprastu jauno vokieéiy matematiko Carlo Friedri-
cho Gausso (1777-1855) veikalu ,Disquisitiones Arithmetique® (Aritmetiniai
tyrinejimai), isspausdintu 1801 metais ir padéjusiu pagrindus sivolaikinei skaiciy
teorijai. Jame pateikiama daug irodymy, tarp ju iv kvadratinio dualuno teore-
mos — vieno 15 fundamentaliy feiginiy apie pirminius skaicius. Ja kaip priclaida
suformulavo Euler, o Lagrange pateike neteisinga jo irodyma. Savo veikale
Gaussas 15pletojo lyginiy aritmetikos teorija, kuri ir Siandien yra svarbi. ,,Dis-
quisitiones™ pagaliau paverte skaiciy teorijag matematine teorija su darnia rezul-
faty 1 metody sistema. Tolydzio kai kurie didziansi XIX amziaus matematiniai
protai buvo pavilioti naujos srities apzavy. Si sritis suklestéjo, kai antroje NIX
amziaus puseje ir XX amziuje emé gausial rastis naujiy rezultaty ir metody.

Gausso paziuros apie paskutine Fermat teorems isdéstytos 1816 metu kovo
21 dienos laigke jo kolegai W. Olbersui:

Kaip atskiras rezultatas paskutiné Fermal teorema man didelés reikimes neturi,

nes nesunku suformuluoti daugybe teoremy, kuriy niekas negalety nei jrocdyti,

nei paneigti. Vis deélto ji paskatino mane grizti prie tam tikry seny minéiy apie

aukstesnés aritmetikos igplétima. Zinoma, i teorija yra viena ig fa, kur nejmanoma

nuspeli, kiek jmanoma priartéti prie tolumoje stiiksanéiy tikshy Tam reikia ir
laimingos zvaigides. Mano padétis ir daug pastangy reikalaujanti veikla neleidzia
alsidett Liems svarstymams, kaip buvo laimingais 1796-1798 metais, kai ag sukfiriau
pagrindines |, Disquisiliones Arithmeticae®* dalis.

Deja, as esu jsitikines, kad jeigu laime man lems daugiau, negu galiu tikétis,

ir man pavyks Sioje teorijoje Zengti pagrindinius Zingsnius, tai Fermatf teorerna

pasirodys joje kaip viena i maziausiai jdomiy igvady ([17], p. 629).

Bet tuo metu laimeé Gaussui nenusisypsojo ir jis nebesugrizo prie rimfta
skaiciy teorijos tyrimy. Vis délto, ,,Disquisitiones® ir ju lyginiy aritmetika ikvépe
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14 R. Laubenbacher, D. Pengelley

nawjai paskutinés Fermat teoremos bendrojo atvejo atakai. Paryziuje jaunoji
Sophie Germain (1776-1831), jau isstudijavusi Legendre ,,Esé“, godziai skaité
Gansso knyga. Jiis karto jzvelgeé galimybe panaudoti lyginiy metods bendrajam
paskutinés Fermat teoremos jrodymui ir didele savo gyvenimo dalj paskyre,
deja, bevaisems pastangoms. Taciau jai pavyko jrodyti pirmaji bendra rezultata
apie paskutine Fermat teorema ir jos poziiiris buvo sékmingai taikytas daugelio
tyrinetoju netgi iki 1980 mety.

Dar vienas svarbus sios istorijos etapas — rezultatas, kur] iprasta priskirti
Sophie Germain ir vadinti Sophie Germain teorema. Germain nepublikavo
jokiu darby apie paskutine Fermat teoremg. Vienintelé skelbta nuoroda apie
jos darba yra pastaba jau mineto paskutinel Fermat teoremai skirto Legen-
dre ,,Esé* antrojo leidimo priedo parastéje. Cia aptariami Germain rezultatai
uzrasyti rankraséinose, kurie saugomi Paryziaus Nacionalinéje bibliotekoje bei
minimi neskelbtoje jos ir Gausso korespondencijoje.

Jau Fermat pastebejo, kad teorema pakanka jrodyti ketvirtajam laipsniui
ir nelyginiams pirminiams p (10 uzdavinys). Germain jrode: jei tokiam p
atsirastu nenuliniai sveikiej skaiciai @, y, z, kad

o y? = 2P,

ir tam tikras pagalbinis pirminis ¢, tenkinantis tam tikras salygas, tai p?
dalytu viena 18 skaidiu x,y, z. Siems pagalbiniams pirminiams skaiéiams rasti
i sukure algoritma ir sékimingai panaudojo visiems nedidesniems uz 100 pirmi-
niams. Jos pagalbiniy pirminiy radimo metodas gali buiti sekmingai taikomas ir
aukstesniems pirminiy laipsniams. Tai padaré Legendre. Jis surado juos visiems
p iki 197. Taigi visiems pirminiams iki 197 j Fermat lygties sprendini buitinai
furi jeiti skaicius, kwis dalijasi i§ laipsnio rodiklio. Siuo rezultatu pagristas
Fermat lygties sprendiniy skirstymas i du atvejus. Jeil sprendinio skaiéiy san-
dauga xyz nesidalija is laipsnio rodiklio, sakoma, kad 2, y, z yra pirmojo atvejo
sprendinys, jei dalijasi — 2,y, > yra antrojo atvejo sprendinys.

Nors ir pries Germain buvo motery, pavyzdziui, klasikines Graikijos mate-
matiké Hypatia arba Renesanso laikais Maria Gaetana Agnesi, turéjusiy jtakos
matematikos raidai, Sophie Germain buvo pirmoji istorijoje moteris, gavusi
nanjy ir reik$mingy matematiniy rezulty tiek skaiciy teorijos, tiek matematines
fizikos srityje. Germain biografija puikiai igdestyta [23] knygoje.

Devynioliktojo amziaus viduryje paskutinel Fermat teoremai jrodyti huvo
taikomi sudétingi metodai. Vokieciy skaiciy teorijos specialisto Ernsto INumime-
rio (1810-1893) 1847 metu geguzés meénesj rasytame j Paryziy laiske Joseplui
Liouville kalbama apie nesékme, sveikyjy skai¢iy skaidymo pirminiais daugikli-
ais vienaties désni taikant tam tikriems kompleksiniams skaiciams. Iai kuriuo-
se pateiktuose paskutinés Fermat teoremos jrodymo bandymuose buvo daroma
prielaida, kad tokio skaidymo vienaties désnis galioja bendriausiu atveju, bet
[Kummer gavo rezultaty, lindijanéiy, kad sis désnis ne visada teisingas. Kumnmer
problema pradéjo tyrinéti visai nanjais metodais. Tai buvo radikalus postikis
nuo pirmtalky darbuy, tapes algebrinés skaiciy teorijos pradzia. Jis pats prie
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Paskutine Fermat teorema 15

paskutinés Fermat teoremos jrodymo prisidéjo tuo, kad nustate, jog Fermat
tvirtinimas teisingas tam tikriems pirminiams, kuriuos imta vadinti reguliariai-
stals. Pavyzdziui, visi pirminiai skaiéiai, nevirdijantys 100, isskyrus 37, 59, 67,
yra reguliarus.

Pusantro simto mety po Kummerio rezultaty skaiéiy teorijos pasaulyje
vyko létas jrodymo uzbaigimo darbas. Apie tal parasyta gery apzvalginiy
straipsniy, (pav., [7], [15]). Irodyta daug pagalbiniy rezultaty. Pavyzdiiui,
1909 metais A. Wiefericho jrodytas teiginys:

Jjeign laipsnio rodikliui p egzistuoja pirmojo atvejo sprendinys, tai skai¢ius p
turi tenkinty salyga
27~ =1 (mod p?).

1976 metais buvo jrodyta, kad paskutiné Fermat teorema teisinga visiems ne
didesniems uz 125 000 laipsnio rodikliams. 1992 metais Sio rezultato galio-
jmo sritis buvo isplésta iki 4 000 000. Ivykiai émeé klostytis jaudinanciai po
1983 mety, kai vokiediy matematikas Gerd Faltings jrode vadinamaja Mordello
hipoteze — algebrinés geometrijos rezultata, tvirtinanti, kad su n = 4 lygtis
" 4 y" = z" gali turéti tik baigtinj skaiéiy poromis tarpusavyje pirminiy (t.y.
neturinéiy bendry pirminiy dalikliy) sprendiniy skaiéiy. Algebrinéje geometri-
joje nagrin¢jamos polinominiy lygéiy sistemy, pavyzdziui,

y—a* =0,
y—a® =0,

sprendiniy aibés. Suprantama, sprendiniy aibé priklauso, nuo to, kokie skaiéiai,
pavyzdziui, racionalieji ar realieji, yra nagrinéjami. Siy skaiéiy atveju dalijant 18
z laipsnio, Fermat lygt] galima suvesti i lygt] «”+y” = 1. Turédami racionalyjj
sios lygties sprendinj ir panaikine vardiklius, gautume Fermat lygties sprendim
sveikaisiais skaiciais. Plokstumoje lygties a? 4y = 1 sprendiniy aibé apibrezia
kreive. Paskutiné Fermat teorema ekvivalenti teiginiui, kad 8 kreivé neina per
taskus su abiem racionaliosiomis koordinatemis. Taigi Zvelgiant | paskutine
Fermat teorema lkaip 1 algebrinés geometrijos problems, galima tailkyti ne tik
skai¢iy teorijos bet ir Sios srities metodus. Mordello hipotezeé teige, kad kai
kurios kreives, pavyzdziui, =" +y" =1, kai n = 5, turi tik baigtinl skaiciy
racionaliyjy tasky. Taigi atskiru atveju Fermat lygtis turi tik baigting skaiciy
poromis tarpusavyje pirminiy sveikaskaiciy sprendiniy.

Zinoma, nuo Faltingso rezultato iki paskutinés Fermat teoremos dar toli.
Bet tai leido 1985 metais A. Granville ir D. Heath-Brownui jrodyti, kad pasku-
tiné Fermat teorema teisinga ,,daugumai® rodikliy n, t.y., kad kuo n didesuis,
tuo artimesné nuliui tikimybhé, kad Fermat tvirtinimas rodikliui n neteisingas.
Rezultatu vis gauséjo. Buvo suformuluota daugiau skaiéiy teorijos hipoteziy,
18 kuriy turéty isplaukti paskuting Fermat teorema. Viena 15 ju — vadinamoji
Taniyama—Shimura hipotezé, susijusi su elipsinémis kreivémis, kuriy koeficien-
tai racionaliis. Sios kreivés nzragomos lygtimis

y2 = az’ -l b 4+ cx + d;
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16 R. Laubenbacher, D. Pengelley

cla a,b,c.d yra racionalieji skaicial, a # 0; be to, visos desiniosios pusés poli-

nomo saknys yra skirtingos. Hipoteze tvirtina, kad visos tokios kreivés yra
modulinés. (Cia sios savokos negalime aptarti detalian. Tésamesnés medziagos
skaifytojas gali rasti puikiame straipsnyje |3], taip pat [16], [20].) Atsakymas,
kodel 15 Sios hipotezés isplaukia paskutiné Fermat teorema, gludi 1980 mety
pradzioje vokie¢iy matematiko Gerhardo Frey jrodytame teiginyje. Jis nurode,
kad naudojantis netrivialiu Fermat lygties sprendiniu galima sukonstruoti tam
tikra elipsine kreive, kuri, kaip jis galvojo, nebiity moduliné. Sios kreivés, dabar
vadinamos Frey kreivemis, konstruojamos taip. Frey kreives, atititinkancios
netrivialy sprending a? 4+ 0" = ¢, su p = 5, lygtis yra

2 — x(e —a’)(x 4+ 0").

1986 metais ILen Ribet 15 Berkeley zenge paskutini zingsnj, patvirtindamas Frey
nuojauty. Taigi Taniyama—Shimura hipotezés jrodymas reiksty, kad paskutine

=

Fermat teorema taip pat teisinga.

1993 mety birzelio ménes] Prinstono matematikas Andrew Wiles skaite
[Kembridze, Newtono institute, Anglijoje, tris paskaitas, kuriy metu isdeste Ta-
niyama—Shimura hipotezeés irodymo kontiirus tam tikrai elipsiniu kreiviu klasei,
kuriai priklauso ir Frey kreives. Taigi atrode, kad daugiau kaip po 300 metny
paskutines Fermat teoremos irodymas pagaliau baigtas. Wiles parengé iles
rankrast], kuriame isdeéste savo ypaé sudétingy iv sunkiy samprotavimu detales.
Si teksta jis pateike keliems Sios srities specialistams patikrinti. Tikrintoju
komitetas ilgai tyléjo, po to matematilky bendruomenéje émeé sklisti nerima
keliantys gandai, kad pries kelis metus nuskambeéjes triummfas yra netikras, nes
wodyme yra spraga. 13 tikryjuy tapo aisku, kad Wileso jrodyme spraga tikrai
yra. Laimel 1994 mety rugséjo menesj Wiles ir Kembridzo (UK) matematikas
Richard Taylor sugebejo isvengti sios spragos ir sukurti 1ssamy jrodyma, kuris
buvo labai kruopséial patikrintas iv pripazintas teisingu.

1997 mety birzelio 27 diena Gotingene, Vokietijoje, Andrew Wilesas gavo
Woltskehlio premija. Ja isteige vokiefiu matematikas Paul Wolfskehlis (1856-
1906). kuris susidomejo Fermat teorema klausydamas Ernsto Kumunerio pa-
skaitu 1r skaitydamas jo straipsnius. Plrmas asmuo, teisingai irodes paskuting
Fermat teorema arba pateikes butinas ir pakankamas salygas tiems laipsnio
rodikliams, kuriems Fermat lygtis neturi sveikyjy teigiamy sprendiniy, turéjo
gauti 100 000 Vokietijos markiy. (IKai premija buvo jteikta Andrew Wilesui, jos
verte buvo apie 43 000 USD.) Premija patrigubino neteisingy irodymuy srauta.
(Issamiau apie premija rasoma |1], p. 1294-1303.)

Vienas 1§ didziausiy XX amziaus matematikos laimeéjimy, — Wileso i Tay-
loro jrodymas — uzbaigé beveik keturis Simtmecinus trukusia odiseja. Kita vertus,
rezultatai, pasitarnave jrodymui, i§kele daug jandinanéiy klausimy, kurie tures
itakos matematikos raidai ateityje, taip kaip paskutine Fermat teorema dare
itaky matematikai praeityje. Mes galime buti laimingi, kad gyvename vienu
idomiausiy visos matematikos istorijos laikotarpiy. Jau dabar aisku, kad atei-
tyje skaiciy teorijos laukia nauji jaudinantys atradimai.
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UzZdaviniai

1 uzdavinys. [rodykite Euklido ,,Elementy® teiginj apie tobuluosius skai-
¢ius. Pasinaudokite juo 1r raskite kiek galite daugiau tobulyju skaiéiy.

2 uzdavinys. Kaip mazaja Fermat teorema uZrasytumeéte dabartiniais
matematinials zymenimis?

3 uzdavinys. Tegu n yra teigiamas sveikasis skaicius, 2" —1 - pirminis.
Irodykite, kad tada n taip pat turi buti pirminis.
Nuworoda: Irodykite lygybe

aab __

— oa(b—1) qa(b—2) .
ga 7 2 +2 7+ + 1.

4 uzdavinys. Pasinaudokite mazgja Fermat teorema ir jrodykite isvada:
jel p yra nelyginis pirminis skaicius ir pirminis skaiius ¢ dalija 2 — 1, tai su
tam tikru sveikuoju k teisinga lygybée ¢ = 2kp + 1.

5 uzdavinys. Tarkime, " + 1 yra pirminis skai¢ius. Jrodykite, kad «
yra butinai lyginis, o n yra dvejeto laipsnis.

Nuoroda: [rodykite, kad su n = 2%m, ¢a m > 1 yra nelyginis. teisinga
lygybe

251

a” +1 ok P ok
- :”l.i (m—1) —(IJ (m l}~|—-ﬂ.i (m—3) _ von e Jf,
as 41

6 uzdavinys. Kokie Pitagoro trejetai gaunami i§ Diofanto uzdavinio apie
kvadrato skaidyma dviejy kvadraty suma sprendimo?

7 uzdavinys. Primityviuoju Pitagoro trejetu vadinamas toks trejetas,
kurio skai¢iai yra poromis tarpusavyje pirminiai. Jrodykite, kad, padanginus
visus primityviojo Pitagoro trejeto skaicius i3 to paties daugiklio, vél gauna-
mas Pitagoro trejetas ir, atvirksciai, kiekvienas Pitagoro trejetas gaunamas sino
buidu 15 tam tikro primityviojo trejeto.

8 uzdavinys. [rodykite, kad dvieju nelyginiy skaicéiy kvadraty suma negali
biiti sveikojo skaiciaus kvadratas. Pasinaudoje tuo, padarykite igvada, kad bet
lkurio Pitagoro trejeto vienas i§ pirmuyjy dviejy skai¢iy yra butinai lyginis.

9 uzZdavinys. Kaip naudojantis Euklido dalybos su liekana algoritmu
galina nustatyti, ar Pitagoro trejetas yra primityvusis, ar ne?

10 uzdavinys. [rodykite, kad paskutine Fermat teorema yra teisinga su
visais rodikliais n, jei ji teisinga, kai n = 4 ir kai n yra nelyginis pirminis
skaicius. '
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