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A. Ribel tyrinejo jvairius skaifiy teorijos ir aritmelinés algebrinés geometrijos
klausimus; geriausial Zinomas jo rezultatas — jrodymas, kad i3 Taniyama-Shimura
hipotezes isplaukia didzioji Fermal teorema. 1989 metais jis kartu su Abbas Bahri
gavo pirmaja Fermat premija.

Brian Hayes yra mokslo populiarinimo straipsniy autorius, redagaves American
Scientist Zurnala. Sis straipsnis pasirodé American Scientist Zurnalo 1994 mety
(kovo-balandzio men.) numeryje; idverstas ir spausdinamas miusy leidinyje auto-

riams sutikus.

Pierre de Fermat hipotezé pagaliau jrodyta. Tai tarsi is-
torijos ironija: teorema yra lyg pastaba kur kas reikimin-
gesnio darbo parasteje.

Eric Temple Bell, matematikas ir matematilku biografas, tikejo, kad zmoni-
jal susinaikinus branduoliniame kare didzioji Fermat teorema liks vienas is taip
ir neigspresty klausimy. Sia pranagyste Bell pareigke pries pat savo wirtj 1960
metais. Jeigu jis buty gyvenes dar kelis desimtmecius, jdomu, kas ji labiau
stebinty: kad Zmonija dar nesusinaikino, ar kad 1993 mety birzelio 23 diena
buvo paskelbta, jog didzioji Fermat teorema yra irodyta.

Padia teorema lengva suformuluoti. Pierre de Fermat teige, kad jei a,b, ¢
yra teigiami sveikieji skaiciai, o n didesnis uz 2, tail lygtis

a® + b = ot

negali turéti sprendiniy. Sis paprastumas yra apgaulingas: teiginio nepavyko
irodyti daugiau nei 350 mefy. O Prinstono universiteto matematikas An-
drew Wiles jrodymul naudoja nepaprastal sudetinga matematikos priemoniy
ir metody arsenala. Wileso jrodymas i§déstytas storame ir sunkiai skaitomaimne
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20 K. A. Ribet, B. Hayes

rankrastyje, kurio nuorodos apima ne maziau kaip per 30 metu atliktus mate-
matinius darbus. !

Svarbu suvokti tikraja paskutines Fermat teoremos vieta siuolaikinéje ma-
tematikoje: tai greiciau didziulée misle, nei pagrindiné ar svarbi problema. Su-
radus jrodyma, visas jdomumas isnyksta. Kita vertus, beieskant jrodymo daue
buvo nuveikta pléetojant kur kas svarbesnes matematikos sritis. Pats Wiles, no-
redamas jrodyti paskuting Fermat teoremy, irodinéjo kita teiginj — vadiana maja
Taniyaima-Shimura hipoteze, 1§ kurios paskutine Fermat teorema isplaukia kaip
15vada.

Taniyama-Shimura hipotezé yra gilesnis ir potencialiai reilémingesnis teigi-
nys negu paskutiné Fermat teorema. Ji priklauso matematikos sriciai, kuri buvo
intensyviai pletojama per pastaruosius fris dedimtmeéius, bet uz matematiky
profesinés bendrnomeneés riby liko mazai zinoma. Si sritis vadinama aritmetine
algebrine geometrija, arba moderniaja aritmetika. Ji isirutuliojo i§ pastangu
pritaikyti siuolaikinius matematikos metodus uzdaviniams, kurie vadinami dio-
fantineémis problemomis. Sprendziant #iuos uzdavinius, iegkoma lygéiu siste-
mos visy sprendiniy sveikaisiais skaiciais. Modernioji aritmetika yra turtingos
vidines strulturos sritis, vienaip ar kitaip susijusi su kone kiekviena kita ma-
tematikos kryptimi. Tikrai jspudinga, kad abstrakéios sios srities konstrulkeijos
sudare galimybe nawjal pazvelgti 1 svarbiausiaja is visu diofantiniy problemny —

paskutine Fermat teorema.

Marginalijos

Istorija apie tai, kaip Fermat suformulavo savo ,,paskutine teorema®, buvo
jau daug karty pasakota, tacdian tai yra pernelyg gera istorija, kad praleistuine
proga dar karta ja papasakoti. Pierre de Fermat gimé 1601 metais Prancuzijos
piefuose ir didesniaja savo gyvenimo dali praleido Tuluzoje, kur jis buvo zymus
Louis XIV administracijos teisininkas. Jis buvo matematikas megéjas, taciau
palaike placius rysins: susirasinejo su René Descartes, Blaise Pascaliu ir kitomis
to laikotarpio 1zymybemis. Is tikryju svarbiausios informacijos apie Fermat
matematinius darbus teikia jo korespondencija ir pastabos knygu parastese.

Apie 1630 metus Fermat skaité Diofanto 1§ Aleksandrijos ,,Aritmetika®
— veikala, parasyta tikriausiai I amziuje po Kr. Jame nagrinejami ivairus
lyeciu sprendimo sveikaisiais arba racionaliaisiais skaiciais (sveikijy skaiciy san-
tykiais) nzdaviniai. Savo $os knygos egzempliorinje Fermat padare daugybe
pastabiy; ypad idomi pastaba po 2 knygos 8 uzdaviniu, kur] Diofantas forimmu-
luoja taip: Nurodytaji skaiciy, kuris yra kito skaic¢iaus kvadratas, uzrasykite

dvieju kity kvadraty suma®. Fermat pastaba, isversta 15 lotyny kalbos skamba
taip: ,,Neimanoma jokio kubo isskaidyti 1 du kubus ar ketvirtojo laipsnio 1 du

ketvirtuosius laipsnius, ir apskritai jokio laipsnio didesnio uz du } du tuos pacius

Kai &is straipsnis dar buvo rasemas, Wileso jrodymo padétis dar buvo neaiski. Tikrinant
pastebéti keli tritkumai, kurie greitai buvo pagalinti, igskyrus viena, kuris atrodée rimtesnis.
Wiles pareigke tikjs, kad spraga galima uzpildyti. [8 tikryjy taip iv buvo padaryta; zr. R.
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Laubenbacher, D. Pengelley straipsnj Siame Zurnalo numeryje.
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Paskutiné Fermat teorema ir modernioji aritmetika 21

laipsnius. A suradau tikrai nuostaby irodyma, bet paraStes yra per siauros
jam uzrasyti Si viltis zadinanti uzuomina apie kazkada zinota bet prarasty
irodyma, be abejonés, prisidéjo prie legendos apie paskutine Fermat teorema
susikiirimo. Pats Fermat neturi nieko bendra su epitetu ,paskutiné®. Si teo-
rema toli grazu nebuvo paskutiné Fermat suformuluota teorema; jis gyveno iki
1665 mety ir dar daug nuveiké matematikoje. Buidvardis ,paskutine” atsirado
XVIIT ar XIX simtmetyje ir turbiit reiske, jog §i teorema yra paskutinis Fermat
teiginys, kuris liko nei jrodytas, nei paneigtas.

s
1]

1 brézinys

Paskuting Fermat teorema, teigiancia, kad lygtis a™ + 0™ = ™ neturi sveikujy

nenuliniy sprendiniy, kai n > 2, galima interpretuoti geometriskai. Su bet kokiu

naturalivoju n funkcijn. f(a,b) = a™ + 0" nusako trimalés erdves pavirgiy. Kai

n = 1, 8§is pavirsius yra plokstuma (pavaizduota kairéje), ji eina per be galo

daug tasky su nenulinémis sveikosiomis koordinatémis. Kai n = 2, paviriius

yra paraboloidas. Vieninteliai paraboloido taskai su sveikosiomis nenulinémis ko-

ordinatémis gaunami i§ Pitagoro trejetuy. Ju yra taip pat be galo daug. Paskuting

Fermat teorema tvirtina, kad funkcija f(a,b) = a™ + 0" apibréziamas pavirSius

tokiy tagky neturi, kai »n > 2.

Ar Fermat tikrai zinojo jrodyma, kurj bty uzrages, jeigu paragtes biity
buve platesnes? Labai tiketina, kad biitent sis klausimas ir liks neatsakytas.
Tikétina, kad Fermat mane, jog rado jrodyma, bet véliau suprato apsirikes.
Savo kolegoms ragytuose laiskuose jis mini jrodymus, kai n =3 ir n =4, bet
né karto nemini bendrojo atvejo jrodymo.

Ankstyvieji bandymai

Visiskal nesunku rasti lygties a"+0" = ¢" sprendinius sveikaisiais skaiciais,
kai n =1, nes tada lygtis virsta paprasta lygybe a+ b = ¢. Dviejy svaikuyjy
skaiciy suma visada yra sveikasis skaicius, taigi kiekvienai skai¢iy a,b porai
visada atsiras atitinkamas c. Kai n lygus 2 (8] atveji nagrinéjo Diofantas)
uzdavinys yra truputi sudétingesnis. Lygtis a® + 0> = ¢® nusako, Zinoma,
staciojo trikampio jZambines ir statiniy ilgiy vysj; ji turi be galo dang sprendiniy,
pirmasis i& jy gerai zinomas sprendinys 3% + 4% = 5%, Buklidas, gyvenes ke-
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lials simtmeciais ankscéiau uz Diofanta, nurodé metods, kaip gauti visus siuos
sprendinius, dar vadinamus Pitagoro trejetais.

Kai n =1 arba n = 2, sprendiniy yra be galo daug, tad atrodo keista,
kad su n = 3 sprendiniy néra, bet tai kaip tik ir tvirtina Fermat teorema. Ja
galima interpretuoti geometriskai. Su kiekviena n reiksme lygtis o' + " =
¢ trimateje erdveje apibrézia glody pavirdiy. Reik$mes n = 1 ir n = 2
afifinkantys pavirsiai eina per be galo daug tasky su visomis trimis sveikosiomis
koordinatémis, bet pavirsiai, atitinkantys didesnes n reiksmes, neina per tokius
taskus (18skyrus taskus su a =0 arba b =0).

Pats Fermat jrode teoremay, kai n = 4 (ir sikart jis uzrasé jrodvma kitoje
knygos parasteje). I tikryju Fermat irodeé truputi bendresnj teiging — kad lygtis
a' 4+ ' = ¢* neturi sprendiniy sveikaisiais skaiciais; kadangi sveikojo skaiciaus
ketvirtasis laipsnis yra ir sveikojo skaiciaus kvadratas, tai 15 Fermat jrodyto
feiginio isplaukia ir jo teorema kai n = 4. Samprotaudamas kitaip, Fermat
irode, kad néra Pitagoro trejety o + 0% = ¢, jog a ir b biity sveikuju skaiciy
kvadratai. [rodymas rémeési Fermat sukurtu vadinamuoju begalinio nusileidimo
metodu. Fermat surado algoriting, kurino 18 kickvieno sprendinio galima gauti
kita sprending su mazesniais skaiciais. [8 &lo sprendinio gaunamas dar vienas
sprendinys su dar mazesniais skaicials. Procesa galima testi neribotai, sitaip
gaunant begaling vis mazesniy sprendiniy seka. Taciau negali bitti begalings
mazejanciy sveikyju teigiamy skaiéiu sekos, nes maziausias toks skaicius yra
1. Priestaros galima isvengti tik atmetus pradine prielaida, kad bent vienas
sprendinys sveikaisiais skaiclals egzistuoja.

Atveju n = 3 teoremy irodé Leonhard Euler — didysis XVIII amziaus
sveicary matematikas. Jo jrodymas taip pat remiasi begalinio nusileidimo me-
todu. tacian yra sudetingesnis negu su n = 4. Vélesniais metais buvo jrodyti dar
keli atskiri Fermat teoremos atvejai. 1820 metais pranciizy matematikas Adrien
Marie Legendre ir vokie¢iy matematikas P. G. Lejeune Dirichlet sukuiré jrodyma.
ka1 » = 5. Dirichlet bandeé jrodyti teorems., kai n = 7, tadiau sugebéjo sukurti
wodyma tik, kai n = 14; atvejo n = 7 rodyma 15 esmes pateiké prancuzas
Gabrielis Lamé. Labal arti bendrojo atvejo 1847 metais pavyko pasistiiméti
vokiedin matematikui Ernstul E. Kummeriui.  Is Kuammerio darby isplaukia.
kad paskutinée Fermat teorema teisinga su be galo daug n reiksimiy, butent
s visals i, kurie dalijasi 18 reguliarigjuy™ pirminiu skaiciy, sudaranciy tam
tikry pirminiy skaic¢iy aibés poaibi. Vienintelial nereguliarieji pirminiai skaiciai.
mazesnl uz 100, yra 37,59 ir 67; Kummer velian sugebéjo jrodyti teorema
i siems pirminiams skaiciams. Taigl paskutine Fermat teorema buvo irodyta
visiems 1 < 100.

Pastaraisiais metais naudojantis kompiuteriais buvo nustatyta, kad teo-
rema gall buti neteisinga tik su labai dideliais laipsnio rodikliais. 1993 ety
liepos meénesi buvo paskelbta (Buliler, Crandall, Ernvall ir Metsinkyld), lad
paskutine Fermat teorema teisinga su visals n, maZesniais 1z 4 milijonus.
Taigi galimas lygties a + 0" = ¢" sprendinys buty sudarytas 18 astronominiu
skaicin (mmaziausia ¢” reiksme buty nzrasoma dangian nei 26 mln. desimtainiy
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skaitmeny). Taciau kad ir didele rodikliy, kuriems teorema teisinga, aibe, ji
yra tik baigtine. Yra be galo daug Kummerio nereguliarigjuy pirminiy skaiéng,
todeél paskutines Fermat teoremos jrodymo negalima uzbaigti tiesiog nagrinejant
vieny atveji po kito.

Ka reikia jrodyti

Moderniyjy laiky poziuris | paskutine Fermat feorema yra nefiesioginis.
Uzuot tiesiogial nagrinejus Fermat lygtl, analizuojama kitos rusies lygtis, ku-
rioje skaicial a™ 1r 0" vaidina svarbu vaicdimeni.

Kalbant labai bendrail, argumentus galima apibudinti taip.

Tarkime Fermat lygéiai egzistuoja kontrapavyzdys, arba, kitais zodziais

tariant, egzistuoja skaiciy pora a” ir 0", kad ju suma yra n-asis naturaliojo

skaiciaus laipsnis. Tada turl egzistuoti tam tikras matematinis objektas, vadi-
namoji elipsine kreive, kuria apibrézia lygtis su koeficientais, nusakomais " ir
b". Pavadinkime sia kreive tiesiog E. Vienas 18 musy (Ribet) 1986 metais jrode,
kad 51 kreive negali turéti tam tikros savybés, vadinamos modalumu. Tai, kg
Wiles pareiske birzelio meénes), trumpai galima suformuluoti taip: klases, kuriai
priklauso ir £, kreives turl modalumo savybe. I3 §ios priestaros isplaulia. kad
E neegzistuoja, todél nepmanoma rasti kontrapavyzdzio paskutinel Fermat teo-
remal.

Siame straipsuyje pateikiame kelety sio samprotavimo detaliy.  Atskirai
paaiskinsime, kas yra elipsiné kreive ir ka reiskia modalumo savyhbe. Tilkslus
lrodymo isdestymas pareikalauty daug pastangy, taigi apsiribosime pagrindiniy
momenty paaiskinimu.

Is pradzin geriansiai biity patikslinti, ka 18 tikrygju reikia jrodyti. Gali huati

"ogkarciams a. b, e ir

suformulnoti specialus apribojimai lygties o + 0" = ¢
laipsuio rodiklivi n. Visy pirma galime apsiriboti atveju, kai n yra nelyginis
pirminis skaicius. Pakanka nagrinéti tik pirminius rodiklius, nes is bet kurio teo-
remos kontrapavyzdzio su sudétinin n gaunaimas kontrapavyzdys su mazesnin
pirminiu rodiklin. Kitais zodziais tarviant, jei a7 + ' = ¢P7 twrl sprending
sveikaisiais skaiciais, tal al’ 4+ 0" = ¢ v a4+ 07 = ¢ taip pat turi sprendinius.
Vienintelial sudetinial rodiklial, kuriems sis samnprotavimas netinka, yra didesni
uz 2 dvejeto laipsniai, nes jie nesidalija 18 nelyginiy pirminiy skaiciy., Tacdiau
je dalijasi 18 4 ir paties Fermat jrodymas tinka Siam atvejui. Tiesa salkant.
nereikia rupintis visais skaicig 3,4,5,7 ir apskritai jokiy pirminiy ne didesniy
uz 4 mln. kartotiniais, tacian konstruojant bendra jrodyma sie zinomi rezul-
fatal nesuteikia jokiu pranasumuy. Wileso jrodymas tinka visiems pirniniamns
N, ne mazesnieims uz o o,

Panasial gaunama, kad pakanka nagrineti tik tarpusavyje pirminig e, b ir
¢ atvejl, t.y. kai jie neturi bendry pirminiy daliklin. Analogiskai, jeigu zinomas
kontrapavyzdys, kai a,b ir ¢ turl bendra dangikli, tai padalijus abi lyeyhes
puses is atitinkamo daugiklio, gaunamas mazesnis lygties sprendinys.

"

Suformuluosime dar du teiginius apie skaicig o”, 0" ir ¢” reiksines, neals-

kindami ju detalian. Tik vienas 15 skaicéiy «a,b ir ¢ turl buti lyginis; tarsime,
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kad tai yra b. Kadangi n yra ne maZesnis uz 5, tai b" dalijasi ne tik i§ 2,
bet ir ig 25 t. y. i§ 32. I8 likusiy dviejy nelyginiy skaiciy vienas turi lygti 1
moduliu 4 (dalijant i 4 gaunama lieckang lygi 1), kitas — lygti 3 modulin 4.

Nuo 8io momento mes i3 esmeés galime nustumti Fermat lygti i antra plana
ir naundotis kintamaisiais A, B ir C, atitinkanc¢ius a™,b™ v ¢"®. Naujieji kin-
tamieji turl tenkinti nustatytas salygas:

A+B=C, ABC #0;
A, B,C yra tarpusavyje pirminiai;

B dalijasi i§ 32; A = 3 moduliu 4; C =1 moduliu 4.

Taciau negalima pamirsti ir paskutines A, B ivr C savybés: A, B ir C
tik tada bus Fermat teoremos kontrapavyzdys, kai jie bus n-ieji natiraliyjy
skaiciy laipsniai, n > 5. Kadangi a™0"c™ = (abe)®, tai ir ABC turi buti
n-asis laipsnis.

¥ = x{x— 3} x +32)
y2 = x34.29x% - 96X

2 brézinys

Elipsiné kreivé yra geometriné tasky, tenkinanciy tam tikra kubine lyglj, vieta.

Sios kreivés glaudziai susije su paskutine Fermat teorema. Jei §i teorema biity ne-
teisinga, egzistuoty elipsine kreive su ypatingomis savybéemis. Brézinyje pavaizduo-

ta elipsiné kreive, kurios lygtis y? = 2% + 2922 — 962 arba y? = (2 — 3)(x + 32).

Stai siuo momentu ir pasirodo elipsines kreivés. Kreive, kuri mus domina,

apibreziama lygtimi
5
y° =z(x — A)(z + B);

Gia skaiciai A, B imami i§ anksciau aptarto hipotetinio kontrapavyzdzio pasku-
tinei Fermat teoremai. (Nors skaicius C' ir nepasirodo, informacija néra praran-
dama, nes C' galime isreiksti suma A+ B .) [rodymo strategija tokia: siekiama
irodyti, kad 8ia lygtimi apibreziama kreive néra moduling, taciau kita vertus,
visos elipsinés tam tikros klasés (] ja jeina ir minétoji kreive) kreivés, yra mo-
dulinés. Vienintelis biidas isvengti priestaros — atmesti prielaida, kad skaiciai
A, B ir A+ B, turintys isvardytas savybes egzistuoja.
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Elipsinés kreives

Pertrauksime jrodymo aptarima ir jvesime jdomius matematinius objektus
— vadinamasias elipsines kreives. I§ pradziy pabrésime, kad elipsine kreive néra
elipsé. Pavadinimas atspindi rysi su elipsinemis [unkeijomis, kurios buvo sugal-
votos norint palengvinti elipsés perimetro skai¢iavimg; velian pasirode, kad jas
galima pritaikyti ir kitiems tikslams. Elipsines kreives yra plokStumos kreives,
apibréziamos tam tikromis kubinémis lygtimis, ju forma né is tolo neprimena
elipses.

» =8 ~3x43

Jbic curves with singularities

=0

3 brézinys
Kubinés lygtys apibrézia jvairios formos kreives. Tik kai kurias is jy galime pava-
dinti elipsinémis kreivémis. VirSutiniai bréziniai vaizduoja elipsines kreives. Pir-
moji sudaryta is dvieju nesusijusiy daliy, antroji — i§ vienos. Apatinés kreives néra
elipsinés kreives, nes jos turi singuliarunmo tasky, t.y. tokiy tasky, kurinose liestinés

nera vienareikSmiskai apibréztos. Taskas (0,0) abiems kreivems yra singuliaruimo
taskas.
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Galime sukonstruoti specialia elipsing kreive parinkdami uzrasytoje lygtyje
skaiciy A, B reiksmes. Salygos siems skaiciams reikalauja, kad A dalybos is
4 lickana butu 3, taigl paprasciausia reikéme A = 3. Analogiskai, kadangi B
turi dalytis i§ 32, galima imti B = 32. (Suprantama, 4 =3 ir B = 32 néra
paskutines Fermat teoremos kontrapavyzdys; tai tik skaiéiai, tenkinantys tam
tikras sylygas, kurias turi tenkinti ir kontrapavyzdzio skaiciai.) Su siais skaiciais
gauname lygti

2

y o =ux(e —3)(x+32);

sudangine desinés puses narius gausime ekvivalenéiy israiska
2 B i oy :
¥y =ua" 4+ 292° — 96,

Pabresime, kad gautoji lygtis yra kubiné, nes didziausias kintamuju laipsnis
vra kubas; taciau tai speciali lygtis, siejanti y* su @*. Taip pat pabrégime,
kad lygties koeficientai yra sveikieji skai¢iai. Apskritai elipsinés kreives lypties
koeficientai gali buti bet kokie skaiciai, et éia nagrinéjamn kreiviy koeficientai.
Jeign nepadaryta 1slyga, yra sveikieji skaiciai.

Lygtis, kurig kg tik sudaréme, apibrézia kreive z,y plokstumoje. Kreive
yra geometrine viety tasku, kuriy koordinatés a,y tenkina lygti. Pavyzdziui.
taskas (0,0) yra ant $ios kreivés, nes istate @ = y = 0 gauname teisinga
teiging. Kreive, apibrézta mineta lygtimi, pavaizduota 2 brézinyje. Jg sudaro
dvi nesikertancios dalys: nzdara kilpa y asies kairéje ir begaliné saka desinéje.
Tilksli kreives forma priklanso nno koeficienty reiksmin. Kai kuriais atvejais
kreive susideda 1§ vienos dalies.

Ne kiekviena kubine lygt] atitinka elipsiné kreive. Elipsine kreive yra glodi.
arba nesinguliari. Sig savoka tiksliau paaiskinsime tare, kad kiekviename taske
kreive privalo turéti liestine. Kreive negali turéti smaigaliy, kurinose liestine
neapibrezta, arba mazgo tasky, kuriuose kreive kerta pati save ir turi dvi ar
danglau liestiniy. Dvi glodzios elipsinés kreives ir dvi kubinés kreives. turinéios
singuliarny tasky pavaizduotos 3 hrézinyje.

Algebrinin poziurin reikalavimas, kad kreivé bitty nesinguliari. elvivalentus
reikalavimui, kad lygtis turéty tris skirtingas saknis, t. y., su trimis skirtingomis
@ reiksmemis reiskinys a(x—A)(w—B) biity lygus nulivi. Akivaizdu, kad viena
Saknis @ = 0, o kitos — @ = A v @ = —B. Taigi elipsines kreives atitinka
lygtys su apribojimais A # 0,B # 0 ir A # —B. Paskutine salyea galime
suformuluoti taip: A+ B # 0, arba ' # 0. taigi bendras reikalavimas yra
ABC #0.

Kodél matematikai tiek démesio skyré dai vienai kreiviny seimai? Juk yra
be galo daug siejanéiy x ir y polinominiy lygéiy, kurias atitinka begaline
plokstumos kreiviy jvairove.  Vienas 18 galimy atsakymu yra toks: elipsines
kreives sudaro pirmaja, Diofanto pozitriu, netrivialia kreiviu klase.

Visos plokstumos kreives — arba jas atitinkancios lygtys — gali buti su-

skirstytos pagal ju ruas; rusis yra skaiéins, glaudziai susijes su lygties laip-
snin. Kalbant tiksliau, nesingnliarios kreives, kuria apibrezia o laipsnio poli-

nomine lygtis, rusis lygi (d — 1)(d — 2)/2. Tiesés ir kugio pjuviai — elipsés,
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paraboles ir hiperbolés — apibréziami tiesinémis (d = 1) arba kvadratinémis
lygtimis (d = 2), todel visy ju rusis lygi 0. Elipsiniy kreiviy, kurios pagal
apibrezimg yra nesinguliarios, o jas atitinkanéios lygtys yra treciojo laipsnio,
rusis lygl 1. Nesinguliarios ketvirtojo, penktojo ir aukstesniyjy eiliy kreivés turi
didesnes rusis. Louis J. Mordell 1922 metais pastebéjo, kad lygties riisis susijusi
su jos racionaliyjy sprendiniy skaidiumi, arba tasky su racionaliomis koordi-
natemis, per kuriuos eina kreive, skaiciumi. Jau buvo Zinoma, kad nulines riisies
kreives arba neturi racionaliyjy sprendiniy, arba ju turi be galo daug; begalinio
sprendiniy skaiclaus atvejus visada nesunku aprasyti. Mordell suformulavo
hipoteze, kad didesnés uz 2 riidies kreives turi daugiausiai baigtinj racionaliuju
sprendiniy skaiciy. 1983 metais matematinés bendruomenes nuostabai Mordello
hipoteze irodé Gerd Faltings, jaunas matematikas, tuomet dirbes Vokictijoje,
Wuppertalio nmversitete. Liko tarpinis 1 rusies — elipsiniy kreiviu atvejis, kai
nera paprasto bitdo nustatyti, ar sprendiniy skaidius baigtinis, ar hegalinis.

Kirstines ir liestines

Tasky sn racionaliomis koordinatémis ant elipsinés kreives gali biiti be galo
daug arba tik baigtinis skaicius. Tai priklauso nuo lygties koeficientu. Visais
atvejais racionaligju tasky aibes strukttra yra turtinga, tai leidzia ja sistemingai
tyrineti.

Bet kurinos du elipsinés kreivés tagkns - racionalivosius ar iracionalivo-
sius — sujungus atkarpa arba kirstine, ja galima pratesti, kad ji kivsty kreive
frediajame taske. Akivaizdzig sios taisyvkles isimt] sudaro taskai, kurin « koor-
dinaté yra ta pati. Tada kirstine yra lygiagreti su y asimi. Sios ,vertikalios™
kirstines gali buti pratestos i begalybe, bet elipsinés kreives nebekirs. Vertikaliu
kirstiniy isimtine padétis gali buti panaikinta papildzius kreive vienu begalybéje
esanciu tasku, jsivaizduojant, kad visos vertikalios tiesés eina per tay tasks. Sis
ypatingas taskas vadinamas pradiniu tasku, jis zymimas raide O; taigi visos ver-
fikaliosios kirstinés eina per 0. Vadinasi papildzius kreive pradzios tasku, ga-
lima tarti, kad kiekviena kirstiné kerta elipsing kreive tiksliai trijnose taskuose.

Analogisky teiging galima pasakyti apie elipsinés kreives liestines: kiekviena
liestine, be lietimosi tasko, kerta kreive dar viename tagke. Ypatingu atveju,
kai liestine yra vertikali, kitas faskas yra pradzios tagkas O. Liesting galime
Isivaizduoti kaip kirstiniy, einandéiy per du vis aréian ir aréiau vienas kito
esancius elipsines kreivés taskus, ribine padéti, gaunamg, kai abu taskai galu
gale sutampa. Taigi lesting galime laikyti kirstine, einancia per ta pati taska du
kartus. Sitaip samprotaudami galime tvirtinti, kad kiekviena elipsinés kreives
kirstine ar liestine kerta kreive trijuose taskuose. IKad visos elipsinés kreives
burety sig savybe, kubinés kreives su singuliarumo taskais nepriskiriamos elipsi-
nin kreiviy Seimai, nes smaigalio ar kituose singuliarmmo tagkuose liestinés néra
vienareiksmiskal apibréztos.
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y2=x(x—3)x+32)
y2'=x5429x% - 96x

(25,-70) -

4 brézinys

Kirstiniy ir liestiniy procesas parodo racionaliyjy elipsinés kreivés tasky rysius.
Procedira atlickama laip. Pasirinke du racionalivosius taskus, sujunkime juos
atkarpa ir prateskime ja i abi puses. Gautoji tiesé bus kirstine, kertanti kreive
trec¢iajame racionalinjame taske (kairysis brézinys), arba liestiné viename i§ pasi-
rinktyjy tasky (antrasis brézinys). Liestine galime laikyti ,iSsigimusia® kirstine,
kuri eina per ta patj taska du kartus. Tada ir apie liesting galésime sakyli, kad
ji turi su kreive tris bendrus tagkus. Vienintele idimtj sudaro vertikalios liestinés
(treciasis brézinys). Kad panaikintume Sia i%imt], jvedame ypatingaji (pradinj)
tagka. Galime ji jsivaizduoti kaip be galo nutolusj tagksa, per kurj eina visos tiesés
lygiagrecios su Oy agimi.

(<12,60) + O=
(12, 60)
(-24,72) + (~12, 60) =

B.~10) Step 2
(-24, 72)
.£(8, 10) (12, 60)
4,12) ;
{8, ~40) { (4,13}
Step 1

2 (24, -168) =
(4,-12)

(24, —158)."\

5 breézinys

Racionalieji elipsinés kreivés taskai sudaro grupe, kurios operacijy galima apibrézti
naudojantis kirstinémis ir liestinemis. Vadinsime Sia operacija tiesiog sudétimi.
Kairiajame brézinyje parodyta, kaip sudedami du skirtingi kreives taskai. Nubrezus
kirstine per Sinos taskus, randamas treciasis elipsinés kreivés tagkas, tada gis tagkas
sujungiamas su pradzios tasku (t.y. per taska nubréziama lygiagreti Oy asiai tiesa).
Si tiese kerta elipsine kreive dar viename taske, biitent jis ir laikomas pasirinktyju
racionaliyjn -tasky suma. Kairiajame brézinyje pavaizduota sudétis (—24,72) +
(—12,60) = (8, —40). Jei reikia prie tagko pridéti ji pati, tai pirmajame zZingsnyje
bréziama liestiné. Antrasis brezinys vaizduoja veiksma (24, —168) + (24, —168) =
(4, —12). Trediajame brézinyje parodyta, kad sudéjus tasks su pradzios tasku, vél
gaunamas tas pats taskas.
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Geometrija, kuria remiasi §1 elipsiniy kreiviy kirstiniy ir liestiniu kon-
strukeija, darosi dar ispudingesne, panagrinejus racionalinosius kreives taskus,
t.y. taskus, kuriy @ ir y koordinates yra racionalieji skaic¢iai. Jeigu kirstine
bréziama per du racionalinosius taskus, treciasis kirtimosi taskas taip pat yra
racionalus (zr. 4 brézinj). Analogiskai kitas racionaliojo tasko liestinés ir
kreives susikirtimo taskas taip pat yra racionalusis. (IKad toks tvirtinimas
neturety 15unéiy, pradzios taskas O taip pat laikomas racionaliuwoju.) Taipi
mokedami brezti kirstines ir liestines galime generuoti racionalivosius taskus:
furedami vieng ar du racionaliuosius taskus, galime tiesiogiai surasti ju ir dau-
giau. Maza to, 1§ Mordello teoremos isplaukia, kad visi racionalieji kreiveés taskal
gali buti gauti naudojant liestiniy ir kirstiniy procedirg 15 tam tikros baigtines
racionaliyjy tasky aibes.

Ivedus tam tikrus patobulinimus, elipsinés kreives racionaligju tasky aibé
1gyja matematines grupes struktira. Grupe sudaro elementy aibé ir tam tikras
kompozicijos desnis — budas 15 dvieju elementy gauti kita grupeés elementa.
Klasikinis grupes pavyzdys — sveikuju skaiciy aibe, kurioje apibrézta sudétios
gatnamas sveikasis skaicius.
Grupe turl turéti vieneting elements, kurio vaidmenj skaiciy sudeties atveju

operacija. Sudedant du sveikuosius skaicius, visada

atlicka nulis; kiekvienam sveikajam n, n 4+ 0 = n. Kickvienas elementas n
turl tureti atvirksting, kur] sudéje su n. gauname viencting elementa; sveikiju
skaicin sudeties atveju skaiciaus n atvirkstinis yra —u.

Elipsines kreives racionalieji taskai sudaro grupe su siek tiek sudetingesniu
negu aukscéiau 1sdestytas kirstiniy ir hestiniy procesas kompozicijos déesuin. IKaip
veikia kompozicijos procedira parodyta 5 brézinyje. Norédami ,sudeti” taskus
p 1r ¢, prateskime kirstine, einancia per juos. Raskime treciaj] kirtimosi taska,
kur] pazymekime ». Dabar idveskime kirstine per pradzios taska O ir r. o ja
pratese gausime kita tagka /. Sis nanjasis tagkas »' ir yra tasky p ir ¢ ,suma®.
Tasko O jvedimo priezastis yra kaip tik ta. kad jis atlieka vienetinio elemento
valdmen]. Su bet kokiu tasku p tfeisinga lygybé p 4+ O = p. Taigl grupes
kompozicijos desnis apibrézia racionaliyjy elipsines kreives tasky aritmetika.

Ypac svarbi aritmetiné operacija, kai taskas sudedamas su pacin savimi.
Geometriskai sis procesas atlickamas naudojantis ne kirstine, bet liestine. Arit-
metikos pozitnriu tai daugybos 1§ sveikojo skaiciaus analogas. Suma P+ P yra
clkvivalenti sandaungai 2P, Dar karta prie gauto rezultato pridéjus P, gauname
3P, ir pan. Su kail kuriais taskais sis procesas gali buti neribofail tesiamas
nmekada nesugriztant 1 ankstesnius taskus: sakoma, kad tokiuy tasky eilé yra
begaline. Kitus, baigtinés eilés taskus sudéjus su jais paciais baigting skaiciy
karty, gaunamas O, pridéjus P dar karta pagal apibrézimg vel gaunamas P
i baigtine tasku seka kartojasi. Baigtinés ir begalineés eiles tasky pavyzdzial
parodyti 6 ir 7 bréziniuose.

Ka bendro elipsiniy kreiviy aritinetika turi su paskutine Fermat teorema?
Rysys atsiranda per moduliniy kreiviy savoka, arba susijusia moduline forma.
Kaip tik tai dabar ir aptarsime.
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(0.0)+(0,0) = (1,-1) (0,0)+ (1, ~1)= (1,0 0.0 (10 =(0,-9

(0,0)

1.0)

(0,0 +(0,~1)=0 - b

G brezinys
Kartodami sudetj nustatome tagko eile. Brézininose parodyta elipsing kreive, ku-
rios lygtis ¥2 +y = 2° + 22, Taskas (0,0) sudedamas su paciu savimi, po
o prie sumos vél pridedamas (0,0) ir t.t. Pirnas bhrézinys vaizduoja sudétj
(0,0)+(0,0) = (1, —1), antrasis = 3x (0,0) = (1,—1)+(0,0) = (1,0). Tretiajame
brézinyje matome, kad 4 x (0,0) = (1,0) + (0,0) = (0,—1), ketvirtajame —
5% (0,0) = (0,—1) + (0,0) = O. Penktasis brézinys rodo, kad dar viena sudétis
grazina atgal: O+ (0,0) = (0,0). Taigi tagkas (0,0) yra penktos eilés. Pasku-
tiniame brézinyje parodyta viso proceso eiga.

R 1 R Lo R
A e

i Lo (R

(-25,=70) ;

N ::;q-_lq;.-i L

7 brézinys
Kai kurie elipsinés kreives taskai gali biiti begalinés eilés. Juos sudedant niekada
nepasiekiamas pradinis taskas. Visi racionalieji elipsinés kreives 42 = z(x —3) (¢ +
32), isskyrus (0,—32),(0,0) ir (0,3) yra begalinés cilés. Brézinyje parodylas
sudeties procesas, prasidedantis tasko (—4,28) sudétimi su savimi paciu. Procesas
gali bitti tesiamas ir lesiamas, bet pradzios tasko nepasieksime.
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Ka reiskia buti moduline kreive

Elpsiniy kreiviy tyrimo nzuomazgy galime rasti Fermat ir netei Diofanto
darbuose, modulines formos atsirado XIX simmtinetyje, taciau abi sritys buvo
glaudziai susietos tik 1955 metais. Tais metais Yutaka Taniyama, jaunas japonu
matematikas, iskele drasia hipoteze, kuri 15 pradziy buvo suformuluota konfe-
rencijos metu kaip tam tikry uzdaviniy seka. Tikslesne forma hipotezei suteike
Goro Shimura 1§ Princetono universiteto, dabar ji vadinama Taniyama—Shimura
hipoteze. Ji tvirtina, kad visos elipsines kreives su racionaliaisiais koeficientais
yvra modulines. I$ pradziy i § tvirtinima buvo zitrima skeptiskai. bet laikui
bégant juo vis labiau buvo linkstama tikéti. Dar pries tai, kai Wiles pradéjo
1eskoti Taniyama-Shimura hipotezés jrodymo, daugelis matematily mane, lkad
1 tikriausiai teisinga.

Viena 15 priezaséiy, kad 1§ pirmo zvilgsnio Taniyama-Shimura hipoteze
atrodo fokia nejtiketina, yra ta, kad elipsines kreives ir modulinés formos vra
labai skirtingi objektai. Norédami suprasti, kaip jie susije, vél nagrinékime
elipsines kreives racionalinosins taskus. Apie §iuos nagrinéjamos kreives taskus
galima suformuluoti daug klausimuy. Kick ju yra? Jeigu ju aibé baigtiné, ar vra
budas juos suskaicinoti? Ar yra deésniai, pagal kurinos sie taskai issidésto ant
kreives? Ar taskus galima klasifikuoti?

Bandant atsakyti ] tokius klausimus i elipsine kreive apibréziancia lyveti
naudinga pazvelgti ne kaip i lygti, bet kaip 1 lyeini tam tikru pirminin moduliu
p. IKitais zodziais tariant, lygtis redukuojama® visas @ ir y reiksmes dalijant
i5 p ir palickant tik liekanas. Si procesy galima pailiustruoti elipsinés kreives,
kurig apibrézia lygtis y” +y = «® — 2%, pavyzdziu. Kreive turi tik penkis
racionalinosius taskus: (0,0), (0,—1), (1,0), (1,—=1) ir pradzios taska. Visi
sie taskal lieka lygties sprendiniais ir modulin 7. Taéiau kai lygtis redulkuojaina
modulin 7, sprendiniais tampa kai karie papildomi, nepriklausantys kreivei
taskai. Pavyzdziui, taskas (5,1) tampa sprendiniu, nes 12 + 1 moduliu 7
lygsta 5% — 5% moduliu 7 (abu skaiciai twii ta pacig, lygia 2, dalybos is 7
lickana). Redukuojant moduliu 5, gaunama kitokia sprendiniu tasku aibe.
redukuojant modulin 13 vel kitokia.

Apskrital redukeija nera inanoma pagal bet kurivos pirminius. Po reduls-
cijos lygtis turi apibrézti nesinguliaria kreive. Vadinasi, trys jos Saknys modulin
p turl buti skirtingos. Lygéiai y* = x(w— A)(w+B), ¢ia A ir B tenkina visus
aukscéian suformuluotus reikalavimus, 8 salyga teisinga visiems p, kurie nedali-
ja sandaugos AB(A+ B), arba ABC. Specialiai kreivel y* = a(a — 3)(x + 32)
sie leistinieji pirminiai skaiciai yra tie, kurie nedalija 3 x 32 x 35 = 3360. Taigi
kreives negalima redulkuoti pirminiy p = 2,3,5,7 atzvilgiu, nes jie dalija 3360.
Pirminig skaiciy, kurie dalija ABC, sandaugg — §ivo atveju 2 <3 x5 < 7 = 210
— vadinama elipsinés kreives kondulktorinmi; jis nurodo pirminiu skaicin, kuriu
atzvilgiu redukeija yra ,bloga®, aibe.

Kas gi laimima redukuojant elipsine kreive moduliu p? Vienu poziuriu
nauda akivaizdi: redukuotos kreivés racionaliyjy tasky aibé yra baigtine. Nag-
rinefi baigting objekta daznai yra paprascéian negu begalini. Be viso to, galima
furetl vilties, kad sie Jlokalieji” sprendiniai, susije su tam tikru pirminiua, gali
atskleisti ka nors ir apie pradines lygties ,.globalinosius® sprendinius.  Atskirn
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atveju elipsing kreive galima tirti skaiciuojant sprendinius moduliu p daugeliui
pirminiy p (nenagrinéjant ty, kurie dalija ABC').

s l)r.éﬁi.nys‘l‘

Redukuodami elipsinés kreivés lygti moduliu p ( p yra pirminis skaicius), gauname

naujy tasky, kuriuos galima laikyti lygties sprendiniais, aibe. Lygtis 42 +y =

23 422 turi tik penkis racionaliuosius sprendinius: (0,0),(1,0), (0,—1), (1,~-1) ir

pradzios taska O. Redukavus lygti moduliu 7 prisideda dar penki tagkai (desinysis

brézinys). Pradiniai tagkai irgi islicka sprendiniais, tik (0, —=1),(1,—1) redukavus

uzragomi kaip (0, 6), (1,6).

Tasky skaiciaus didéjimo, didéjant p, tyrimas atskleidzia informacija apie
kreive ir, atskiru atveju, apie racionaliyjy tagky grupes deésnj. Si informacija
koduojama matematiniu objektu — vadinamaja L eilute, sudaroma naudojant
tam tikrus skaicius a,, nurodancius, kiek tasky moduliu p atitinka pirminins
skaicius p. Tikslus L eilutés ir racionaliyjy tasky grupés rysis tormuluojamas
dar nejrodytoje hipotezéje; pagrinding ideja galima paaiskinti taip: kreive, tu-
rinti daug racionaliyjy tasky, turéty jy turéti daug ir moduliu p su jvairiais p.
Atvirkstinis teiginys taip pat turéty biiti teisingas.

Visa L eiluté reiskiama begaline sandauga, kurioje slypi informacija, susi-
jusi su be galo daug pirminiy skaiciy, taciau kiekvienai specialiai elipsinei kreivei
norimu tikslumu baigting aproksimacija gali biiti sudaryta, tiesiogiai skai¢iuo-
jant racionaliuosius taskus daugelio pirminiy skaic¢iy moduliais. Sis procesas
reikalauja daug pastangy, o L eilutés forma, gaunama giuo biidu, yra sunkiai
panaudojama kitiems skai¢iavimams. Modulinés formos labai supaprastina
padet] — bent jau kai kuriy, o gal bt ir visy elipsiniy kreiviy atveju.

Modulinés formos atsirado visiskai kitoje matematikos karalystcje: jos yra
analizines funkcijos, apibréztos kompleksiniams skai¢iams. (Kompleksiniai skai-
¢ial sudaryti i§ realiosios ir menamosios dalies; menamoji dalis yra realiojo
skaiciaus ir 4 sandauga; @ yra skaicius, kurio kvadratas lygus —1.) Realieji
skaiciai gali biiti isdéstyti ant tolydzios tiesés, analogiskai kompleksinius skai¢ius
galima isdestyti plokstumoje, taskus su koordinatémis x,y atitinka komplek-
sinial skai¢iai @ + iy. Modulinés formos apibréztos virsutinéje kompleksiniy
skaiciy plokstumos pusplokitumeéje, kurig sudaro taskai su y > 0. Kitais Zo-
dziais tariant, moduliné forma yra [unkcija, kuri kiekvienam kompleksiniam
skaiCiui i8 virSutinés pusplokstumes priskiria kitg kompleksinj skaiciy (galbiit ta
pati).
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Fermat lygtis
@ o ht = ot

b

Elipsiné kreive £
7

y- = a(e — o™ )(x 6"

FE(p) — racionalieji F taskai E[m] - tasgkai,
moduliu p kuriy eilé dalija m
#E(p) - £ racionaliyjy plo) — Galois grupés
tasky skai¢ius mod p reprezentacijos
ap =14+ p—H#E(p) ap mod m — kreivés [
L eilutés p-asis koeficientas L eilutés p-asis koel. mod m

L eiluté koduoja informacija

apie £ racionalius Lagkus

9 brézinys

L eilutés yra matematinis objektas, vaidinantis labai svarby vaidmenj Fermal teo-

remos jrodyme. Sias eilutes galima sudaryti dviem biidais. Einant vienu keliu (dli-

agramos kaireje) elipsiné kreive [ redukuojama moduliu p su daugeliu pirminiy p.

Tam tikra formulé susieja L eilutés koeficientus su redukuoty kreiviu racionaliyjy

tasky skaiciais. Einant kitu keliu (desinéje), nagrinéjamos tasky, kuriy eilés dal-

ija jvairius skaicius m, aibés E[m]. Translormacijy grupeé, veikianti sioje aibéje

suteikia informacijos apie L eilutés koeficientus.

Reiksmingas bruozas, iskiriantis modulines formas is kitu kompleksines
analizes funkeijy, yra tas, kad jos yra invariantiskos (t.y. nesikeicia) atliekant
tam tikras virsutines pusplokstumes transformacijas. Sios transformacijos, nu-
sakomos kvadratinémis sveikyjy skai¢iy matricomis, vadinamos trupmeniniais
tiesiniais atvaizdziais. Pavyzdziui, kielkviena moduliné forma f nesikeicia at-
lickant sveikaskaicius postiimius: reikémé f(z) su visais kompleksiniais skai-
¢lals z yra lygi reikdmei f(z + 1). Kitais atvejais modulinés formos néra
grieztai invariantiskos, bet naujoji reikimé gaunama i§ senos, dauginant is to
paties paprasto daugiklio. Modulinés formos f ,lygis yra tam tikras teigia-
mas skaicius, apibréziantis frupmeniniy tiesiniy transformacijy, nepakeicianéiu
[, aibe. Kalbant ne visiskai tiksliai, N lygio moduliniy formy erdvé didéja,
didéjant N. Pavyzdziui, dvylikto ar mazesnio uz desimt lygio moduliniy formu
néra, tacéiau yra vienuolikto lygio moduliné forma; ji yra vienintelé tokia prasue:
kitos to paties lygio modulinés formos gaunamos dauginant pradine is skaicians.

Svarbi moduliniy formuy savybeé, siejanti jas su paskutine Fermat teorema iv
Taniyama—Shimura hipoteze, yra ta, kad pagal modulines formas sudaromos L
eilutes, analogiskos L eilutemns, atsivandanéioms is elipsiniy kreiviy. Kadangi
tiels modulinés formos, tiek L eilutés yra kompleksinés analizés objektai, L
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cilutes, susijusios su elipsine kreive tyrimas tampa paprastesnis, kai nustatoma,
kad ta pati L eiluté taip pat susijusi ir su moduline forma. Taniyama-Shimura
hipoteze kaip tik ir tvirtina, kad kiekvienai elipsinei kreivei egzistuoja tokia
moduline forma, kad ta pati L eiluté atitinka tiek elipsine kreive, tiek moduline
forma.

Kadangi elipsines kreives yra algebros objektai, Taniyama—~Shimura hipo-
feze atspindi glaudy algebros ir kompleksinés analizes rysj. Hipoteze is pradziu
atrode mazai tiketina, taciaun dabar jos naudai byloja daug skaitiniy duomenn
bei filosofinin argumenty. Wileso pateiktas hipotezés irodymas didelei elipsiniy
kreiviy klasel dar labian paremia nuomone, kad §is jspldingas sgrysis tikrai
telsingas.

Irodymas, kad F néra moduliné

Ivykiu grandine, kuria vainikavo Wileso pareiskimas ta jsimintina vasara,
isjudino 1985 metais Gerhardo Frey 18 Saarlando universiteto Vokietijoje hipo-
tezé, Butent Frey atkreipé démesi 1 lygtis y* = x(e — A)(w + B), sudarytas
su A, B 1§ tartamojo Fermat paskutines teoremos kontrapavyzdzio. Atitinkaina
elipsine kreive dabar daznai vadinama Frey kreive. Frey suprato. kad del salyey,
kurias turi tenkinti A v B, elipsine kreive y* = (e — A)(w + B) negali biti
moduline. Jis negaléjo pateikti griezto irodymo, taciau Jean-Pierre Serre is
Colege de France greitai tiksliai suformulavo, kg reikia padaryti, kad Frey izvalga
butn jrodyta: jis suformulavo tiksliag hipoteze apie modulines formas, kurig
irodzius 15 karto bity ganta, kad Frey hipotezé yra teisinga. Po metuy Ribef
pateike jrodymg. Sis rezultatas nustate tiesiogini rydi tarp elipsiniu kreiviy
ir paskutinés Fermat teoremos, nes Taniyama—Shimura hipoteze tvirtina, kad
visos elipsines kreives yra modulines.

Kaip galima irodyti, kad elipsiné kreivé yra arba néra moduline? Specialia
lygéial su zinomais, skaitiniais koeficientais yra skaitiniai metodai, leidziantys
atsakyti 1 § klausima; mefodai reikalauja daug darbo, tacian yra patikimi.
Tac¢iau §iuo atveju skaitiniy metodu negalima pritaikyti, nes kreives egzistavi-
mas yra tariamas. Mes galime uzrasyti Frey lygti y* = x(a — A)(x + B).
bet nezinodami paskutines Fermat teoremos koutrapavyzdzio, negalime jstatyt
skaitiniu A ir B reiksmiu; kita vertus, jel teorema teisinga, toliu reiksminy 15
viso nera. Kadangi skaiciavimmy negalime atlikti neuzrase kreives lygties aiskia
forma, tenka ieskoti kitos, netiesiogines strategijos.

Pirmaji io proceso zingsni sudaro specialaus elipsinin kreiviy taskn pogru-
pio tyrimas. Kreivei E ir pasirinktajam sveikajam skaicini e 8] pogrupi
pazymesime E[m]. Ji sudaro taskai, kuriy eilé dalo m. Tokie taskai vadinami
m dalybos taskais. Priminsime, kad tasko eilé yra skaicius, nurodantis, kiek
kartu prie tagko reikia reikia prideti jj pati, kad gautume pradzios tasky O.
Taigi grupe E[m] sudaro tie tagkai, kuriy m-asis kartotinis (arba sumna i5 m
vienodu, lygiu tam pac¢iam taskui démeny) lygus pradzios taskui. Naudinga
patyrineti sia keista tagky seka. Jeigu elipsine kreive E yra moduliné, Efm]
tyrinéjimas atskleidzia informacija apie su E susijusia moduling forma. Ne-
gana fo, yra tam tikra bitdas apibrézti Elm] modalumg; jrodzius kad be galo
daugeliui m  E[m] yra modulines grupes, galima jrodyti, kad pati kreive E
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yra moduline. Ir atvirkséiai, jrodzius, kad E[m] néra moduliné tam tikroms
me reiksmems, galima teigti, kad ir £ negali buti moduline.

Tenka padaryti dvi pastabas. Visy pirma, kai kurios elipsines kreives turi
begalines eilés tasku, nepriklausanéiy jokial aibei E[m]. Kita vertus, E[m]
taski koordinates nebuitinai sveikieji ar net racionalieji skaiciai. Dangiausia, ka
galima pasakyti, — koordinates yra algebriniai skaiciai, t.y. algebrinés lygties su
racionaliaisiais koeficientais sprendiniai.

Kaip galima jrodyti, kad tam tikriems m E[m] néra moduliné? Svarbian-
stareiksie o= n, ¢a n yra Fermat paskutines teoremos lygties laipsnis. Naip
mineta ankscéiau, jei A, B, C' yra kontrapavyzdzio skaicial, tai ABC' yra tikslus
n-asis sveikojo skaiciaus laipsnis. Tacian, kai ABC yra n-asis laipsnis, grupé
E[n] turi tam tikry nejprasty savybiy, panasiy i elipsines kreivés su kondukto-
rium, lygiu 2, n-dalybos tasky savybes. Taclau jau yra zinoma, kad elipsiniy
kreivin su konduktorium 2 néra; maziausias jmanomas konduktorius lygus 11.
Labai panasu, kad spéjamas rysys su konduktoriaus, lygaus 2, kreivémis gali
padéti rasti priestara. kuri leisty paskutine Fermat teorema irodyti tiesiogiai,
nesinandojant Taniyama—Shimura hipoteze. Deja, nickam dar nepavyko sig
uzuominyg paversti grieztu jrodymu. Irodymas, kad E[n| néra moduline, gau-
tas aplinkiniu keliu. Padarius prielaida, kad E[n] yra moduline, reikia ja susieti
st minimalaus lygio moduline forma. Esminé jrodymo dalis — jrodyti, kad sis
lygis lygus 2, taciaun tal yra neimanoma, nes lygio 2 modulinig formyg néra.

Prie tokios 1svados vedantis samprotavimas yra sudetingas, kelias vingimoja
per dar didesne modermosios aritinetikos tankme. Iseities taskas — transfor-
macijy grupes, vadinamosios Galois grupes, veikimo aibése Efm] kiekvienai
e reiksmel tyrimas.  Galois grupeés cia neapibresime, pakaks pasaloytil, kad
kickvienas sios grupés elementas ,sumaiso” Em] taskus, taciau islaiko sudéties
désni. Tarkime, kad o yra Galois grupes elementas, o P yra E[m] taskas. Jei
mP =0, taiir m(cP) = 0.

Keitiniai, indukuoti Galois grupés elementy, gali buti vaizduojami 2 x 2
matricomis. kuriu elementai yra sveikieji skaiciai modulin m. Transformacijos.
kurig generuoja elementas o, matrica pazymeékime p(e). Sakoma, kad matricos
sudaro Galois grupés reprezentacija. Verta pazymeti, kad reprezentacija islaiko
Galois grupes komporzicijos désni; jeign o i 7 yra grupeés elemental, kurig
kombinacija yra transformacija v, tai matrica p(r) lygi matricn p(o) v p(7)
sandaugai.

Stabtelekime ir apzvelkime nueita kelia.  Mes pradéjome nuo elipsines
kreives E. kurig apibrézia lygtis su skaiciais 4, B 13 fariamo paskutinés Fermat
teoremos kontrapavyzdzio. Po to peréjome prie diskredios tasky aibes Elin].
1 kurig jeina taskai, kuriy eile dalija sveikaji skaiciu m. Mes istyréme, kaip
tam tikra Galols grupé veikia aibéje E[m], v atskiru atveju nagrinéjome sios
grupes reprezentacija 2x2 matricomis. Dabar jau galime nustatyti rysj sumod-
uliskumu. Pasirodo, kad transformaciju grupe. prie kurios priartéjome su siais
sudetingais argumentais, suteikia informacijos apie kreives E L eilute. Egzis-
fuoja formule sioms eilutéms generuoti. Ja naudojantis ja gali buti apibréziamas
moduliskumas.

Galois grupes ir L eiluéin rysys atsiranda sitaip. Kaip jau buvo mineta,
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L eilutes koeficientai skaicinojami redukuojant kreive E jvairiais pirminiais
moduliais p. Kiekvienas p duoda vieng eilutés narj; kalbant tikslian, L eilutes
koeficientas a, lygus 1+ p ir E, redukuotos moduliu p, racionaliyjy tagky
skaiciaus skirtumui. Taciau m dalumo tasky aibée E[m] pateikia kita koefi-
clenfty a, interpretacijos bitda, bent jau dangeliui pirminiy p. Kiekvienam P
yra tam tikras Galois grupés elementas o,, kurio atitinkama matrica plop)
priklauso nuo m ir p. Dviejy &ios matricos jstrizainés elementy swma modulin
m kongruenti su skaic¢iumi a,.

Ribet irodymo, kad Frey elipsiné kreive negali bitti moduling, iseities taska
sudaro galimybe koeficientus modulin p atkurti is Galois teorijos. Jeigu tar-
simwe, kad E is tikryjy yra moduling kreive, tai ankséiau minétos neiprastos
E[n] savybes leidzia surasti nenuling antrojo lygio moduline forma, kuri mod-
ulin 1 yra susieta su kreives E forma. Tadiau antrojo lygio formos negali
buti. Tai ir yra priestara pradinei prielaidai, kad £ yra moduliné. Taigi
svarstydami prieiname paskutine isvada: jeigu yra paskutinés Fermat teoremos
kontrapavyzdys, tai turi buti nors viena eclipsine kreivé, kuri néra moduline,
kam priestarauja Taniyama—Shimura hipoteze.

Irodymas, kad F yra moduliné

Wiles sake, kad Taniyama-Shimura hipotezés jrodymo jis pradéjo ieskoti,
kkai tik suzinojo, kad tuo kelin galima gauti paskutinés Fermat teoremos jrody-
ma. Jo pastangos truko septynerius metus.

Wileso irodymas neapima visos Taniyama- Shimura hipotezés, tam tikri
atvejal yra nenagrinéjami. IKai kreive yra redukuojama modulin p. kartais
biina, kad visos trys skirtingos Saknys susilieja i viena skaitine reiksme. Pavyz-
dziui, lygties y* = w(x — 10)(x + 15) visos trys Saknys 0,10 ir —15 modulin
5 sutampa. Wileso jrodymas nefinka tokioms kreivéms. Jis apsiriboja heveik
stabiliomis elipsinémis kreivémis, t.y. tokiomis, kurios turi savybe: jeign dvi
Saknys modulin p, susijungia, tai trecioji islicka skirtinga nuo ju. Kreive, ku-
rios lyegtis yra y® = a(x — A)(a + B), beveik stabili bina tuomet. kai néra
pirminio skaiciaus, dalijanéio iv A, ir B. Sia salyga, suprantama, tenkina
lygtis y* = a(x — 3)(a + 32). I5 tikruju & salyea galioja kiekvienai lygéiai,
gautal 15 tariamo paskutines Fermat teoremos kontrapavyzdzio. Tai isplaukia
15 retkalavimy koeficientams 4 ir B, formuluojamy moduliu 4 ir modulin 32.
Taigi kreive, gauta 1§ kontrapavyzdzio, turi biiti beveik stabili.

Uzsibrezes rodyti, kad visos beveik stabilios elipsinés kreives yra mod-
ulines, Wiles dirbo tais paciais matematiniais ,jrankiais®, kurie yra naudojami
ir Ribet jrodyme, ir dar daugelin kity — kai kurie 18 ju dar nebuvo sulkurti, kai
1986 metais Wiles pradejo savo tyrima. Kaip ir Ribet, Wiles nagrinéjo tasky
P, kuriems mP = O, aibe E[m] ir atitinkama Galois grupés reprezentacija.
Bet Wileso tikslas vienu aspektu buvo sunkiau pasiekiamas. Ribet irodymmui
pakako vienintelio kontrapavyzdizio, o Wilesas privalejo jrodyti, kad E[m] yra
moduline be galo daugelivd m.

Pagrindine Wileso strategija — tirti aibiy seima E[3], E[9], E[27] iv t.t.
IGitaip tariant — tirti Seimas E[m”], éa v yra sveikieji teigiami skaicial. Buvo
svarbi priezastis pasivinkti bittent sia selma: apie 1980-uosius metus Robert
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P. Langlands 1§ Aukstujy tyrimy instituto® ir Jerrold B. Tunnell i Rutgers
universiteto jrode (zr. |7], [16]), kad aibé E[3] pati yra moduliné. Langlandso -
Tunnellio teorema teigia, kad bet kokiai elipsinei kreivel E trediosios eilés tagky
aibé sudaro grupe, kuri turi susijusia su ja moduling forma. Sj rezultata reikéjo
wodytl visal aibiy E[3”] seimai.

Wilesui pavyko tai atlikti pasinandojus Galois grupés reprezentacijomnis.
Tacian atsirado kita kliutis, nors ir mazesné. Kad jrodyma biity galima suda-
ryti, reprezentacija, kurig apibrezia 3-dalumo E tagkai, turi biti neskaidi. t.y.
jos neturl buti immanoma sudaryti i§ mazesniy reprezentaciju. Wiles jveikia sia
klint] naudodamas isradings taktika. Jis jrodo, kad jei E yra beveik stabili,
tal arba 3-dalumo tasky generuota reprezentacija yra stabili, arba 5-dalumo
E tasku reprezentacija yra stabili. Po to jis naudojasi samprotavimais, kurie
leidzia jam dirbti, jei reikia, su 5-dalumo taskais, nors apie juos ir nekalbama
Langlandso-Tunellio teoremoje.

Siame Wileso jrodymo zingsnyje dalyvauja keli reprezentaciju rinkiniai.
Vienos reprezentacijos atsiranda i3 moduliniy formy, taigi yra modulinés pa-
gal apibrezima. Iitos yra atsiradusios 1§ elipsinés kreives E. Reikia jrodyti,
kad jos taip pat yra modulinés. Ivairius reprezentacijy rinkinius jmanoma su-
sietl nandojant deformacijy teorijos techniky, kuria sukure Barry Mazur is Har-
vardo universiteto. Noradamas, kad $ schema veikty, Wiles turéjo irodyti, jog
kiekviena reprezentacijos p ,,deformacija®, kuri kaip tikétasi yra moduling, 1§
tikryju yra moduline. Jo jrodymas pagristas skaiciavimu: jis sieke parodyti,
kad deformacijy néra daugiau negu moduliniy formy. Tai pati sudétingiausia ir
techniskiausia irodymo dalis. Jai sukurti reikéjo 18 virgaus jvertinti tam tikro ol-
jekto, vadinamosios Selmerio grupés. elementy skaiciy. Kaip tik sioje grandyje
1ir buvo rasta neisbaigta vieta.

Wiles suformulavo savo rezultaty triju paskaity ciklo pabaigoje Isaac New-
tono matematiniy mokshy institute, Kembridzo universitete. Suformulaves savo
pagrindine teoremag — Taniyama-Shimura hipoteze beveik stabilioms elipsinems
kreivems — jis pridure isvada: jel " 4+ 0" = ¢", tai abe = 0. Atrodé, kad visai
natiralu, jog paskutiné Fermat teorema isniro pabaigoje lyg atsitiktiné pastaba.,
padaryta prabégomis — panasiai pats Fermat sufornmilavo ja pries 350 mety.

Wileso jrodymas yra teigiantis, konstruktyvus. Jeigu jrodyme biity kal-
bama tik apie paskutine Fermat teorema, tai huty grynai negatyvus teiginys,
neigiantis tam tikry sveikyju skaiciy (tenkinancin Fermat lygti o + 0" = )
egzistavima. Taciau jrodydamas dalin Taniyama-Shimura hipotezés atveji,
Wilesas nustate, kad tam tikri objektai egzistuoja — bittent modulinés formos,
susijusios su beveik stabiliomis elipsinémis kreivemis. Pavyzdziui, 15 Wileso
irodymo isplaukia, kad lygtis y* = w(x — 3)(x + 32) turi tokia susicta forma.

Wileso irodymas uzrasytas 200 puslapiy rankrastyje, kuris iteilctas zurnalui
Inventiones Mathematicae.® Darba sudaro penki skyriai, kiekvienas ig ju galéty
biiti atskiras zZurnalo straipsnis. Darbe cituojama dauguma svarbiy aritmetines

Institute for Advanced Study.
Paskutines Fermat teoremos jrodymas buve paskelbtas straipsnyje: A. Wiles, Modular
Elliptic Curves and Fermal’s Last Theorem, Ann. Math., 141 (1995).
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algebrines geometrijos rezultaty, gauty per pastarnosius 25 metus.

Tuoj po paskaity Kembridze darbas huvo nusiystas gegiems recenzentams.,

taciau placiau nebuvo skelbtas. Sklido gandai apie jrodymo spragas ir Wiles
pasiunte paaiskinanti laisks elektroninéms matematinems nanjienoms ( Usenct
news group scr.math):

Nagrinejanl jrodyma buvo atskleistas tam tikras skai¢ius spragy, i8 kuriy dau-
guma buvo jveiktos, isskyrus viena. 15 esmeés daugelio Tanivama-Shimura hipotezés
atvejy suvedimas ] Selmerio grupes skai¢iavima yra leisingas. Taéiau galutinis 1ik-
slaus Selmerio grupeés rézio skaié¢iavimas dar nebaigtas. AS tikinosi, kad artimiau-
sioje aleityje man pavyks tai atlikii, naudojantis idéjomis, i&destytomis Kembridzo

paskaitose.

Vasario menesi, kai Wilesas pradéjo skaityti paskaity cilkly Prinstone, spra-

ga dar nebuvo uzpildyta.

IKliutis, suprantama, apmaudi, tacian yra geras pagrindas tiketi Wileso

optimizinu. Jeigu, blogiausiu atveju, klinties ir nepavylty iveikti, tyrinejimo ga-
limybés nebuity issemtos. Dar yra daug nepanaudotiy moderniosios aritinetikos

reservil.
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