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Apibendrinimai matematikoje

Straipsnio autorius — Ahvazo universiteto (Iranas) profesorius. Matematikos dak-
taro laipsnj (Ph. D.) jgijes Exeterio universitete parae apie 30 mokslo darby i3
nekomutatyvios algebros ir topologijos. Jau 10 mety ruosia Irano moksleiviy ko-
manda tarptautinems matematikos olimpiadoms. Straipsnis parasytas specialiai

misy Zurnalui.

Didelé kasmet matematinéje literatiiroje paskelbiamy rezultaty dalis yra tik
jau zinomy rezultaty apibendrinimai. Tai ne visada lengva pastebeti, nes kai
kurie autoriai, noréedami pabrezti, kad jy darbas yra didziai originalus, nemini
panaéiy darby, kurie paskelbti jau ankséiau. Kai kurie Zmoneés, rasydami savo
darba, néra pakankamai gerai susipaZine su savo srities literatlira. Kiekvienas
matematikas supranta apibendrinimo reikime, tiek sprendziant uzdavinius, tiek
atliekant tyrimus. Akivaizdu, kad misy, kaip mokytojy ir déstytoju, pareiga
padaryti visa, kas jmanoma, kad suzadintume studenty susidomeéjima ir pa-
rodytume, kaip kuriama matematika. Mano nuomone, daug galima pasiekti
skatinant juos tyrinéti savarankiskai ir atskleidziant skirtingy rezultaty rysius.
Turétume skatinti juos kurti uzdavinius ir kelti klausimus. Vienas i budy
tai daryti — parodyti jiems apibendrinimo technika. Reikia pabreézti, kad visa
matematikos istorija yra tik sekané¢iy vienas kita matematiniy apibendrinimy
apra§ymas. Panagrinékime kelis pavyzdZzius.

Herono uZdavinys

Pradésiu nuo gerai zinomo pavyzdzio, kurj tikriausiai maté kiekvienas, kas
mokesi geometrijos.

o Tiesé d dalija plokstuma j dvi dalis. Vienoje jos puséje paZymeti taskai
A, B. Raskite tiesés d taska M, kad atkarpy ilgiy suma MA+MDB bty
minimali.

Pavadinkime & uzdavini Herono uzdaviniu. Dauguma mokytojy sprendzia
ji tokiu biidu, kuris isties yra paties Herono metodas. Tegu taskas Al yra
simetrigkas tagkui A tiesés d atzvilgiu. Tada tiesés d ir A'B susikirtimo
tagkas ir yra ieskomasis taskas M. Kad tuo jsitikintume, imkime kita tieses d
tagka N; akivaizdu, kad NA+NB > MA+MB = A'B. Atidziau patyrineki-
me sprendima. Viskas &la aigku, i§skyrus ta Zingsnj, kurivo randame A'. Stu-
dentai gali visigkai teisétai paklausti, kokie matematiniai svarstymai paskatino
ieskoti tagko A’. Déstytojai auditorijose paprastai nenurodo jtikinamos priezas-
ties ir papraséiausiai sako, kad tai yra matematiné gudrybe. AS manau, kad del
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visy $iy nepaaikinty Zingsniy, vadinamy matematinémis gudrybémis, ir atsi-
randa visi matematikos suvokimo sunkumai. Mums reikéty vengti auditorijose
tokiy nepaaiskinty zingsniy. Heronas pateiké ka tik aptarta sprendimo buda,
nes jis jau zZinojo tam tikras fizikos aksiomas, kurios ir sudaro jrodymo idéja.

As sitlau tokj paaiskinima. Pradékime nuo klausimo: jei A,B yra du
pazymeéti taskai, tai kur yra taskas M, kad suma MA 4+ MB yra minimali?
Kiekvienam visiskai aisku, kad jei ABM yra trikampis, tai MA+ MB > AB.
Taigi surade taskg M, kuriam MA + MB = AB, busime rade sprendinj.
Taigi tinka bet kuris atkarpos AB taskas M. Dabar paklauskime kitaip: tegu
tiese d kerta atkarpa AB; kuris tiesés taskas M tenkina minéta minimalumo
salyga? Kadangi visi atkarpos AB tagkai tenkina sia salyga, tai ieSkomasis
M yra tiesés ir atkarpos susikirtimo taskas. Pagaliau mes priartéjome Herono
uzdavinio. 5

L

Panagrineje atskirg atveji, dabar galime tarti, kad A, B yra toje pat tiesés
d puséje. Galime paklausti, ar néra tasko A' kitoje tiesés puséje, kad A ir
A' biity vienodai nutole nuo kiekvieno tiesés d tasko. Tai kickvienam taip
pat akivaizdu. Taigi randame A’ ir sprendinj — A'B ir d susikirtimo taska.
Pastebékime, kad 3itaip sprendZiant nebereikia jrodineti, kad bet kuriam kitam
taskui N NA+ NB > MA + MB. Taigi pradéjome nuo trivialaus uzdavinio
ir paprastu bidu apibendring gavome Herono uzdavinj. Jeigu nagrinétume
trimat] atvejj ir pakeistume tiese d plokstuma P, tal sprendimas biity visai
toks pat. Taéiau reikia pasakyti, kad su tokios rtsies apibendrinimais gero
vardo nejgysi. Norédami netrivialiai apibendrinti Herono uzdavinj plokstumai,
tarkime, kad du taskai A, B ir tiesé d néra vienoje plok§tumoje. Spresdami
uzdavinj, norétume jj suvesti j plokitumos atvejj, tad pabandykime perkelti kiek
galima daugiau objekty i vieng plokituma. Nubrézkime per d ir B ploks§tuma
P ir paklauskime, ar néra joje tasko A’, kad atstumai nuo bet kurio d tasko
iki A ir A' biity tie patys. Laimei, toks taskas A’ yra ir sitaip uzdavinys yra
suvedamas j Herono uzdavinj plokstumoje.

A

Be Ty

Atkarpos, einancios per A ir A', statmenos tiesei d
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O dabar ieskokime kity uzdavinio apibendrinimy.

e Tiesé d dalija plokstuma i dvi dalis, apskritimai C' ir C" yra toje pacioje
plokstumos puséje. Raskite tiesés d taska M, kad atstumy suma MN +
MP bity maziausia, ¢ia MN ir MP yra apskritimy C,C' liestinés,
N, P - atitinkami lietimosi taskai.

Spresdami 3} uzdavinj vel norétume, kad vietoje apskritimy bty taskai.
Tad vel klauskime, ar jmanoma, neprarandant bendrumo, pakeisti apskritimus
taskais. Taip, tai vél yra jmanoma. Nagrinékime d kaip radikaline apskritimo
C ir tam tikro tasko A tiese ir raskime A.! Analogiskai surade taska B,
suvedame uzdavinj ] Herono problemg tiesei ir tagkams.

M

Jeigu nagrinésime dvi sferas ir tiese erdvéje, galime kelti panasy klausima.
Paliekame & atvejj skaitytojui. Literatiiroje galima rasti daug uzdaviniy, ku-
riuos galima suvesti ] Herono problema.

Dar vienas pavyzdys

Panagrinésime dar viena gerai Zinomg uzdavinj.

o Jei a,b,c yra trikampio krastiniy ilgiai, o S plotas, tai
a4+ 0+ —-4/3 20

si Iygybé galioja tada ir tik tada, kai trikampis yra lygiakrastis.
Nors §is uzdavinys paskelbtas dar 1919 metais Zurnale Mathematische Zeut-

schrift, 1961 metais jis buvo jtrauktas j tarptautinés matematiky olimpiados
uzdaviniy sarasa.

' Redaktoriaus komentaras apie radikaling tiese. Tegu @ yra apskritimas, o X - jo

iZoreés taskas. Jel per X iSvesime tiesg, kertanéia @ tagkuose U,V tai sandaugos XU XV
reiksmé nepriklauso nuo tiesés, ji priklauso tik nuo @ ir X. Sis skaigius vadinamas X
laipsniu @ apskritimo atZvilgiu. Akivaizdu, kad tasko @Q laipsnis lygus XW?2, &a XW
yra Q liestiné, W - lietimosi taskas. Jei Qi,Qs du apskritimai, tai geometrine vieta
tagky, turinéiy ta patj laipsnj abiejuy apskritimy atzvilgiu, yra tiesé. Ji ir vadinama radikaline
Q1 ir Qs tiese. Jei @ yra taskas, o Q2 apskritimas, tai radikaling tiese sudaro taskai
X, kuriems XQ; = XW, ¢ia XW yra Q2 liesting, W - lietimosi taskas. Zinant, kad
radikaliné tiese egzistuoja ir yra vienintelé, nesunku rasti taska, kuris reikalingas Herono
uzdaviniui apskritimams spresti: turint apskritimg Q ir tiese d reikia rasti taska A, kad d
bity A ir @ radikaliné tiesé (Zr. brez.).
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Literatiiroje galima rasti daug sios teoremos jrodymy. Taéiau turétume 7i-
noti, kad 1811 metais matematikas Simon Lhuilier jrodé, kad bet koks trikampis
ortogonalia projekcija gali biiti suprojektuotas j i§ anksto nustatytos formos
trikampj. Nesunku parodyti, kad suformuluotoji nelygybé ekvivalenti specia-
liam Lhuiliero teoremos atvejui: bet koks trikampis ortogonalia projekcija gali
biiti suprojektuotas j lygiakrast] trikampj. Taigi nelygybé nebuvo naujas rezul-
tatas jau 1919 metais. Taciau §i teorema padeda rasti kitg jrodyma. I3 pradziy
pastebékime, kad dydj a? + % 4 ¢ —4+/3S5 galime interpretuoti kaip trikampio
artumo lygiakradéiui matg. Tai jrodymo idéja. Tegu ZC > 60°; nubrézkime
lygiakrast] trikampj A'BC su viena i§ kragtiniy BC. Akivaizdu, kad atkarpos
AA" ilgis taip pat yra trikampio nukrypimo nuo lygiakraiéio matas.

Al

B a c

Taéiau
a? + b? + ¢ — 4/38
9 b

Fal

AA.I'2=

ir jrodymas baigtas. Pastebéekime, kad AA' > b—a,AA" > ¢ —a, taigi AA" >
(b+c—a)/2, todél gauname stipresne nelygybe

2,12, .2 (b4 c—a)?
a® + b +c —4\/§5>f.

&

Kadangi ankstesné nelygybeé ekvivalenti specialiam Lhuiliero teoremos atvejui,
natiiralu klausti, ar yra nelygybé, ekvivalenti Lhuiliero teoremai. Turbiit tai
pastebejo D. Pedo ir pries kelis metus Zurnale American Mathematical Monthly
paskelbé nelygybe kaip uZdavinj, nepaminédamas rySio su minéta teorema.
Pastebékime, kad Pedo nelygybé yra tik kita Lhuiliero teoremos forma, todel
jal nebereikia jrodymo. Nelygybé atrodo taip.

e Bet kokiems dviems trikampiams ABC ir A'B'C' su kraStinémis a,b,c
ir a',b'¢' bei plotais S,S8' teisinga nelygybé

Zaz(bf:a -I—c'z _ arz) 5 1655’;
§1 lygybeé teisinga tada ir tik tada, kai trikampiai panasis.
Noredami jrodyti kitaip, turétume nukopijuoti pirmosios nelygybeés jrody-
mg. Nubréztume trikampj A" BC su krastine BC, panasyj A'B'C’', rastume

AA" ilgi, ir irodymas biity baigtas.
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Literatuiroje yra daug tarpusavyje susijusiy rezultaty ir problemy, nors jy
rySiai ir neminimi. Misy pareiga nurodyti juos, kada tik pastebime. Nors tai
sumazina kai kuriy autoriy darby originaluma, bet labai padeda studentams ir
atskleidzia matematikos grozj.

Taskai, tieseés, plokstumos ir apskritimai

Mano treé¢iasis pavyzdys toks.

o Taskai Ay, As,...,A, (n > 4) néra vienoje plokstumoje. Ar visada atsiras
plokstuma, einanti lygial per tris Sios aibés taskus?

Mes bandome apibendrinti Sylvesterio teorems.?

Zinoma, kad &is teiginys néra teisingas: imkime tieses d ir d', negulinéias
vienoje plokstumoje, ir tegu vienas i tasky yra tieséje d, o kiti n —1 — tieséje
d'. Tada jokia plokstuma negali eiti lygiai per tris taskus. Taigi ne visada
Imanoma pakeisti tieses plokstumomis ir apibendrinti. Taéiau galime nesunkiai
parodyti, kad visada egzistuoja apskritimas, einantis lygiai per tris aibés tagkus.
Tegu A, As,..., A, yra aibés taskai. Sujunkime A; su A, Az,..., A, ir
nagrinékime plokstuma, kertancia visas atkarpas AjA;. Sios plokstumos ir
atkarpy susikirtimo tagky aibéje raskime Sylvesterio problemos sprendinj, t. ¥.
tiese, einanéia tik per du tagkus. Sj sprendinj atitiks plok$tuma, einanti lygiai
per dvi atkarpas A;A; ir Ay A;. Apskritimas, einantis per taskus A;, 4;, A4;,
yra ieSkomasis sprendinys.

Pabaigai pabrésime, kad pagrindiniai ir graziausi rezultatai paprastai biina
trivialiy teiginiy apibendrinimai. Stai vienas pavyzdys: sujunkime tagka A su
tasku B ir taskg B su tasku A.

A e °* B

Sios konstrukeijos trivialia lygybe A ilgis = B ilgis = 0 galima apibendrinti
taip:

o Ja 1893 metais J. Sylvesteris paskelbé kaip uZdavinj, kurj galima suformuluoti taip: jei
taskai Ay, As,...,An(n > 3) néra vienoje tieséje, tai visada atsiras tiese, einanti lygiai per

du i3 8iy tagky. Atvejis n = 3, Zinoma, trivialus. (Red. komentaras.)
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