Juozas Macys

SusipaZinkite:
funkcines lygtys

Pazjstamos nepaZjstamosios

Puikiai Zinome, kg reiskia idspresti lygt], pavyzdziui,
224222 —2—-2=0:

turime rasti lygties Saknis, t.y. tas kintamojo z reikSmes, su kuriomis &
lygtis virsta teisinga skaitine lygybe. Tiesa, ir ¢ia kartais gali kilti abejoniy.

Pavyzdziui, jeigu uzrase lygti
(z = 2)(z +3)(z* +1) =0, (1)

guvy trediokeélj (vietoje 2% parase z -z ) paklausime, kam lygus z , jis atsakys,
kad = = 2. Astuntokas pasakyty, kad saknys yra dvi: 2 =2 ir 2 = -3. O
Stal abiturientas gali paklausti, ar reikia rasti tik realigsias Saknis, ar ir kom-
pleksines. Kitaip sakant, (1) lygt; galima spresti naturaliyjy skaiéiy aibeje N,
realiyjy skaiciy aibéje R ir kompleksiniy skai¢iy aibéje C. Siaip jau apie tai
pasakoma uzdavinio salygoje, bet daZniausiai nagrinejamoji aibé numanoma.
Paprastai mokykloje ar per egzaminus turima galvoje, kad (jei nenurodyta ki-
taip) reikia rasti realigsias lygties Saknis.

O kas gi yra funkciné lygtis ir ka reiskia ja igspresti? Geriausia tai suvolkti,

paémus konkrety pavyzd;.

e Funkcija f:R — R tenkina salyga
FAz)+ fa)f(y) =2 +2y VzeER, VyeR. (2)

Raskite visas tokias funkcijas.

Matome, kad salygoje labai kruopséiai nurodyta, kad vieno kintamojo

funkeija f apibrézta realiyjy skaiciy aibegje, igyja reiksmes i§ realiyjy skaiciy
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6 J. Macys

aibés ir su visomis poromis (z,y), ¢ € R, y € R, tenkina (2) salyga. Trumpiau
§is uzdavinys formuluojamas taip:

e Isspreskite funkcine lygti

F2(z) + f()f(y) = 2 +2y. (3)

Vél, kadangi nepasakyta kitaip, suprantame, kad funkcija apibrezta (ir
jgyja reikémes) aibéje R, o lygybé tenkinama su visomis poromis (z,y),
z € R, y € R. O ifspresti (3) lygti reiskia rasti visas funkcijas f, kurios
ta lygti tenkina. Skirtumas nuo jprastiniy lygéiy ¢ia tas, kad (3) lygybé turi
biiti tenkinama ne atskiriems z ir y, o visiems z ir y i§ karto. PavyzdZiui,
funkcija f(z) = z tenkina (3) lygti:

z? 4+ Ty = z? + Ty
(t.y. paverdia lygti tapatybe), o funkeija f(z) = |z| - netenkina, nes lygybé
2| + [ellyl = 2* + 2y

néra tapatybé: ji neteisinga, pavyzdziui, kai z =1, y =—1.

Beje, kartais atspéti kokig nors funkcija f - funkcinés lygties sprendinj —
néra sunku (kaip ir #iuo atveju). Visas sunkumas yra surasti visas tokias funkei-
jas (t.y. nurodyti sprendinius ir jrodyti, kad daugiau jy nera). Skaitytojui (3)
lygties atveju tai sifilome atlikti padiam (uzdaviniai, jy sprendimai ir atsakymai
pateikiami straipsnio gale skyreliuose , Uzdaviniai® ir , Uzdaviniy sprendimai®;
#r. 3 uzdavinj).

Ar mokykloje daznai susiduriame su funkcinémis lygtimis? Pasirodo - ir

taip, ir ne. Imkime lygybe
f(z) = f(—z) Vzel

Visi pasakys, kad &a uzrasytas lyginés funkcijos apibrézimas. Kita vertus, jel

pasitilytume isspresti funkcing lygtj

tai atsakymas biity toks: 3ig lygti tenkina kiekviena lyginé funkcija. Vaizdziau

visus sprendinius galima biity nusakyti taip: neneigiamiesiems = apibréziame
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Susipazinkite: funkcines lygtys 7

f(z) bet kaip (pavyzdziui, ,braizome" bet kokj grafika), o kiekvienam neigia-
majam = reikdme f(z) imame tokig pat, kaip ir f(|z|) (pratesiame grafika
simetriskai Oy asies atzvilgiu).

Kiekvienas nesunkiai atpaZins ir funkcine lygt]
f(—z) = —f(z)
(ja tenkina visos nelygines funkcijos), ir funkcine lygtj
flz +T) = f(z) (T = const)

(ja tenkina visos periodo T periodinés funkcijos).

Né vieno nenustebins ir lygybe

f(@+y) = f(z)f(y) (4)

— juk tai rodiklinés funkcijos f(z) = a® savybé: a®t¥ = a® - a¥. Kitaip

tariant, rodikline funkcija f(z) = a® tenkina (4) funkcing lygtj. Kaip pa-
matysime véliau, funkcija f(z) = a® néra vienintelé, kuri tenkina &ig lygtj (Zr.
5 uzdavin}). Vis delto pasirodo, kad jei sprestume uzdavinj

e Raskite visas tolydZigsias reiksmés 0 nejgyjandéias funkcijas, tenkinancias

salyga
flz+y) = f(z)f(y),

tai nurodytoji funkcija i tikryjy biity vienintelis sprendinys.

Panagiai funkcines lygties
flz+y) = flz) + f(v)
tolydieji sprendiniai yra funkcijos f(z) = kz (k = const), funkcinés lygties
flzy) = f(z) + f(y), =>0,y>0,
tolydieii sprendiniai yra
f(z) = klogz (k = const)
(Zr. 6 uzdavinj), o fu.nkcinés lygties

f(zy) = f(z)f(y)
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8 J. Macys

tolydieji sprendiniai f:(0,00) — (0,00) yra
f(z) =2* (k= const)

(zr. 4 uzdavinj).
Funkciniy lygéiy pasitaiko per stojamuosius egzaminus. Pavyzdziui, ir Lie-

tuvoje per stojamuosius egzaminus neseniai buvo tokie du uzdaviniai:

e Funkcija f(z) su visais z # 0 tenkina lygybe
1

Raskite f(%)
o Funkcija f(z) su visais x tenkina Iygybe

2f(z) +3f(1 — z) = 5z.

Raskite f(i) ;
4

Zinoma, &ia nevartojamas terminas funkeciné lygtis, neprasoma rasti visas
funkcijas f(z) ir t.t., bet sprendimas dél to i§ esmés nesikeicia (zr. 1 ir 2
uzdavinius).

Funkeiniy lygéiy pasitaiko ir per Amerikos viduriniy mokykly egzaminus
AHSME. Stai uzdavinys 15 1979 ir 1998 mety egzaminy testy (zr. 7-9 uzdavi-
nius):

o Funkcija f tenkina funkcing lygtj

fl@)+ fly) = flz +y) —2y —1

su kiekviena realiyjy skaiciy pora (z,y). Jeignu f(1) =1, tai kiek yra
sveikuyjy skai¢iy n, n # 1, tenkinanéiy lygybe f(n) =n7?

Ka jau ir kalbéti apie jvairias olimpiadas - ne tik tarptautineése, bet ir
Lietuvos olimpiadose vos ne kasmet duodama spresti funkeiniy lygéiu. Zinoma,
ir &a jos daznai ,uzmaskuotos”. Pavyzdziui, dar 1981 m. Lietuvos olimpiadoje

buvo toks uzdavinys:

o Realiyjy skaiciy seka ap,a1,as,...,an,... tenkina salyga

Om4n + Gm—n = A3m (m Znz 0)
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Susipazinkite: funkcines lygtys 9

Raskite ta seka.
Uztenka uzdavinj suformuluoti kitaip, ir gausime ,,funkcine lygt;“ :

o Funkcija f:Z7 — R (éia Z* = NU{0}) tenkina salyga
fe+y)+ flz—y)=fBz) VeeZt, yeZ* z>y.

Raskite visas tokias funkcijas.

Ir skyrelio pabaigai apie patj terming ,funkciné lygtis“. Daznai jis be
reikalo pakei¢iamas terminu ,funkcionaliné lygtis“. Dalykas ¢ia labail papras-
tas: lietuviy kalboje yra trys panasis ZodZiai: ,funkcinis®, ,funkcionalus® ir
yfunkcionalinis®, bet j daugelj kalby (pavyzdziui, angly, vokiediy, rusy) jie
veré¢iami vienu zodziu (functional, pymmxmonansusiit). Zodis ,,funkcinis* labai
artimai susijes su ,funkcija“ - plg. ,funkcinis susirgimas“, ,funkciné prik-
lausomybé“ ir pan. Zodis ,funkcionalus® labiau nutoles nuo ,funkcijos*, bet
irgi reiskia ,gerai atliekantis savo funkeijg“, ,gerai atitinkantis savo paskirtj”
(plg. ,funkcionalumas” ). Pagaliau ,funkcionalinis“ galéty biiti siejamas tik su
matematiky ,,funkcionalu® ir, pavyzdziui, ,,funkcionaline israiska” reiksty kazka,
kas idreiksta funkcionalu ar funkcionalais. Beje, lenkai ir ukrainiediai jau seniai

yra paskelbe karag tokiam sgvoky painiojimui.

Kosi funkcine lygtis
Funkcine lygti

fle+y)=flz)+ fly) VzeR, VyeR (5)

vadiname Koéi funkcine lygtimi. Funkcija, kuri tenkina (5) lygti, vadiname adi-
tyvia. Pasirodo, kad rasti visas adityvigsias funkecijas — labai sunkus uzdavinys.
Zymiai lengviau isspresti & uzdavinj ne visy, o tolydziujy funkecijy aibéje, t.y.
rasti visas tolydziasias adityvigsias funkcijas.

Imdami lygtyje (5) y = z, gauname

F(22) = 2f(a).

Tada (5) lygtyje imdami y = 2z, turime

f(3z) = f(22) + f(z) = 2f(z) + f(z) = 3f(2),

o tesdami (matematiné indukcija!) gauname

f(nz) = nf(e).
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10 J. Macys

. _ m
Istate i 8ig lygti =z = —i (m € N, n € N), gauname

f(n%y) = nf(gy), f(my) = nf(%y), mf(y) = nf(%y),

t.y.
f(Zv) = 25w (6)
I(6) lygtj istate y =1 ir y =0, turime f(E) = -m—f(l) ir
n n
f(0)=0. (7)
Pazymeéje f(1) =k, gauname, kad
m m
(5) =k
visiems m =2 0, n > 0, t.y.
f(r)=Fkr (8)

visiems neneigiamiesiems racionaliesiems skaiiams. Bet j (5) lygti jstate

y = —z, gauname
f(0) = f(z) + f(—=),
ir i3 (7) lygybeés

f(z) + f(=2) =0, arba f(—z) = —f(z).

Tai reigkia, kad kiekviena adityvioji funkcija yra nelyginé. Todél jeigu s — bet

kuris neigiamasis racionalusis skai¢ius, tai remiantis (8) lygybe

£(s) = —f(=s) = —k(=s) = ks,

ir (8) lygybé teisinga visiems racionaliesiems skai¢iams. Kitaip sakant, jeigu
sprestume uzdavinj
e Raskite visas funkcijas f: Q — R, tenkinancias salyga

flz+y)=flz)+fly) VzeQ Vyeq

tai atsakymas blity toks: f(z) = kz (k = const).
Dabar tarkime, kad = — bet kuris realusis skai¢ius. Tada galima rasti tokig,
racionaliyjy skai¢iy sekg {z,}, kad lim z, = . Remdamiesi ieskomosios

n—00
funkcijos tolydumu, randame, kad

f(z) = f( im z,) = lim f(z,)= lm (kzn)=F lin;oa:n = k.
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Susipazinkite: funkcinés Iygtys 11

Patikrine jsitikiname, kad f(z) tenkina (5) lygti:

flz+y) =k +y) =ka+ky = f(z) + F(y)-

Taigi tolydziyjy funkcijy klaséje adityviosios funkeijos yra tik tiesinés funkcijos.
Isdéstytas funkeiniy lygéiy sprendimo metodas vadinamas Kosi metodu.
Kiekviena tolydzioji funkcija uzdarajame intervale yra apréita, t. y.

|f(z)] < M. Todél naturalu kelti tokj uzdavinj:

e Raskite visas funkcijas, kurios tenkina (5) lygtj ir yra apréztos i§ virsaus
bent viename uzdarajame intervale.

Tarkime, kad adityvioji funkcija aprézta i§ virgaus, f(z) < M , intervale
[a,a+T], kur T' - fiksuotas teigiamasis skai¢ius. Jrodykime, kad tada funkcija
f(z) aprézta i§ virfaus ir intervale [0,7]. I tikryjy, tegu = € [0,T]. Tada
z+a € [a,a+T], todél

f(z +a) = f(z) + f(a) < M,

ir f(z) £ M — f(a). Pazyméje desing puse M, turime f(z) < My visiems
z € [0,T].

Nagrinekime funkcija g(z) = f(2T). Ta funkcija adityvi ir aprezta is
vir§aus intervale [0,1]: jei z € [0,1], tai =T €[0,T], ir g(z) = f(eT) < M.
Pazymékime ¢(1) = k. Mes Zinome adityviaja funkcijg, kuri taske 1 jgyja
reiksme k£ - tai funkcija kz. Nagrinékime funkcija h(z) = g(z) — kz (tai
labai primena mokyklin] kintamuyjy keitimg - jei zo yra lygties Saknis, tai
daznai pravartu keisti kintamaji: y = ¢ — zo ). Funkcija h(z) taip pat yra
adityvi (patikrinkite!) ir aprézta i§ virgaus intervale [0,1]:

k

h(z) = g(z) — kz < g(z) + |k|le < M1+ k = M,

o svarbiausia, kad ji periodiné su periodu 1:

Me+1l)=g(z+1)—k(z+1)=g(z)+9(1)—kz— k=
=g(z)+k—ka—k=g(z)— kz = h(z).
Bet jei funkcija yra periodiné su periodu 1 ir aprézta i§ virSaus skaiéiumi My
intervale [0,1], tai ji yra aprézta i§ virSaus skaidiumi My visoje tieséje R.

O dabar jrodysime, kad h(z) tapaciai lygi 0. Kadangi ji 1-periodine, tai
uztenka jrodyti, kad h(z) = 0 intervale [0,1]. Tarkime priefingai - kad
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12 J. Macys

h(zo) # 0 tagke zo € [0,1]. Sakykime i§ pradziy, kad h(zp) > 0. Tada
h(nzo) = nh(z¢) (prisiminkite Kosi metoda), ir natiiralyjj n galima paimti
tokj didelj, kad bty nh(zo) > My . Bet tada h(nzg) > M, , o tai priestarauja
funkcijos apréztumui: h(z) < M, Vo € R. Lygiai taip pat, jei h(zg) < 0, tai
h(—nzg) = —nh(zp), ir paéme n pakankamai didelj, gauname, kad teisinga
nelygybé h(—nzo) > M.

Vadinasi, h(z) = 0. Tai reiskia, kad g(z) = h(z) + kz = kz. Bet tada
fle) = g(%) = %’E ,ir f(z) - tiesiné funkeija.

Zinoma, t3 patj rezultatg gautume, jeigu f(z) aprézta i§ apatios, t. y.
f(z) 2 —M . Tada funkcija h(z) = —f(z) buty aprézta i§ virdaus, ir vel gau-
tume, kad h(z) (taigi ir f(z)) yra tiesiné. Kitaip sakant, adityvioji funkcija,
kuri apibrézta visoje tieséje R ir néra tiesiné, biitinai neapreézta ir i§ apacios, ir
1§ virsaus kiekviename (kad ir kiek mazame) intervale. Toliau pamatysime, kaip
galima tokias funkcijas (neadityviasias ir adityvigsias) konstruoti. Bet pasirodo,
kad tokia adityvioji funkcija turi dar viena jdomig savybe: jos grafikas visur

tankus plokitumoje 2Oy . Tai reiskia §tai ka:

kad ir kokj maza skrituliuka pasirinksime plokstumoje, bus grafiko tasky

(z, f(z)), kurie yra to skrituliuko vidiniai taskai.

Tai tas pat, kas pasakyti, kad visuomet galima rasti grafiko tasky sekg
(2n, f(z)), kuri artéty j i§ anksto pasirinkta tasks (z;y).

Beje, adityvumo déka tai uztenka jrodyti taskui (0,y): 1§ tikryjy, jeigu
radome seky =, — 0, f(z,) = v — f(z), tai seka =, +z = 2, flo, +2) =

fzn)+ flz) 2y — fle)+ flz)=y.

1
Irodysime, kad su kiekvienu k intervale [

~ o5 2—k] yra taskas =z, ku-

1 ; :
riame |f(zo) —y| < =4 Tai ir reiks, kad yra grafiko tasky, kiek norima

artimy taskui (0;y). 1§ pradziy raskime ,didele" reikdme f(z). Kadangi

f(z) intervale [— neaprézta i§ virsaus, tal jame yra toks taskas z,

kad f(z) =M > Iyl%—kl. ;eékokime tame intervale tokios tagky {z,} sekos, kad
f(zn) = y. Ty tagky patogu ieskoti pavidalo @, = rpz, kur o - racionalis,
tada lengva apskaidiuoti f(z) reikimes juose: f(zn) = f(rnz) = ruf(z) =
rnM . Vadinasi, jei imsime seka racionaliyjy tasky r, — U tai f(zn) 2 y.

Be to, taskai z, = rpz pakankamai dideliems n priklausys misy intervalui,

y y |yl e
nes |z,| = |ra||z| € |7-n|§¥, Trn —F U o ﬁ‘ & o+ 1 < 1. Vadinasi, kai tik
1 ..
|f(zn) —yl < kaip zp tiks bet kuris i8 tasky =z, .

ﬁ:
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Susipazinkite: funkcinés lygtys 13

»Blogos“ funkcijos

Matéme, kad ,,geros” (pavyzdziui, tolydzios ar apréztos) adityvios funkcijos
yra tiesines. O kas, jeigu funkcija ,bloga“ - ir netolydi, ir neaprézta (kiekvien-
ame intervale!)? Ar jmanoma nurodyti adityviaja funkeija, kuri biity netiesiné?
Pasirodo, kad tokiy funkeijy yra, tik norédami su jomis susipaZinti, turime
pasipratinti prie ,,blogy”, arba, kaip kartais sakoma, prie patologisky funkeijy.

Vienas i8 Zinomiausiy ,,blogos* funkecijos pavyzdziy yra vadinamoji Dirichlé
funkecija

1, jelgu z racionalus
f(e) = {0, jJeiggu 2 iracionalus’.
Lengva apskaiGiuoti jos reikime bet kuriame taske 2z : uZtenka nustatyti, ar z
racionalus, ar iracionalus. Sunku kalbéti apie jos grafika — aigku tik, kad visi jos
grafiko tagkai yra tiesése y = 0 ir y = 1, ir kiekvienoje tieséje jie ,visur tankiis"
(kad ir kokia maZa tiesés atkarpa imsime, joje bus grafiko tasky; Zinoma, taip
pat visur tankiis Oz a3yje tiek racionalieji, tiek ir iracionalieji taskai: tarp bet
kuriy dviejy racionaliyjy tasky yra (be galo daug!) iracionaliyjy tasky, o tarp
dviejy iracionaliyjy tasky yra be galo daug racionaliyjy tasky).
Dirichlé funkeijg galima truputj pakeisti ir nagrinéti tokig funkeija:
1, jeigu z racionalus,
fle) = { —1, jeigu z iracionalus.
Ji nedaug skiriasi nuo Dirichlé funkcijos, bet jdomu, kad jos kvadratas (arba

modulis) ypaé paprastas:

Fley=1 (If(z)l =1).
Bet norime perspeéti, kad jeigu sprendziame funkcine lygtj
fAla) =1,
tai jos sprendiniai yra ne tik funkcijos f(z) =1 ir f(z) = —1, bet ir Dirichleé
tipo funkcija, ir apskritai visos funkecijos, jgyjanéios tik reikmes 1 ar —1 (plg. 3

uzdavinj paskutiniame skyrelyje). Apie tokiy funkeijy grafikus galima susidaryti
vaizda 1§ Sio paveikslo:

Yy
——) e v 0  Oe——— - g m—)]
0 z
................... 9_9_913 2 O
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14 J. Macys

Dirichlé tipo funkcijos néra ,baisiai® blogos — jos, pavyzdZiui, apréZtos.

Bet galima jas dar labiau sugadinti: nagrinékime funkcija

—z, Jeigu x iracionalus.

f(z) = { x, jeigu z racionalus, (9)

Aigku, kad jos kvadratas ,labai geras® : f2(z) = z? (tik Sios funkcinés lygties
taip pat nespreskime , traukdami $aknj* — Zr. 3 uzdavinj), bet jos grafiko taskai
Htupi® kiekvienoje i§ dviejy tiesiy y = z ir y = —z visur tankiai, taigi ji nera
aprézta nei i§ virsaus, nei i§ apacios.

Bet ,,blogumui galo néra“, ir mes dar galime biiti nepatenkinti, kad (9)

funkcija kiekviename baigtiniame intervale aprézta. Todél nagrinékime funkcijg

f(z) {m, jei ¢ = %, m€EZ, n €N, % nesuprastinama,
T) =

0, jel z iracionalus.

Nesunku jsitikinti, kad ji neapréita kiekvieno tasko aplinkoje. Pavyzdziui,

imkime m > 0 ir nagrinekime seka

mpk +n
T = ——
np
kur p — pirminis skaiGius, didesnis uz bet kurj pirminj m ir n daugikli.

Trupmena zj; nesuprastinama: jel mp® + n ir n turéty bendry pirminiy
daugikliy, tai jy turéty taip pat mp® ir n; bet nei m, nei pF neturi bendry
dalikliy su n. Todél f(zx)=mp* +n = mp* > p* > 2% ir f(zix) 2 00,0

. m ~ mpk +n mpk n
Tp— —| = z e = 3
n npk np®  np p ok
Vis délto & funkcija teigiamiesiems z apréZta i§ apaios, o neigiamiesiems
_ i3 virsaus. Bet ja galima dar ,pagadinti taip, kad ji nebiity aprézta nei i3
virsaus, nei i§ apaéios kiekvieno tasko aplinkoje (kiek norima mazame atvira-

jame intervale, kuriam priklauso tas taskas). I§ tikryju, tokia yra funkcija

m
P m =
m, jelz=g5-, mE Z, n €N, on nesuprastinama,

— - s m .
f(z) -m, jeiz=qg-""7, ME Z, n € N, 5 — 1 nesuprastinama,
0, jei z iracionalus.

Beje, aisku, kad ji yra nelygine.
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Susipazinkite: funkcinés lygtys 15

Dabar grizkime prie adityviyjy funkecijy. Funkeijg f racionaliyjy skaiciy
aibéje @ apibrézkime taip, kad ji aibeje Q@ biity tiesiné, pavyzdziui, f(r) =r.
Dabar funkecija f apibrézkime aibéje {rv/2}, kur r € Q, taip, kad ji ir toje
aibéje biity tiesiné, pavyzdziui, f(rv/2)=r. O dabar funkcija f apibrézkime
visy pavidalo ry + 122 skaidiy aibéje kaip ty funkcijy ,suma“: kai = =7r; +
7'2\/§ , tai

f(x) = f(r1 +r2V2) =711 + 72

Funkcija f(z) yra apibréita tiesés R visur tankioje aibéje R(1,v/2) = {r1 +
7‘2 \/_} #inoma, visur tanki jau aibe {r;} = Q) ir adityvi: jei 2! =] + /2,
U=l 42, tal 2 a = () )+ V2,

f@' +a") =i+ +ry 4y = f(2') + f(2").
Beje, 8i funkeija néra tiesineé:

_f) |, V) _ 1

vz V2

Bet jdomiausia, kad ji neaprézta kiekvieno tasko aplinkoje, ir, negana to,

4

jos grafikas visur tankus plok§tumoje. I8 tikryjy, imkime tasks (z,y) ir raskime
tokias sekas {ri,} ir {r2n}, kad biity

Tin + T'Zn\/i —+ &, Tipn+T2p Y.

Tam uztenka paimti (issprendus ,,lygtis, kuriose vietoj lygybés Zenklo = stovi

zenklas — ) racionaliyjy skaiéiy sekas

z —yv2 z—y

Pln = ————,  Tpp = ————.
! 1—v2°' T A1

Tada Tp =71n +720V2 = 2,0 f(Zn) =Tin+T20 2 Y.

Taigi issprendéeme tokj uzdavinj:

o Aibéje, kuri biity visur tanki tieséje R, sukonstruokite adityviaja funkcija,
neaprézta tiek i§ virSaus, tiek is apacios.

Tarsi pasiekéme ne taip maZzai: sukonstravome adityviaja funkcija, apibreéz-
ta visur tankioje aibéje. Ta funkcija neaprézta ir i virsaus, ir 1§ apacios, jos
grafikas visur tankus plokstumoje. Triiksta, atrodyty, nedaug: taip apibrézti
ja likusiuose tiesés R taskuose, kad ji islikty adityvi.

Beje, nesunku panasiy funkeijy nurodyti ir daugiaun. Kadangi
f(x) = fr1 +m2v2) =1 f(1) + 12 f(V2),
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16 J. Macys

tai laisvai pasirinke reikimes f(1) ir f(v/2), gausime adityviasias funkcijas,
apibréztas aibéje R(1,v/2).

Imkime funkeija f(ry +r2v/2) = r1 +ro (nebiity geriau pasirinkus kitas
f(1) ir f(v/2) reikémes, o ne vienetus) ir pabandykime taskuose, kurie néra
pavidalo 71 +79v/2, imti f(z) = 0. I5 pradziy atrodyty, kad viskas labai gerai,
ir taip apibrézta funkcija tarsi adityvi: jei imsime taskus z' = 7} + r5/2 ir
" =r{ +riv2, tai o' +2" = (] +r5) + V2(r) + 1Y), todél

f(:rf -|—3:”) = ‘I‘; _l__,r,lz +7,;f +7.g — f(.?:') +f(:l:”).

Jei imsime taskus z' ir 2", nepriklausanéius aibei R(1,+/2), ir jy suma neprik-
lauso R(1,v/2), tai vél viskas gerai:

fa' +2")=0=0+0= f(z') + f(z").

Deja, blogai, jei z’ ir z' nepriklauso R(1,v/2), bet suma z' 42" =) +12v/2
priklauso R(1,v/2); tada gauname (kai r + 79 #0)

F@'Y+ f&") = 0# 11 + 1o = fr1 +r2V2) = f(2' +2").

Pavyzdziui, imkime skai¢iy +/3, kuris nepriklauso R(1, V?2). Tada z' =2+
V3 ir 2" = /2 — /3 nepriklauso R(1,v2). (I5 tikrujy, jei, pavyzdziui, v/2+
V3 € R(1,v2), ty. V2+V3 = r + V2, tai (rz — 1)V2 = V38—,
2ry —1)2 =3 +7r? —2r;v/3. Jei r # 0, tai kairéje yra racionalus, o desinéje
iracionalus skaiéius, — priestara. Jei r; = 0, tai i3 pradinés lygybes V243 =
rov/2, 542v6 = 2r2 | ir +/6 racionalus, — prieitara.) Bet z =az'+z" = 22
priklauso R(1,v/2), ir f(z) = f(2v2) = 2, 0 f(a') = f(z") = 0, ir lygybe
f(z' +2") = f(z') + f(z") neteisinga.

Taigi taip paprastai sukonstruoti adityviaja funkcija visoje aibéje R ne-
pavyko. Pabandykime ,didinti“ miisy aibe R(1,v/2), ir nagrinékime aibe
R(1,v2,v3) = {r1 + r2v2 + r3/3}. Aisku, kad ji apima aibe R(1,v/2).
Veél pasirinke reikimes f(1), f(v/2), F(/3), gausime adityviaja funkcija,
apibrézta aibéje R(1,v/2,v/3). Galima dar iplésti apibrézimo sritj ir nagrineéti
R(1,v/2,/3,v/5), ir vél gauti joje apibrézta adityviaja funkcija.

Beje, apibrézimo sritj reikia plésti atsargiai — biitent todél neverta nagrineti
R(1,v2,v/3,v/8). Pavyzdziui, apibréziant joje adityviajs funkcija, nebegali-
ma laisvai pasirinkti reikémiy f(1), f(v2), f(v/3), f(v/8) - juk f(V/B) =
f(24/2) turi biiti lygi (Kosi metodas!) 2 f(v/2). Kitaip sakant, j ,baziniy"
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Susipazinkite: funkcinés Iygtys 17

elementy sarasa - baze - neverta traukti naujy elementy, kuriuos jau ga-
lima racionaliai isreiksti senaisiais baziniais elementais. Sakoma, kad baziniai
elementai turi biiti racionaliai nepriklausomi; aibés R(1, Vv2,4/3, \/5) atveju tai
reiksty, kad lygybeé r1 -1+ rgv/2 4+ 73v/3 + 45 = 0 galima tik kai r =7 =
rg =14 =0.

Taigi konstruojant adityviasias funkcijas uztenka paimti keleta bet kokiy
racionaliai nepriklausomy skaiéiy, pavyzdziui, 1,v/2,v/3,v/5, ir nagrinéti jy ra-
cionaliuosius tiesinius darinius 71 +rav/2 +7r3v3 + r4/5 . Pasirinkus ,bazines"
reiksmes f(1) =a1, f(V2)=az, f(V3)=as, f(/B)= a4, galima apibrézti
funkcija aibéje R(1,v/2,4/3,v/5) taip:

f(r + rovV/2 + 73V/3 + 7‘4\/5) =ri1a1 +reaz + r3az + raa4.

Kiek gi galima didinti musy aibe? Ar galéty baziniy elementy skaiéius buti
begalinis? Pasirodo - taip. Nagrinékime begaling baze v/2,/3,..., B = 5
sudaryta i visy pirminiy skai¢iy kvadratiniy sakny, o aibe R(ﬁ, V3,...) api-

brézkime kaip ty $akny baigtiniy dariniy su racionaliaisiais koeficientais aibe

{rivpr +ra/p2 + ...+ re/Pi}-

Galima jrodyti, kad kiekvienas aibés R(v/2,v/3,...) elementas isreiskiamas
baziniais elementais vieninteliu bdu ( r \/P1+72+/P2 it T14/P1+T2+/P2+ 0./p3
nelaikomi skirtingais biuidais), o tada, laisvai apibréze f reikSmes baziniams
elementams, vél gausime adityviaja funkcija. Panagiai dar j baz¢ buty galima
jtraukti, sakysime, kubines saknis /2, v/3, V4, ..., logaritmus In2, In3,
In5, In7, ..., skaidius /7, ¥m,... ir daug kg kita.

Cia ir iskyla klausimas: ar taip elgdamiesi mes kada nors gausime visy
realiyjy skaiéiy aibe? Kitaip sakant, ar realiyjy skaiciy aibéje R egzistuoja tokia
(aigku, begaliné) bazeé, kad kiekvieng R elementa galima racionaliai isreiksti
baigtiniu baziniy elementy dariniu ir ta israiska, biity vienintelé? Sj klausima
issprendé vokiediy matematikas G. Hamelis (dar 1905 metais!): tokia baze
egzistuoja. Jo irodymas visai paprastas, bet remiasi aibiy teorija (pavyzdziui,
transfini¢iaja indukcija ir vadinamaja rinkimo, arba Cermelo, aksioma). Mums
uztenka zinoti, kad tokia bazé — vadinamoji Hamelio bazé - egzistuoja.

O stal dabar nusakyti visas adityvigsias funkcijas, apibréztas aibéje R,
jau mokame: uZtenka laisvai pasirinkti funkcijos f reiksme f(h) kiekvienam
Hamelio bazés H elementui h, o kiekvienam x, x =rihy +roho+ ...+ 7ohin,
imti f(z) = rif(h1) +r2f(h2) + ... + rof(hn), ir taip apibrézta funkcija bus
adityvi.
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18 J. Maéys

Is tikryjy, ijrodykime lygybe f(z' + 2") = f(z') + f(2") Vz' € R,
Vz" € R. Sakykime, kad &' ir 2" ifraiskoje sutampa k bazés elementy (jiems
galima suteikti pirmuosius numerius — hy, hg,..., Rkt ), elementas 2’ dar turi
s kity, o 2" - ¢ dar kity baziniy elementy:

| SR J .
' =rihi 4. b+ rrpihepr oo+ Trps R,

no__ . 1"
T =T hl + .o+ T'khk +Tk+3+2hk+3+2 +...4+ T‘k+3+thk+3+:.

Tada

g' + 3" =(r] + )k + (ro + 79 ) oo + ...+ (75 + )i+
+ Pt hetr + rrgp2liige + oo Trgpshrgst

+ Trpst1hktst1 + Thpot2Pitore + oo F PhgsbtREp st

fe'+2") =(ry + ) () + (g +73) f(ha) + ... 4 (v} + 7)) F(Ra )+
+ rkt1 flhkt) + i f(Rese) + oo 4 Trpo f(Rrts )+

+ Pkt st f(Rktst1) + Trhrstaf(Brgstz) + - oo+ Top st S (Rktst),

f(2")y =rif(h1) +raf(ha) + ... + i flhe)+
+ re41f(hkt1) + g2 f(Prie) + o+ repsf(Rrgs),

F(") =r{ f(h1) + 3 f(Ra) + ... + 7 f(ha )+

+ Thtst 1 f(Rktst1) + Thtsta f(Rrtsta) + oo+ Thpstef(Rrtott):

Kad gautoji funkcija biity tiesiné, uztenka imti reiksmes f(h) = kh
Yh € H, t.y. ! turi sutapti visoms bazinéms reikdméms h. O jeigu

ﬂh&l nesutaps bent dviem h reikdmems, t.y. bus f (,il) % £

hZZ) , tal gausime
netiesine adityviajg funkcijg. ,, Papras¢iausia” netiesing funkecijg gausime taip:
i Hamelio baze jtraukime 1, o tada imkime f(1) =1, f(h) =0 Vh € H,

h # 1. Realiyjy skaiéiy aibe galima isskaidyti j du poaibius: tuos z € R,

i kuriy israisks jeina 1, ir tuos, j kuriy iraiska 1 nejeina. Jei i x israiska 1
nejeina, tai f(z) = 0, ir visoms tokioms z reikdméms grafiko taskai bus z-y
asyje. Jei i z iSraiska 1 jeina (pavyzdziui, =z =r -1+ V3, kur » € Q), tai
f(z) = f(r) + f(V/3) = rf(1) + f(v/3) = r + 0 = r. Kaip isivaizduoti tokios
funkcijos grafika? Visiems racionaliesiems skai¢iams r grafiko taskai ,tupés”
tieséje y = x . Visiems pavidalo z = r + V3 skai¢iams funkcijos reiksmeés
Jtupés®  tieséje y = = — /3. Visiems skai¢iams 7y + roh, h € H, h # 1,

eeeo v{Ww @00



Susipazinkite: funkcines lygtys 19

funkecijos reiksmes ,tupes tieséje y = x — roh, ir t.t. Visos tokios tiesés bus
lygiagrecios tiesei y = z, jos (kaip ir turi buti!) uzpildys visg plokstuma visur

tankiai ir pan. Zinoma, tokig funkcijg jsivaizduoti sunkoka.

UzZdaviniai

Siame skyrelyje pateikiame jvairiy funkeciniy lygéiy uzdaviniy. Spresti
uzdavinius galima ir neskai¢ius ankstesnio teksto, tik kartais prireiks tokiy fakty:
jei adityvioji funkcija tolydi ar aprézta, tai ji tiesine, o jeigu jokiy papildomy
(be adityvumo) salygy jai nekeliama, tai ji gali biiti ir netiesine.

1. Isspreskite funkcine lygt]
1
2f(2) + Sf(;) = Bz,
2. Isspreskite funkcine lygt;

2f(z) + 3f(1 — z) = bz.

3. Isspreskite funkcine lygtj

Fz)+ flz)fy) =2 +ay VzeR, VyeR.

4. Isspreskite funkcing lygtj
f(zy) = f(=)f(y)
intervale [1,2] aprézty funkcijy klaséje.
5. Isspreskite funkcing lygtj
flz +y) = f(2)f(y)

intervale [1,2] aprézty funkcijy klaséje.

6. Isspreskite funkcine lygtj

flzy) = flz) + fly) Vz#£0, Vy#0

intervale [1,2] aprézty funkcijy klaséje.
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20 J. Macys
7. Funkcija f tenkina funkcine Iygtj
i)+ fy)=flz+y)—zy—1

su kiekviena realiyjy skaic¢iy pora (z,y). Jeigu f(1) =1, tai kiek yra sveikyju
skaiéiy n, n # 1, tenkinanc¢iy lygybe f(n)=n?

Nurodykite teisinga atsakyma:

A—0,B—1,C—2 D —3, E— be galo daug.

8. Funkcija f tenkina salygas
flz+y)=fl@)+ fly) +ay+1, f(1)=1
Kiek yra sveikyjy skaiéiy n, n # 1, tenkinanéiy lygybe f(n) =n?
9. Raskite visas tolydziasias funkcijas f, kurios tenkina salygas
flety)=f)+fy)+zy+1, f1)=1
10. Isspreskite funkcine lygt]

fla+y)+ flz—y)=f(Bz) (ze€Z¥, yel®, z>y).

Uzdaviniy sprendimai

1 uzdavinio sprendimas. Kadangi jokiy apribojimy salygoje néra, lai-
kome, kad f: R\{0} = R, o f tenkina lygti 2f(x) + 3f(%) = Bz su visais

z # 0. Nesunku suvokti, kad = verta pakeisti reigkiniu 3 . Tada

3f(z) —|-2f(%) - g

Padaugine duotaja lygti i5 2, o pastaraja is 3 (atpazistate dviejy tiesiniy lygeiy

sistema su dviem kintamaisiais?) ir panariui atéme, gauname:

5

5f(z) = — - 10z,
) = % _ 2.

2|bo

Patikriname - lygybe 2(% —2z) 4 3(3z — £) = 5z teisinga su visais = # 0.
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Susipazinkite: funkcinés lygtys 21

Atsakymas. f(z)= %— —2z.

2 uZdavinio sprendimas. Laikome, kad f: R = R, o lygybe 2f(z) +

3f(1 —z) = bz teisinga su visais z . Pakeite = reiskiniu 1— z , gauname
3f(z) +2f(1 —z) =5 — bx.
Is lygybiy sistemos randame, kad
f(z) =3 — 5a.

Si funkcija tenkina lygti.

Atsakymas. f(z)=3-5z.

3 uzdavinio sprendimas. [ lygybe f2(z)+ f(z)f(y) = 2% + zy istatome
r=y=0: 2f%(0)=0, f(0)=0. Istatome y =0: f%(z) = 2?. [statykime
z? vietoj f2(z) i pradine lygti. Misy lygtis virsta f(z)f(y) = 2y . Istatykime
da z =y =1: f}1) = 1. Todél arha a) f(1) = 1, arha b) f(1) =
—1. a)atveju y = 1 = f(z) = . b) atveju f(z) = —z. Patikriname:
(+z)?+(£z)(Ly) = 22 +ay, taigi abu sprendiniai tinka (imami arba virgutiniai,
arba apatiniai zenklai).

Didelé klaida buty ,traukti sakni“ i§ lygybés f2(z) = 2? ir rasyti, kad
f(z) = = arba f(z) = —az. I8 tikryjuy, lygybe f%(z) = 2? tenkina dar ir
funkcijos f(z) = |z| ir f(z) = —|z| (jos, beje, netgi tolydzios), ir i& viso bet
kuri funkeija f(z) = #z, kuri kiekviename tagke zy igyja reikéme z, arba

—zg . Kitaip sakant, galima bet kaip ,,marginti dvi tieses y =z ir y = —z:

¥

NP
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Beje, ,,gudrybé* netraukti saknies labai primena laipsnio Zeminima spren-
dziant lygt] cos® z = 1/2: (1 +cos2z)/2 =1/2, cos2z =0 ir t.t.

Atsakymas. f(z) ==z ir f(z)=—=z.

4 uZdavinio sprendimas. [ lygybe f(zy) = f(z)f(y) statome z =
y =0 = f(0) = f2(0) = f(0) =1 arba f(0) = 0. Jei f(0) = 1, tai
y=0= 1= f(z)-1, f(z) =1. Si funkcija tinka, ir gavome vieng sprendinj.
Toliau laikysime, kad f(0) = 0.

Imkime z =y =1 = f(1) = f(1) = f(1) = 0 arba f(1) = 1. Jei
f(1)=0,tai y=1= f(z) = f(z)-0= f(z) = 0. Si funkcija taip pat tinka,
ir gavome antra sprendinj. Toliau laikysime, kad f(1)=1.

Imkime 2 =y = -1 = f3(=1)=1= a) f(—1) =1 arba b) f(-1) =
—-1. a) f(-1) =1, y = -1 = f(—z) = f(z), funkcja f(z) lyginé; b)
f(-1)=1, y=-1= f(—z) = —f(z), funkeija f(z) nelygine.

Vadinasi, abiem atvejais uztenka nagrineti z > 0, y > 0. z =y =
VE (t > 0) = f(v/1) = fAVt) =2 0. Irodysime, kad f(z) # 0, jei & #
0. Is tikrujy, jei f(zo) = 0 su @ # 0, tai f(y) = f(g5 @) = f(55) -
f(zo) = 0, o funkeijag f(z) =0 jau turime. Vadinasi, f(z) > 0, kai @ > 0.
Logaritmuojame (8tai kodél igskyréme atveji f(zo) =0!): In f(zy) =In f(z)+
In f(y). Pazymékime Iln f(z) = g(z), tada g(zy) = g(z) + g(y), = > 0,
y > 0. Pazymékime z = e*; y = e¥, tada g(e* - e¥) = g(e") + g(e?),
g(e*T?) = g(e*)+g(e?) . Pazyméje g(e') = h(t), turime: h(u+tv) = h(u)+h(v)
Vu € R, Vv € R. Kadangi h(u) apréztaintervale [1,2], tai h(u) = Cu, g(e*) =
ku, In f(e*) = g(e¥) = ku, f(e*) =ef* = (e")*, f(z) =2* (z >0). Dabar
jei f(z) lyginé, tai gauname f(z) = |z|*, o jei nelygine, tai f(z) = z|z|*~'.
Beje, funkcija |z|*, kai k < 0, triiki taske 0, bet tai ne beda - taske 0 turime

f(0) = 0. Gavome keturias funkcijas:

flz)=1, f(z)=0, f(z)= {L'LH, iig, f(z) = {‘.(,]:|‘1:|k—11 ;i%

(idomu, kad funkcija f(z) =1 nesutampa su

0 "
ﬂ@={§“ e

— juy reikémes taske z = 0 skiriasi). Dabar reikia patikrinti, ar visos 4 funkeijos
tenkina pradine lygti. Tai akivaizdu pirmy dviejy funkeijy atveju: 1-1=1 ir
0-0 = 0. Tikriname trz¢ia funkcija (beje, i8 tikryjy trecia funkcija — tai funkeijy
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Seima, priklausanti nuo konstantos k; pasirinke konkreéia k reiksme, gauname
konkrecia funkcija; tai liecia ir ketvirta funkeija). Jei z = 0 (arba y =0), tai
gauname 0=0. Jei 2 #0, y #0, tai |ay|* = |z|*|y|* . Ketvirtajai funkeijai,
kai ¢ # 0, y # 0, turime zy|zy[*1 = z|z|*~1 - y|y|*~!. Vadinasi, visos 4

funkcijos tinka.

Atsakymas. Funkcijos
f@)=0, f(=)=1, f@):{'ml’“? v #0, f(m)._-{wlm . T #0,

|k—1
0, 2=, 0; 2=

5 uZdavinio sprendimas. [ lygybe f(z +y) = f(z)f(y) statome z =
y =0 = f(0) = f2(0) = F(0) = 0 arba f(0) = 1. Jeigu f(0) = 0, tai
f(z) = f(z +0) = f(x)f(0) = 0, ir gauname funkcija f(z) = 0, kuri tenkina
lygti. Kita vertus f(z) = f(% + ;) - f(l;-) f(%) = f (g) > 0. Jei bent
viename taske zo bus f(zg) =0, tai f(z) = f(z—zo+x0) = flz—m0)f(z0) =
0, ir vel gauname f(z) = 0. Vadinasi, toliau galime laikyti, kad f(z) > 0.
Logaritmuojame:

In flz 4+y) = 111f(:1:) + In f(y);

pazymeéje In f(z) = g(z), turime g(z+y) = g(2)+g(y) . Funkcija g(z) aprézta
intervale [1,2], todél g(z) = ka, tada f(2) = e9(®) = &** = a® (a > 0).
Patikriname: a®*¥ = a”a? - funkcija tinka (beje, kai a = 1, gauname funkcija
flz)=1).

Atkreipiame démes, jog ¢ia rémeémes tuo, kad lygtis g(z+y) = g(z)+g(y)
kuriame nors intervale aprézty (ir juo labiau tolydziy) funkeijy klaséje turi tik

g(z) = ka pavidalo sprendinius.

Atsakymas. f(z)=0 ir f(z)=a" (a >0).

6 uZdavinio sprendimas. [ lygybe f(zy) = f(z)+ f(y) statome:

Fueg=1=f1l=0,

p=y=—1= f(1) = f(~1) + f(-1), 2f(~1) =0, f(~1) =0,

F(=) = f(=1-2) = f(=1) + f(z) = f(z).

Vadinasi, miisy funkcija yra lyginé, todel nagrinésime teigiamuosius z ir
y. Imkime z = e¥, y = ¢”, tada f(e"e’) = f(e"*?) = f(e*) + f(e¥).
Pazymeéje f(e") = g(u), turime g(u+v) = g(u)+g(v). Funkcija g(u) aprézta
intervale [In1,In2], todél g(u) = ku, f(e*) = ku, f(z) = klnz, = > 0.

Kadangi miusy funkcija lygine, gauname funkcija

-

fz)=kla|z|, &£0
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24 J. Maéys
Patikrinkime jg: kln|zy| = kln|z| + kln|y|. Kai k£ = 0, gauname funkcija
flz)=0(z #0).

Atsakymas. f(z)=kln|z| (= #0).

Pastaba. Jeigu atsisakytume salygos = # 0, y # 0 ir sprestume lygtj

flzy) = f(z) + f(y) Vz eR, VyeR,

misy laukty didelis netikétumas: y = 0= f(0) = f(z) + f(0), ir gautume tik
trivialigja funkeija f(z)=0.

7 uzdavinio sprendimas. Pirmas buidas. Labai jdomi testiniy uzda-
viniy ypatybé yra tai, kad ,,spresti“ uzdavinj visai nebfitina - jei kokiais nors
argumentais jis save jtikinate, kad teisingas, pavyzdziui, atsakymas A, tai jis
ji nurodote ir negaistate laiko (pilnai i§spresti 3] uzdavinj visal nelengva - tai
sunkokas olimpiadinis uzdavinys, zr. 8 ir 9 uzdavinius).

Pameéginkime atspéti (bent) vieng lygties f(z)+ f(y) = f(z +y) —zy —1
sprendinj. Sandauga zy mums sufleruoja, kad f(z + y) galétu biiti sumos

kvadratas, t.y. f(z) = 2?. Bet tada gauname lygybe
Pty =(a+y) —2y-1,

1.
kuri neteisinga. Kad sandauga zy isnyktuy, bandome f(z) = :?-3:2 . Tada

b =

12,1
—z° 4+ —y° =
2 7Y

ir mums jau kliudo tik —1. ,Pataisome* 1z? ir bandome f(z) = 6-:1:2 —1.

Tada 1 1 d
3¢ 145y’ ~1= 54y —1-ay -1,

1 . ; ;
taigi f(z) = 5:::2 —1 tenkina duotaja lygti.
1

Bet iskyla dar vienas sunkumas: rastosios funkcijos reiksme f(1) = it

&

: saig B
o turi biiti f(z) = 1. Matome, kad neblogai biity prie f(z) prideti - - bet

<

3 . _ -
tada kairéje puséje tekty pridéti dukart po 50 desinéje — tik viengkart. Stai

- 3 § . :
visal kitas reikalas, jel prie f(z) pridesime 5% - tada taske 1 prie f(z) ir

. 3 3
bus pridéta g , o prie abiejy lygties pusiy 5% + 58 = 6—(3: +y).

o
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Susipazinkite: funkcines Iygtys
.. .. 1, 3 : . . g
Atspéjome sprendinj f(z) = 5% ol —= 1 Gal jy yra ir daugiau, bet i3
salygos ideity, kad atsakymui tai lyg ir neturi jtakos. Todél sprend#iame lygti
f(n)=n (n € 2):

1 3
§n2+3n—1 =n, n4+n—-2=0, n=1arban=-2.
Kadangi n # 1, tai n = —2, taigi norimy reikimiy téra viena.

Antras budas. Kitaip atspékime, kokia galéty biiti ta funkcija. Isban-
dykime trinarj f(z) = az® + bz + ¢ (jis apima visas kvadratines ir tiesines

funkeijas). Istatykime jj j lygti bei salyga f(z) =1 ir nustatykime jo koeficien-

tus:

az? +bz+ctay? +by+c=a(z+y)* +blz+y)+c—zy—1,

a+b+cec=1,

{c:Zawy—my—l,

at+b+4+c=1. . "

Aigku, kad patogu imti a = 50 tada ¢ = -1, 0 b = > (spresti nereikia,
. . B . & - N 3

uztenka ,atspéti“ kokius nors a,b,c). Taigi funkcija f(z) = 5.1:2 -+ 5%~ 1

tenkina uzdavinio salygas.

Trecias biidas. Paeiliui skai¢iuokime f(n) reiksmes:
flz+y) = flz) + f(y) + 2y + 1, todél
fle+1)=Fflz)+ f(1)+z-1+1=f(z)+z+2,
fR)=f1)+14+2=4,
f3)=f(2)+2+2=38,
f(4)=f(3)+3+2=13,
f(8) = f(4)+4+2=19,
f(6)=f(5)+5+2=26,
ir ,sitikinome”, kad f(n) didéja grei¢iau negu n, taigi norimy teigiamyjy n
reik§miy nera. Dabar imdami lygtyje @ = y = 0 gauname f(0) = f(0)+ f(0)+
1,ty f(0) =-1, o tada, imdami y = —z, turime f(0) = f(z) + f(—z) —
z2 +1, t.y.
f(—=z)=2% -2 — f(), ir
f(-1)=12—2— f(1) = -1 —1= -2,
f(=2)=22—2— f(2)=2—4=—2,
f(=3)=32—2-f(3) =7—8=—1,
Ff(—4)=42—2— f(4)=14—-13=1,
f(=5)=56*—-2—-f(5)=23-19=4,
f(-6)=62—2— f(6)=34—-26=8,....
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26 J. Macys

Vel matome, kad desiné puse didéja, ir norimy neigiamy reik§miy neberasime.

Vadinasi, radome tik viena neigiamaja n reikdme: n = —2.

Atsakymas. B (t.y. viena reikimeé).

8 uzZdavinio sprendimas. Zinoma, tai tas pats 5 uzdavinys, tik jau ne
»testinis® (o, sakykime, olimpiadinis). Tai reiskia, kad sprendziant visi teiginiai

turi bati pagristi. Todél gavus kaip 5 uzdavinio sprendime formule
fa+1) = f@) +a+2, (21)

neuztenka suskaiciuoti kelias reikimes n € Z ir teigti, kad sprendiniy, tenki-
nandiy lygybe f(n) = n néra - tai reikia jrodyti. Bet visai paprasta jrodyti,

kad funkcija g(n) = f(n)—n (n € Z) didéja, kai n > 0, ir mazéja, kai n < —2:

g(n+1)—g(n) = fn +1) = n—1— f(n) +n
= f(n+1)— f(n) - 1
=n+2-1=n+1.

Dabar kadangi g(1) = f(1) —1 =0, tai g(n) >0,kai n>1,ty. f(n)>n,
o kadangi g(-=2) = f(-2)+2=-2+42=0, tai g(n) >0, kai n < -3, t.y.
fln)>n.

Vadinasi, lygybe f(n) = n galéty tenkinti tik » reikémes —2,-1,0,1.
Bet n #£ 1,0 f(—=1) = —2, f(0) = —1. Taigi salyga tenkina tik reiksme
n=-2: f(-2)=-2.

Atsakymas. Vienintelé reikdme n = —2.

Pastabos. [domu, kad sprendziant iskyla sprendimo korektiskumo klausi-
mas: o ar i§ viso egzistuoja tokia funkcija f, kuri tenkina visas uzdavinio
salygas? Gal tokios funkcijos i§ viso néra? Ir ko verti tada visi msy sampro-
tavimai?

Paaigkinsime tai tokiu pavyzdziu. Vos vos pakeiskime misy uzdavinj ir

“ . Visas miusy sprendimas

pradékime salyga Zodziais ,,Aprézta funkcija f ...
liks tas pats, ir atsakyma gautume, kad yra viena sveikoji n reiksme, su kuria
f(r)=mnir n#1, —tai n=-2: f(—2) = —2. O dabar jus nustebinsiu: ga-
lima jrodyti, kad tokiy funkeijy, kurios tenkina visas naujojo uzdavinio salygas,
i§ viso néra. Taigi atsakymas turéty biiti: , Uzdavinys nekorektiskas — funkeijy
f , tenkinanéiy salyga, néra®, o ne ,,Viena reiksmé". Kaip gi mums elgtis?
Pasirodo, jog sprendziant uzdavinius galioja nerasytas susitarimas, kad ob-

jektas (funkcija ir pan.), apie kuriuos kalbama uzdavinyje, tikrai egzistuoja.
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Susipazinkite: funkcinés lygtys 27

Todél sprendziandiajam leidziama tuo neabejoti. Kitas dalykas, kad per kon-
trolinius darbus, egzaminus ar olimpiadas pasitaiko korektiiros klaidy arba kity
nesusipratimy, ir uZdavinys tampa nekorektisku. Tada taisytojy garbés dalykas
yra uzskaityti mokiniui uz tg uzdavinj visus taskus, net jei mokinys uzdavinio
ir nesprendé (nekalbésime apie tai, kad daZnas mokinys ir taip jau nubaustas
— sutrikes jis gali praséiau spresti ir kitus uzdavinius). Kita kalba, kad istirti,
ar uzdavinio salyga korektiska, taip pat yra labai jdomus uzdavinys, bet &a jau
yaukstasis pilotazas®.

Ir dar viena pastaba, kuri tiks daZnam uzdaviniui. Sprendziant 5j uzdavinj,
nesvarbu, egzistuoja tik viena ar kelios funkcijos, tenkinanéios salygg (kas kita,
jel uzdavinyje klausiama, kiek yra tokiy funkeijy, ar prasoma rasti visas tokias
funkcijas). Misy sprendimas yra mazdaug toks: ,, kadangi funkeija f tenkina
lygybes ..., tai ...“, ir toliau mes kalbame tik apie tas lygybes. I5 tikryjy galima
Irodyti, kad siame uzdavinyje sglyga tenkinanéiy funkcijy f yra net be galo
daug, bet kiekviena jy tenkina tas padias lygybes, taigi ir atsakymas nuo to
nepriklauso.

9 uZdavinio sprendimas. Spresdami 7 uZdavinj, jau mokémeés atspéti
bent viena sprendinj. Pasirodo, kad bent jau natfiraliesiems n nieko ir spélioti
nereikia. Imkime z =%, y =1, tada f(k+1) = f(k)+ k + 2. Uzrasykime sia
lygybe su k=1,2,...,n:

F(2) = f(1) +1+2,

3)= f(2)+2+2,

fmM)=Ffn—1)+n—-1+2.

Sudéje sias lygybes, gauname

f()=f(+0+2+...+n-1)+2(n-1),

-1 1 3
f(n)=1+M—9——)+2(n-—1)=3n2+—n—1.

2 2 12 3
Lengva patikrinti, kad funkcija f(z) = 5:::2 + =2 — 1 tenkina uZdavinio

lygti natiiraliesiems n . Bet tikrindami niekur nesiremiame, kad z natiralusis,
taigi f(x) tenkina lygti ir su bet kuriais z. Matome, kad f(z) yra tolydi,
taigi ji tenkina visas uzdavinio salygas. Vienas sprendinys (kaip daZnai sakoma,
atskirasis sprendinys) rastas.

Dabar taikysime biidg, daznai praveréiantj, kai zinome atskirajj sprendinj.

Nagrinekime funkcija g(z) = f(z) — %:uz — 37 + 1. Jstatykime f(z) = g(z) +

1 3 ; . g
—2-3:2 - 5%~ 1 j prading lygt]. Gauname
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1 3
gz+y)+ @ +y)?+5@@+y)-1=

1 3 1 3
9(2)+ 52" + 5o =1+ 9+ 5" + 5y —1+ay +1,
o suprastingd— - -
9(z +y) = g(=) + g9(y)-
1 3

Kadangi f(z) tolydi funkcija, tai tolydi ir funkcija g(z) = f(z)— 5:1:2 - §m+ 1.

e . i 3
Bet tada, kaip jau Zinome, g(z) = kz, todél f(z) = k.’c+§mz+3m—1 . Radome
visas tolydzigsias funkcijas, kurios tenkina pradine lygti. I3 sqﬂlygos f) =1

1

gauname k = 0, vadinasi, f(z) = 3:1:2 + 5%~ 1.

1 3
Atsakymas. Vienintelé funkcija f(z) = 31:2 -+ 5%~ 1

10 uzdavinio sprendimas. [ lygti f(z +y) + f(z —y) = f(3z) istate

r =1y =0, gauname f(0) =0. Tadaimdami y = 0, gauname f(3z) = 2f(z),
oimdami y = z, turime f(2z) = f(3z) = 2f(z) . Dabarimkime z = 2y. Tada

f(6y) = f(3y) + f(y) = 2f(y) + f(v) = 3f(y)

Kita vertus,

f(6y) = f(2-3y) = 2f(3y) = 2- 2f(y).

Vadinasi, 3f(y) = 4f(y), t.y. f(y)=0.
Atsakymas. f(z) =0.
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