29

Giedrius Alkauskas

Funkcineés lygtys moksleiviuy
matematikos olimpiadose

Funkcija - svarbiausia matematinés analizés, aibiy teorijos, topologijos savoka. Ji
padeda atskleisti sudétingy struktiiry savybes, yra galingas ginklas tiek sprendziant
visy matematikos Saky problemas, tiek taikant matematika. Iki devyniolikto am-
ziaus funkcija buvo suprantama kaip isreikstiniu pavidalu uzrasyta kintamojo ir
funkcijos reikdmiy aibiy atitiktis. Véliau, suformavus tvirtus analizés pagrindus,
funkcija tapo désnio, nustatanéio tam tikra dviejy aibiy atitiktj, sinonimu.

Daznai pasitaiko funkeijy, kuriy reikimeés tenkina kokj nors sarysj arba lygti.
Pavyzdziui, lyginés funkcijos f : JR — IR apibidinamos saryiu (arba funkcine
lygtimi} f(z) = f(—=z). Neretai funkcijos funkcine lygtimi yra ir apibréziamos.
Svarbios matematinés analizés funkcijos, pavyzdziui, T, B,(, tenkina vieng ar net
keleta funkeiniy lygéiy. Be to, funkcijos radimas i jos funkcinés lygties yra po-
puliari matematiniy konkursy tema. Sis straipsnelis yra skirtas jvairiy funkciniy
lygéiy, pasitaikanéiy moksleiviy olimpiadose, apzvalgai bei sprendimo metodams.

Tolydaus kintamojo funkcinés lygtys

Sis skyrelis yra pats ,neelementariausias® is visy. Taéiau ir nestudijaves
matematines analizés moksleivis jj nesunkiai supras. Nagrinésime lygtis, kai
argumento kitimo sritis yra realiyjy skai¢iy aibé IR arba intervalas. Jei #inoma
papildoma informacija apie funkeija (tolydumas, glodumas, t.y. isvestiniy egzis-
tavimas), daznai galima pereiti prie ribos, diferencijuoti, nustatyti asimptotines
savybes.

1 uZdavinys. Isspreskite funkcine lygtj

) = [F@)” o)

¢ia B - teigiama konstanta, f - tolydi funkcija, z,y > 0.

Sprendimas. Isspresti funkeine lygtj reiskia rasti visas ja tenkinanéias
funkcijas. Kadangi f > 0, tai galime logaritmuoti. Tegu h(z) = In f(z).
Tuomet h(zy) = yPh(z) 4+ =Ph(y). Pazyméje g(z) = h(z)/zf , ir padalije
paskutine lygti i§ 2fy? , gausime g(zy) = g(z) + g(y). Iveskime dar viena
zymenj 7(z) = g(e*). Kadangi funkcija g apibréita visiems teigiamiems re-
aliesiems skai¢iams ir yra tolydi, tai 7(z) apibrézta visoje aibéje IR ir taip pat
yra tolydi. Be to, ji tenkina funkeine lygtj

(2 +y) = g(e™Y) = g(c7e¥) = g(e") + g(e¥) = 7(x) + (y).
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30 G. Alkauskas

Tokia tolydi funkcija 7 biitinai yra tiesine! 7(z) = Cz, C € IR. Grjzkime
atgal:

g(z) =7(lnz) =Clnz; k()= CaPlnz; f(z)= fO= e,

Visada privalu patikrinti, ar gautoji funkecija tenkina funkecing lygti; juk ja
spresdami mes jau tariame, kad sprendinys egzistuoja. Taigi visy samprotavimy
isvada yra tokia: jei sprendinys egzistuoja, tai tik toks, kokj gavome. Nesunku
jsitikinti, kad miisy atveju sprendinys lygéiai tinka.

2 uzdavinys. Raskite visas funkcijas f : (0,00) —+ (1,00), tenkinanéias
salygas:

a) f(z)<2(z+1);
b) fle+1)=(f*(z)-1)/=.

Sprendimas. Akivaizdu, kad funkcija f(z) = = + 1 salygas tenkina. Jei
f(z) # ¢ + 1 kuriam nors =z, tai galime tikétis, kad kelis kartus pritaike b)
salyga, gausime priestara arba a) salygai, arba nelygybei f(z) > 1. Taip 15
tikrujy ir yra. Tegu kokiam nors x teisinga lygybé f(z) = e(z +1), € > 0.
Tuomet 1§ b) salygos isplaukia

€2

flz+1)=é(z+2)+ r,_ .

Jei € > 1, tai f(z+1) > ¢*(z +2). Pakartotinai taikydami samprotavimus,
gauname f(z+K) > sz-(ﬂ:-}—ff +1) . Pakankamai dideliam K tai priestarauja
salygai a). Jei € < 1,tai f(z +1) < €(z +2). Lygiai taip pat f(z + K) <
EZK(J: + K +1). Kai K — oo, desinioji pusé artéja prie 0 — priestara f
apréztumui vienetu i§ apac¢ios. Taigi e=1 ir f(z) =2 +1.

3 uzdavinys. Tegu y(z) yra tolydus funkcinés lygties

y*(z+1)

y(z) = +y(z +1)

sprendinys, ¢ia y(z) > 0, kai = > 0. Jrodykite, kad lim [y(z)lnz] =1.
r—0o0

Sprendimas. Funkcine lygti perradysime taip:

1 1 yl+1)
'y($ + 1) B y(:v) o :I:y(;];) ) (1)

Irodysime, kad lim [y(n)lnn] = 1, t.y. n perbéga natiiraliuosius skaiéius.
n—oo
Visiskai analogigkai bet kokiam z gautume lim [y(z +n)ln(z + n)] = 1. Pae

pildomi samprotavimai, naudojant funkcijos tolyduma, garantuoty sarysi, kurio
reikalauja uzdavinio salyga.

1 7. J. Magio straipsnj ,Susipazinkite: funkcines lygtys" g&iame Zurnalo numeryje.
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Funkcinés lygtys moksleiviy matematikos olimpiadose 31

Sumuokime (1) lygybes, kai z = 1,2,..., N —1, ir pasinaudokime funkcine
lygtimi:
1 1Yyt y1 Wl yEaly
y(V)  v(1) = ky(k) gk ok y(k) )
—N—ll N-1 1 yz(k-f-l)
- L [ E
k=1 k k=1 & y(k)

Kadangi y(k +1) < y(k) < y(1
lygties), tai y%(k +1) < y(1)y(k
pasinaudoje tuo, kad

(nelygybe nesunku nustatyti is funkcines
Dabar palygine (2) lygybés abi puses ir

S—

N-1 N-— co

1 12k +1) 1

2 o < Rt 1 — =04,
| - lnN’ 1, ng s y();kz X

gauname
1

|y(N )
Padalije 8ia nelygybe i In IV, gauname tai, ka reikejo jrodyti.

—InN| <Gy

Adityviosios funkcijos

Grjzkime prie 1 uzdavinio funkcijos 7. Realioji funkcija vadinama adi-
tyviaja, jel visiems z,y € IR ji tenkina lygybe

m(z +y) =7(z) + 7(y).

Tokia funkcija dar vadinama Kosi funkcija. Akivaizdu, kad tiesinés funkcijos
f(z) = Az yra adityvios. Jei adityviai funkcijai f teisinga nors viena i3 salygu
(paskutines dvi moksleivis gali praleisti):

f tolydi nors viename taske;

f apréita nulio aplinkoje? ;

f monotoniné nors viename intervale;

f mati Lebego prasme;

f grafikas nera tankus visoje plokstumoje,

tai f yra tiesiné funkcija:® Si maza teorijos dalis labai praveréia olimpiadose,
kur neretai pasitaiko adityviy funkcijy. Sprendéjas i§ anksto turi Zinoti, kad
adityviai funkcijai labai nedaug triksta iki tiesineés.

I5 tiesy uZtenka apreztumo vienoje aplinkos puseje.

3 Zr. J. Magio straipsnj ,SusipaZinkite: funkcinés lygtys sSiame Zurnalo numeryje.
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32 G. Alkauskas

4 uzdavinys. Raskite visas funkcijas f : IR — IR, tenkinandias salygas:

a) f(z+y)=f(=)+ f(y);
b) flzy) = f(=)f(y).
Sprendimas. 1§ b) salygos gauname f(z%) = f%(z) > 0. Jei f(1) =0,
tuomet i5 b) i§plaukia f(z) = f(z)f(1) = 0. Toliau laikysime f(1) > 0. Pagal
aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe

_ﬂfyhﬂéjzz (Hf ) =2/f(1)=C>0.

Taigi f('::2 + —I-lg) > C. Kai 2 perbéga IR, reiskinys 22 + a:2 igyja visas
reikdmes 18 intervalo [2,+0c0). Todél f(z) =2 C >0, kai = =2 2. I§ b) gauname
f(1)=f(2)f(3) 2 Cf(3),kai 2 >2. Taigi 0< f(z) < Cy,kai 0< 2 < 3,

t. y. misy adityvioji funkecija aprézta vienpuseje nulio aplinkoje. Tada j1 yra
tiesiné, f(a ) = Az. [state i b) f(z) = Az, gauname A = A%, ty. f(z) ==z
arba f(z)=

Injekciskumas

Funkcija vadinama injekeine, jei i3 salygos f(x) = f(y) isplaukia x =y,
t.y. funkecija kiekviena reiksme jgyja ne daugiau kaip viena karta. Sprendziant
funkeine lygti, naudinga istirti, ar funkeija injekcine.

5 uZdavinys. Raskite visas funkcijas f : N — N, tenkinancias
F(f(m) + f(n)) =m-+n.

Sprendimas. Nustatyti injekciskuma — tiesiausias kelias sprendimo link. Is
tiesy, jei f(m) = f(m'), tai bet kokiam n 21 f(f(m)+ f(n)) = f(f(m") +
f(n)). Tada i§ uzdavinio lygties m' +n =m +n irm'’ = m. Taigi funkcija
injekciné. Toliau f(f(m + 1)+ f(D) = f(f(m) + f(2)) = m + 2. Kadangi
funkcija injekciné, tai f(m+1)+f(1) = f(m)+f(2), t.y. f(m+1)—f(m)=
Vadinasi, f reik$més sudaro aritmeting progresija: f(n) = An 4 B . Istate }
funkcine lygti, nesunkiai gauname, kad f(n) =n yra vienintelis sprendinys.

6 uzdavinys. Raskite visas funkcijas f : IRy — IRy (¢ia Ry = [0,00) ),
tenkinancias salygas:

a) fzf(y)fly) = flx+y), kai 2,y 20,
b) f(2)=0, f(z)£0,kai 0<z<2.

Sprendimas. Nors injekciskumu nesinaudosime, bet samprotausime analo-
giskai. Jei z > 2, taiis a) salygos f(z) = f(2)f((x—2)f(2)), todél f(z)=0,
kai > 2. Taigi f(’b) =0 ekvivalentu z > 2. Jel 0 <y < 2, tail pakartotinai
na,udodaml funkeine lygt] gauname tokiag ekvivalenéiy teiginiy grandine:

z2f(y) 22 <= f(af(y)) =0 fz +y) =0z +y >2

Vadinasi, intervalai = > 2/f(y) ir @ > 2 —y sutampa, tai yra f(y) =
2 0<y<?2, fly) =0, y = 2. Siuo atveju reikia patikrinti, ar

2—y ! = t
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Funkcines lygtys moksleiviy matematikos olimpiadose 33

funkcija tenkina funkcine lygtj. Miisy samprotavimai biity puikiaisiai tike, jei,
pavyzdziui, vietoje f(v) funkcinés lygties kairiosios pusés antrasis dauginama-

sis biity f(y%/2).

Funkcijy grupes

Dviejy funkeijy f,¢ : A =& A kompozicija vadinama funkeija h: 4 — A,
apibréziama $itaip: h(z) = f(g(z)). Kompozicija paprastai Zymima h = fog.
Pavyzdziui, jei f(z) = 22, g(z) =sinz, tai (fog)=sin®z. Pastebékime, kad
fo(goh)=(fog)oh, tadiau dazniausiai f o g # go f. Vieneto vaidmen;j
kompozicijos operacijoje atlieka funkcija e(z) = z. I8 tikryjuy bet kokiai kitai
funkeijai f teisingos lygybes foe=eo f = f.

Sakysime, kad funkeijy sistema

G:{gﬂagl?"'vg-‘!}7 gi:A_:'A-: Jo = €,

sudaro baigtine grupe, jei bet kokioms funkecijoms g¢;,¢9; € G ju kompozicija
taip pat yra tos pacios sistemos funkcija, t.y. g;o0g; € G, ir bet kokiai ¢; € G
yra kita funkcija g; € G, kad g; o g; = e. Tokiu atveju funkcija g; vadinama
funkcijos g¢; atvirkstine. Pavyzdziui, funkcijy grupe sudaro tokia sistema

o= fe o1}

— X T

Koks funkeiniy lygéiy ir funkeijy grupiy rysys? Tarkime, funkcijai f
uzradyta kokia nors funkciné lygtis, kuri sieja reiskinius f(gi(z)), f(g2(z)),
¢la g1,g2 priklauso tai padiai baigtinei funkecijy grupei G. Istate | §ia lygti
z = g(z), éa g € G, gausime kitus sarysius (baigting jy aibe), 1§ kuriy galima
tiketis rasti f(z).

Stai keli pavyzdziai, kai tokia strategija sékminga.

7 uzdavinys. Raskite visas funkcijas f: IR\{0} — IR, tenkinancias lygt]
2 1
flz)(z —l—l)—i—f(;) = 1.

Sprendimas. Kadangi funkecijos z ir % sudaro grupe, jstatykime vietoj

x funkeijg % . Tada f(%)(zl—2 4+ 1) + f(z) = 1. Padauginkime pirmg lygtj is

;—2 + 1 ir atimkime panariui i§ jos antraja. Gausime f('L)(l +z% + 21;) = Jl—z -

ey fHao)= J:*-|-IT+1 . Tiesiogiai patikriname, kad rastoji funkecija tenkina lygti.
8 uzdavinys. Raskite funkcija f: IR\{0,1} — IR, tenkinanéia salyga:

F#£0, 551 (3)

fla)+ F() = 2((11_-%))
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34 (. Alkauskas

Sprendimas. Jau minéjome, kad funkcijos =, ——, 1 — % sudaro grupe.

) 1—z
Vietoje « jstatome ﬁ :
1 1 2z + 1)(1 — z)
Rg—l+ == = : (4)
Dar karta atlike analogiska keitinj, gauname
i) 2(z - 2)z
1—-— z) = ————.
1= 2) + f@) = 21— (5)

Sudeéje (3) ir (5), atéme i ju (4) ir padalije i$ 2, randame f(z) = £ .
Jei bandytume panasiu biidu nagrinéti lygtj I'(z + 1) = I'(z) - =, mums
nepavykty. Funkeija z + 1 nepriklauso jokiai baigtinei grupei — ji generuoja

begaline grupe {¢ +n:n € Z}.

Periodineés funkcijos

Periodinés funkcijos nagrinéjamos jau mokykloje. Tai trupmeniné dalis,
sinusas ir kt. Uzdaviniuose daZnai pasitaiko funkeijy, tenkinanciy sarysi, i8
kurio i§plaukia periodidkumas.

9 uidavinys. Tegu f: IR — IR yra funkcija, tenkinanti salyga |f(z)| <1
ir lygt]

fle 4+ a+B)+ f(z) = f(z + a) + f(z + B),

¢ia «, 8 yra tokios teigiamos konstantos, kad % — racionalusis skaiéius. Jrody-
kite, kad f yra periodiné funkcija.

Sprendimas. Tegu natiiralieji skai¢iai m,n yra tokie, kad ma =nf. I3
salygos isplaukia, kad funkcija g(2) = f(z+a)— f(z) yra periodiné su periodu
B . Tuomet funkeija h(z) = g(z)+g(z+a)+...+g(z+(m—1)a) = f(z+ma)—
f(z) irgi yra periodiné su periodu f3, taigi, ir periodu nf = ma. Vadinasi,
flz+ (K + Lyma) — f(z + Kma) = h(z + Kma) = h(z). Sudéje paskutines
lygybes, kai K = 0,1,...,N — 1, gauname f(z + Nma) — f(z) = Nh(z).
Kadangi |f| < 1, tai h(z) = 0. Priefingu atveju f(z + Nma) igytu kiek
norima didele reik§me. Taigi f(z +ma) = f(z).

10 uzdavinys. Raskite visas funkcijas f : Z — IR, tenkinancias salygas

£(0) # 0, f(1) = /3 ir tapatybe

f(r)fim) = f(n+m)+ f(n —m), n,m € L.

Sprendimas. Kai m = 0, i§ funkeinés lygties randame f(n)f(0) = 2f(n).
Kadangi f(1) # 0, tai jras¢ n =1, gauname f(0) = 2. rase i funkcijos lygti
m = 1, randame f(n)f(1) = f(n +1) + f(n — 1), n € Z. Kadangi Zino-
me reiksmes f(0) ir f(1), i§ §io rekurenciojo sarysio randame F(23, FL3Y0me
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Funkcines lygtys moksleiviy matematikos olimpiadose 35

Be to, taip pat randame f(—1),f(—2),.... Taigi funkcijos reikémeés viena-
reiksmiskai nusakomos $iuo rekurenéiuoju sarysiu. Pastebékime, kad funkcija
f(n) = 2cos(mn/6) tenkina pradines salygas. I$ kur toks genialus spéjimas?
Suskai¢iavome desimt f reikimiy ir iskart pastebéjome periodidkuma. Belieka
isitikinti, kad f tenkina funkeine lygti. I$ tiesy

f(n)f(m) = 4cos(nn/6) cos(wm/6)
= 2cos(m(n —m)/6) + 2cos(w(n + m)/6) = f(n —m) + f(n +m).

Tokiu blidu gavome, kad vienintelis sprendinys — periodiné funkcija f(n) =
2cos(mn/6). Idomu, kad pareikalave f(1) = 2, gautume funkcija f(n) =
2" + 27", kuri, nors i§ pirmo pirmo Zvilgsnio ir skiriasi nuo 2cos(wn/6), vis
delto yra jai labal gimininga.

Galima i5 karto peradyti atsakyma bet kokiam realiajam f(1): jei |f(1)| <
2, tai f(n) =2cosCnjjei |f(1)]| > 2, tai f(n)=C"+C";jei f(1) =2,
tai f(n) =2;jel f(1) =-2, tai f(n) =(-1)"2, kur C - tinkamai parinkta
konstanta.

11 uzdavinys. Raskite visas funkcijas, f: IR — IR, tenkinandéias funkcine
lygti flo+1) = 2f(z).

Sprendimas. Uzdavinys labai paprastas, ta¢iau daznai daroma tokia klaida.
Tvirtinama, kad lygtj tenkina tik funkcijos f(z) = C - 2%. Taéiau teisingas
atsakymas yra toks: f(z) = h(z)- 2%, éa h(zr) - bet kokia periodiné su
periodu 1 funkcija.

Aritmetines funkcijos

Paprastai aritmetinémis funkecijomis vadinamos natiiralaus argumento
funkcijos, igyjanéios kompleksines reik§mes. DaZniausiai jos vienaip ar ki-
taip susijusios su pirminiais skaiciais bei natiiraliyjy skai¢iy aibés aritmetika.
Yra graZi teorija, nagrinéjanti daZniausiai skaiéiy teorijoje pasitaikanc¢ias — adi-
tyvigsias ar multiplikatyviasias — funkcijas. Pamatysime, kad su kai kuriomis
Ju savybémis susiduriame spresdami uzdavinius. DaZnai funkcinégje lygtyje jau
slypi funkcijos ,aritmetiné prigimtis“, taéiau reikia isradingumo ja nustatyti.

12 uidavinys. Tegu Q. - teigiamy racionaliyjy skai¢iy aibé. Sukon-
struokite funkcija f, apibrézta Sioje aibéje ir visiems x,y € Q, tenkinancia
salyga

Sprendimas. Kaip ir anksé¢iau pastebékime, kad 8 funkcija yra injekciné
(zr. skyrelj ,Injekciskumas®). Istate = = y = 1, gauname FUFLY) = flL).
Kadangi funkeija injekcing, tai f(1) =1. Kai = =1, tai

F(F@) = 5 (6)
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36 G. Alkauskas

Istate i (6) f(y) vietoje y ir panaudoje (6) lygybe pakartotinai, gauname,
1 1
FF(F)) = f(;) =) (7)

Pagaliau jstadius j prading lygt] vietoje y reiksme f(1/ y) , ir pasirémus (6) ir

(M),

F(=FFGD) = o) = 35 = £ )

Taigi nustatéme, kad su visais racionaliaisiais z,y teisinga lygybé

flzy) = f(x)f(y), (8)

t.y. f yra multiplikatyvioji funkcija. Taip pat nesunku jsitikinti, kad i3
(6) ir (8) isplaukia pradiné funkciné lygtis. Taigi pastarosios salygos ekvi-
valené&ios uzdavinio funkcinei lygéiai. Funkcijos, tenkinanéios (8) salyga, vadi-
namos visiskai multiplikatyviosiomis. Akivaizdu, kad uztenka apibreézti jy reiks-
mes tik pirminiams skai¢iams, nes uzrasius racionalyjj skai¢iy = skirtingy pir-
miniy skai¢iy laipsniy (tiek neigiamy, tiek teigiamy) sandauga ir pasinaudojus
(8) salyga, galima rasti ir funkecijos reiksme f(z) :

z=pft -8, f@) = [fe)]™ - [Flea)] ™

Kai z = 1, i8 (8) gauname f(z) = f(z)f(1); tad jei f(z) # 0, tai
f(1) = 1. Trivialus atvejis f(z) = 0 netinka, nes néra patenkintos uzdavinio
salygos.

Tegu dabar p; < ps < ... yra visi pirminiai skai¢iai, i3destyti didéjimo
tvarka. Apibrézkime f(p) taip:

pit1, jei i — nelyginis,

Fpi) = { S, jei i lyginis.
Naudodamiesi (8) salyga, prateskime f apibrézimg visiems racionaliesiems z .

Nesunku jsitikinti, kad (6) savybé teisinga pirminiams, taigi ir visiems
racionaliesiems. Vadinasi, reikiamg funkcijg sukonstravome.

13 u¥davinys. Nagrinékime funkcijas f : N = N, visiems s,t € N
tenkinanéias salyga f(t*f(s)) = s f*(t). Raskite minimalia galima f(1998)
reikSme.

Sprendimas. Sis uzdavinys buvo pasitilytas 1998 metais tarptautinéje olim-
piadoje Taipéjuje ir buvo bene sunkiausias. Taciau susipaZinus su pagrindinémis
tokiy uzdaviniy sprendimo idéjomis, belieka jas pritaikyti. Kaip ir ankséiau,
galima nustatyti, kad f injekciné funkeija, t.y. i8 f(s1) = f(s2) idplaukia
81 = 82.

Panagrinékime atskiraji atvejj f(1) = 1. Tuomet, kai s =1,

%) = £, (9)
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Funkcinés lygtys moksleiviy matematikos olimpiadose 37

kai t=1,
f(f(s)) = s. (10)

Vietoje s jstate j funkcine lygti f(s) ir pasinaudoje (10) dar karta, gauname

F(RF(£$))) = FE5) = F() F(0) (1)
Taigi pasinaudoje (11) ir (9), randame
F(a®®®) = f(a®)f2(b) = F*(a)F* (D).

Kita vertus, 1§ (9) 18plaukia f(a?b?) = f2(ab). Sulyginame paskutines lygybes
(f(n)>0):
f(a)f(b) = f(ab).

Taigi funkecija multiplikatyvi. Tegu p yra bet koks pirminis ir f(p) = 7.
Tada 7 - irgi pirminis skaidius. I§ tiesy, jei biity 7 = ed, c¢,d > 1, tai
p= f(f(p)) = f(r) = f(c) - f(d). Dél injekciskumo f(c) > 1, f(d) > 1, ir
gautume priestarg.

Taigi f(p) yra pirminis skaidius. Tegu p; < pp < ... yra visi pirminiai
skaiciai, idéstyti didéjimo tvarka, ir f(p;) = Po(i)s ¢a o : N —= N yra injekcine
funkeija. Tuomet i5 (10) isplaukia p; = f(f(pi)) = Po(o(i)) » t-y. o(a(i)) =¢.
Vadinasi, f sukeiia kas du pirminius skai¢ius vietomis, t.y. jei f(p) = ¢, tai
f(q) = p (tadiau gali biiti ir f(p) = p). Nesunku patikrinti, kad visos tokios
funkcijos tenkina pradine salyga. Kadangi 1998 = 2-3% .37, tai f(1998) =
p,(l)pg(z)pg(m) (37 = 12-as pirminis skai¢ius). Akivaizdu, maziausia reiksme
gauname, kai f(3) =2, f(37) =5. T.y. f(1998) =3-2%.5=120.

O dabar tirkime bendrajj atveji f(1) =«. Kai s =1, tai

f(#)ar = F2(2); (12)
jei t =1, tai
F(f(s)) = sa’. (13)
Vieto] s jstate f(s), gauname
F(#sa?) = £(s)£2(2). (14)

Taigi pasinaudoje (12) ir (14) lygybémis, randame

FAa)f (D) = flad®)f2 (D) = fF(B - d’a- ) = fle - (eab)?) = f*(aab),
1§ Cia
f(a)f(b) = f(aad).
I 8ig lygybe istate b =1, gauname

f(a) - @ = f(aa), (15)
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t.y.
f(a) f(D) = af(ab). (16)
Taigi
flaras . ..an) :f(a1 . 'a;—l)f(an) _ flay ... an—zc)g(ﬂn—l)f(an)
- f(a.])f((lg)...f((ln).

Atskiru atveju f(a™) = f*(a)/a™!. Pagal salyga kairiojoje puséje esantis
skaicius — sveikasis. Isreikskime f(a)/a nesuprastinama trupmena. Jei jos
vardiklis didesnis uz 1, tai pakankamai dideliam n trupmenos f™~!(a)/a™™!
vardiklis didesnis uz f(a), t.y. f*(a)/a™! neéra sveikasis. Taigi f(a)/a yra
sveikasis skai¢ius. Kadangi a — bet koks natiiralusis, tai f(a) = af(a), &a
f: N = N. Tuomet (16) salyga tampa f(ab) = f(a)f(b), o i8 (13) ir (15)

gauname
F(F(5)) = F(aF(s)) = af(F(s)) = a?F(F(s)) = os,

t.y. f(f(s)) = s. Tai jau isnagrinétas atvejis. Taigi f(1998) = af(1998) =
120 = 120.

Rekurentieji sarysiai

Neretai funkeiné lygtis sieja funkcijos reikimes dviejuose gretimuose tagkuo-
se (jei kalbama apie natiiralaus argumento funkcijas), arba funkcijos reikémes
tagke n isreiskia jos reikémemis tagkuose m < n. Tokie sgrysiai vadinami
rekurenéiaisiais (griztamaisiais). Atrodyty, Zinant pradines salygas, uzdavinio
spresti nebereikia — visos reikimeés vienareiksmiskai nustatomos pradiniu sary-
giu. Kita vertus, kai norima gauti informacijos apie funkcijos elgesj arba jos
isreikstinj pavidala, reikia giliau i3nagrineti rekurentyjj sarysi.

14 uzdavinys. Funkcija f apibréita aibéje N taip: f(1) =1, f(3) =3,

F(2n) = f(n), f(dn+1) = 2f@n+1)=f(n), Ff(4n+3)=3f(2n+1)—2f(n).

Reikia rasti, kick yra sveikyjy skaiciy, ne didesniy nei 1999 ir tokiy, kad
flr) = n.

Sprendimas. Visiskai akivaizdu, kad rekurenciaisiais sarysiais apibrézta
funkcija f yra vienareiksmiskai nusakyta. Paskaiciave keletg pirmuyjy f reiks-
miy, pastebésime jdomy fakta: f(n) — tai dvejetaine ifraiska atvirksiai pa-
radytas skaiéius n, t.y., jel n = Eé€r—1..- €0, Cla € = 0 arba ¢ = 1, yra
skaitiaus n dvejetainé idraiska, tai f(n) = €er...ex. Belieka naudojantis
indukecija tai jrodyti. Indukcijos bazes teiginys akivaizdus. Tegu teiginys apie
funkcija teisingas visiems natfiraliesiems m < n. [rodysime, kad jis teisingas
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ir skai¢iui n. Skai¢ius m yra vieno i§ pavidaly: 4n+1, 4n+ 3 arba 2n. Jei
N = Er€r—1...€p, tal 2n+1 =€rer_1...€01, 0 dn+1 =¢€rer_1...6 01. Tada

fldn+1)=2f2n+1)—f(n) =Te...ex+(leo...cx —E---€k) = 10¢€ ... €x.

Analogiskai 4n + 3 = erep—1...€0 11,

f(dn +3)=3f2n+1)—2f(n)=Teo...cx +2(Teo...ex — .- €r)
=1lep...ep = f(4n + 3).

Pagaliau 2n = €ref—1...€ 0 ir
f(2n)=f(n)=¢...ex =0¢g ... €k.

Taigil visais atvejais teiginys teisingas ir sitaip keistai apibrézta funkcija yra
ieskomoji. Jei f(n) =n, tal n dvejetainé israiska yra simetriska, tokie skaiéiai
vadinami polindrominiais. Suskai¢iave visus vienuolikazenklius simetrinius skai-
¢ius ir atmete du i3 jy (butent 11111011111 = 20157 > 1999 ir 11111111111 =
2047 > 1999 ), gauname 92 skaiéius.

Orbitos

Kartais daug 2ziniy apie funkecijg suteikia jos orbity struktira.
Tegu f: A — A yra kokia nors funkcija, o & — jos apibrézimo srities taskas.
Sio tasko orbita vadinsime sekg

z, f(z), f(f(=)), F(fF(F(2)))s- .-

Mus gali dominti, ar yra baigtiniy orbity, kokias savybes turi orbity taskai. Stai
uzdavinys, kurj pavyksta ispresti tik panagrinéjus orbitas.

15 uwzdavinys. Tegu ¢ yra fiksuotas teigiamas skaiéius, ¢ = 1. Ar
egzistuoja funkcija f: IR — IR, tenkinanti salyga f(f(z)) =a%—q ?

Sprendimas. Pazymékime g(z) = 2* —q. Tegu a ir b yralygties z?—¢q =
@ sprendiniai. Jie yra funkcijos ¢ nejudamieji tagkai, t.y. jie tenkina lygybe
9(z) = 2.

Rasime visas funkecijos g(2) dvieju elementy orbitas (arba ciklus), t.y.
tokius skaic¢ius u ir v, kad g(u) = v, g(v) = u. Jei w jeina i tokj cikla,
tai g(g(w)) = w, taigi yra nejudamasis ¢(g) taskas.

Pastebékime, kad visos lygties ¢g(z) — 2 = 0 Saknys tinka ir lygciai
g(9(z)) —z = 0. Vadinasi, daugianaris ¢(g(z)) —z dalijasiis g(z)—=z. Atlike
sig dalyba, gauname

g(g(z))—z = (mz—q)z—q—m =zt 22’ —a+¢®—q = (:vz—:v—q) (;t:2+:c—q+1).

Daugianario z? 4+ z — ¢ + 1 diskriminantas lygus 14 4(¢ — 1) > 0, todél
daugianaris turi dvi skirtingas $aknis u ir v, kurios nesutampa su g(z) — z
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Saknimis a ir b (patikrinkite!). Daugianaris g¢(g) turi jau keturis skirtingus
nejudamuosius taskus:

9(9(a)) = a, g(g(d)) = b, g(g(u)) =u, g(g(v)) = v.

u. Jei g(u) = 7, tai g(g(g(u))) = g(g(r)) = g(u) = 7, taigi 7 yra vienas
18 nejudamyju g¢(g) tasky, todeél turi biiti lygus vienam i skaidiy a,b,u,v.
Jei g(u) = a, tai u = g(g(u)) = g(a) ir gautume priestarg. Taip pat gali-
me jsitikinti, kad ¢(u) # b,u. Taigi g(u) = v ir g turi vienintele 2 nariy
orbitg (cikla) w +— v. Dabar tarkime, kad egzistuoja tokia funkcija f, kad
glz)=f ( . (1)) Kiekvienas f nejudamasis taskas arba dviejy elementy orbita
duoda nejudama g(z) tasks. Ir atvirkséiai — kiekvienas nejudamasis ¢ taskas
generuoja 1 ar 2 nariy f orbitg. Kiekviena dviejy nariy ¢ orbita generuoja
keturiy nariy f orbita: jei g(u) =v, g(v) =u,tai f(f(u)) =v, f(f(v)) =u
ir gauname 4 nariy cikla:

u—=z—=v—=w, z=f(u), w=7Ff(v).

Visi $io ciklo nariai turi biiti skirtingi. Kadangi g(z) = f(f(z)) = w, g(w) =z,
tal g turety turéti dar vienag 2 nariy orbita z «— w, skirtinga nuo u +— v.
Taigi jei funkecija f egzistuoty, tai ¢ turéty dvi i dviejy elementy sudary-
tas orbitas, bet turi tik viena. Todel funkcija f, tenkinanti uzdavinio salyga,
neegzistuoja.

Stai dar vienas uzdavinys, kuriame nors ir nenaudojama orbita ankséiau
apibrezta prasme, bet nagrinejamas jos analogas, taip pat vienas ypac svar-
bus matematikoje objektas — invariantas (olimpiadiniy uzdaviniy literatiiroje
vadinamas pusiauinvariantu). Siuokart susiduriame su funkcine nelygybe.

16 uzdavinys. Raskite visas funkcijas f : N =+ N visiems n > 1 tenki-
nandias nelygybe

F(n) > F(f(n - 1).

Sprendimas. Matome, kad kol kas jokios konkreios funkcijos reiksmes
apskai¢iuoti negalime. Turime tik informacijg apie funkeijos reikémes tam tik-
ruose taskuose.

Apibrézkime kiekvienam a € N seka {a,} Sitaip: ap = a; jel ay > 1,
s 20, tai as41 = flas —1). Jei skai¢iui a apibréztas tiek a,, tiek as41,
tai tuomet f(as) > f(f(as —1)) = fass1), taigi f(ao), f(@1),... yra grieztai
mazéjanti seka. Todél kiekvienam a jo seka ag,aq,... uzsibaigia tam tikru ay .
Seka pagal apibrézima gali uzsibaigti tik tuomet, kai ar = 1. Taigi gavome, kad
egzistuoja a € N : f(a) = 1. Pavyzdziui, jel skai¢iaus a > 1 sekos paskutinis
narys yra ar = 1, k > 1, tai flax—1 —1) = ax = 1. Tegu a yra bet koks
natdiralusis, kuriam f(a) = 1. Jei a > 1, tai f(a1) < f(a) = 1. Gavome
priestarg. Taigi f(a)==1 tada ir tik tada, kai a =1.
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Dabar pasinaudosime matematine indukcija. Indukcijos teiginys toks:
f(1) =1,f2) =2,...,f(k) =k it f(m) >k, kai m > k. Atveji n = 1
jau jrodéme. Tarkime, kad teiginys teisingas, kai k& = n. Jrodysime ji, kai
k=n+1. Tegu o maziausia reik§mé, kurig f jgyja aibéje {n+1,n+2,...},
o f - kuris nors §ios aibés elementas ir f(f) = a. Zymésime fo,f1,... seka,
sudaryta pagal nusakyts taisykle su a = f. Kadangi f(81) < f(B) = «, tai
butinai turi biti 1 < 1 < n. Kadangi f = f(f—1), tai 1< f(f-1)<n
ir pagal prielaidg 1 < f—1 < n, t.y. A < n+1. Kadangi f > n, tai
f =mn+ 1. Taigi reikdmé a jgyjama vieninteliame taske § =n + 1. Jrodéme,
kad f(n+1)=a ir f(m) > a, kai m > n+1. Belicka jrodyti, kad o = n+1.

Tegu v yra maziausioji reikime, kurig funkcija f jgyja aibéje {n+2,n+
3,...} ir f(6) =~. Vél zymesime &, 61, ... seka, sudaryta su a = 6. Kadangi
flor1) <7, tai 1< 6 <n+l, t.y 1< f(6—1) <n+1l. Tadian flée—=1)<n
negali galioti, nes tada biity § < n-+1. Taigi f(§—1)=n+1, §—1=n+1
ir f(n+1)=n+ 1. Irodéme indukcijos teiginj su k = n + 1.

Dar trys funkcineés lygtys

17 uidavinys. [rodykite, kad neegzistuoja funkcija f : Ng — Ny (éia
No = NU {0} ), visiems n tenkinanti lygybe

F(f(n) =n+g;

q yra teigiamas nelyginis skaiéius.

Sprendimas. Veél nesunkiai galime nustatyti, kad f yra injekciné funkcija.
Jei n = f(a), tai

fla+q) = f(a) + q. (17)

Taigi uztenka apibrézti funkeija f(z), kai argumentas z jgyja reikimes
0<z<qg-1. Tegu f(2) =a;, 1 =0,1,...,¢—1. Pastebékime, kad visiems a;
dalybos i§ ¢ liekanos yra skirtingos. I tiesy, jei a; = aj+sq, &a s 20, i #j,
tai f(¢) = a; = a; + sq. I8 (17) gauname f(i) = f(j + sq). Dél injekciskumo
1 = j+sq, o tai priestarauja sglygai 0 <7, j < ¢—1, i # j . Toliau i5 funkcinés
lygties gauname f(a;) = f(f(:)) =i+ ¢ = i(modgq). I5 (17) isplaukia, kad
funkcija f skai¢ius, priklausanéius vienai lieckany klasei moduliu ¢ , atvaizduoja
1 ta pacia klasg. Be to, klasés suskirstytos poromis: jei funkcija atvaizduoja
klases Ky = {n : n = ¢t modq)} skaiéius j klase K, = {n : n = u modq)},
tai klases I, skaicius -] K,. Parodysime, kad $ios klasés negali sutapti, t.y.
visada u # ¢, arba visiems ¢ f(i) # i(modq).

I tiesy, jei f(i) = 7 + sq (aigku, biitinai s > 0), tuomet f(f() =
f(i+sq) = f(i) + s¢ = i +2s¢ = i + ¢, ir gauname priestara. Taigi visa
¢ klasiy aibé suskirstyta poromis, bet tai yra nejmanoma, nes ¢ — nelyginis
skaiéius.

Kitas uzdavinys nera sunkus, bet nustebina atsakymu.
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18 uzdavinys. Raskite visas tokias funkcijas f : [0,1] x [0,1] — [0,1],
kad visiems z,y,z € [0,1] :

a) flz, )= Higl=n
b) Flflzawd ) = flasflys2)),
¢} f(zz,zy) = 2" f(z,y);

¢la k - teigiama konstanta.

Sprendimas. 1§ pradziy galima suglumti susidirus su dvieju kintamuyjy
funkcija. Vis délto, gerai jsizitrekime } trecigja lygti. Misy funkeija yra
k -osios eiles homogenine. Ant dviejy kvadrato krastiniy funkcijos reiksmes jau
apibréztos. Suprate, kad kiekvieng pory (z,y) galima uzradyti kaip (z-1,2- %)
arba (y . %, y - 1) priklausomai nuo to, ar = >y, ar y > x, atsakyma galime
parasyti 1§ karto.

Jei 2 >y, tai f(z,y) = f(a-1,2-2L) =% f(1,2) =2F1y. Analogiskai,
jei y =, tai f(z,y) = 2y*!. Kita vertus, b) salyga riboja & reikimes. I§
tiesu, f(f(z,z),zk) = f(z*,2F) = K (naudojome tik c¢) savybe). Bet dél b)
savybés &is reiskinys lygus _f(z,f(z,zk)) = _f(z,zk_f(l,zk_l )) = f(2,8%) =
(1,22 = 2 by B = 32 = b= 1| wba bk = 2. Taig
f(z,y) = min(z,y) (kai k =1)ir f(z,y) = zy (kai & = 2). Abi funkcijos
tinka.

19 uzdavinys. Tegu S = (—1,+0c0). Raskite visas funkcijas f:S5 —+ 5,
tenkinancias Sias dvi salygas:

a) f(z+ fly) +of(y)) =y + f(&) + yf(a) visiems @,y € 5;
b) f(z)/z grieztai dideja intervaluose —1 <z <0ir 0 < z.

Sprendimas. Remdamiesi b) salyga, nustatome, kad lygtis f(z) = « turi
ne daugiau kaip tris sprendimus: viena intervale (—1;0), vieng intervale (0;o0)
ir galbtit « =0. Jei f(u) = u, tal jstate j funkcing lygt] = =y = u, gauname
Fou +u?) =2u+u?. Jei u >0, tai 2u+u? >u>0, taigi @ = 2u + u?
yra kitas lygties f(z) = z sprendinys intervale > 0 . Tatiau to negali buti.
Analogiskai, jei =1 <u < 0,tal —1<u’+2u<u<0ir z= u? 4 2u yra
kitas sprendinys intervale (—1,0). To taip pat negali biiti, todel f(u) =u gali
biiti patenkinta nebent su w = 0. Kita vertus, i§ funkcinés lygties, kai x =y,
gauname f(z + f(z)+af(2)) =+ f(z) +zf(x). Jei f(u)=w turi sakn; 0,
tai tada turi biiti z + f(z) + zf(x) = 0. Tadiaun i$ sios lygybés randame

T
z+1

fz) =

Belieka jsitikinti, kad & funkcija ieskomoji, Siuo atveju tai biitinal
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