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Metaly lydiniai, skys&iy misiniai — populiari procenty uzdaviniy tema. DaZnai
Ju sluzetas biina toks: ,i% vieno indo vienes, o i§ kito — kitos koncentracijos
skys¢iy misinius supilkime j i'.reéi;‘hij inda...“ Mums atrodo, kad galima atideti
vieny inda | 3alj ir suformuluoti jdomiy u#daviniy apie skyséius naudojant tik
du. Kai kuriuos i5 jy galima i3spresti beveik be skaidiavimy. Kity atsalky-
mus nesunku jspéti, bet ne taip jau paprasta matematigkai pagristi. Visuose
uZdaviniuose daroma prielaida, kad sumaigius du skyséius, gautojo misinio

taris lygus skyséiy tiiriy sumai.

oo o0 ()oeoe
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000

Viename 1,5 litro talpos inde yra 1 litras grynojo spirito, kitame tokios
pat talpos inde — 1 litras vandens. I$ vieno indo j kita galima perpilti bet
kolkj skysc¢io kiekj (neislaistant, zinoma, ant Zemeés). Po keleto tokiy perpylimy
viename i indy atsirado 1 litras p% koncentracijos spirito ir vandens misinys.
Kokia misinio koncentracija kitame inde?

e. 17

000
Ankstesniojo uzdavinio apibendrinimas. Kokia midinio koncentracija ki-
tame inde, jei viename po keleto perpylimy gauta m litry (0,5 <m < 1,5
) J perj 9 = >4
p% koncentracijos spirito ir vandens misinys.

£.18

000

Indai ir jy turinys tokie patys kaip ankséiau. Perpylimy metodu norétume
gauti viename i§ indy 70% koncentracijos spirito ir vandens misinj (nesvarbu,
kokj kiekj). Po keleto perpylimy pasirodé, kad viename inde yra 60% koncen-
tracijos misinys. Ar misy tikslg dar galima perpylimais pasiekti?
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94 Uzdaviniai
.19

OO

Indg su spiritu pazymeékime raide S, su vandeniu — V. Ar jmanoma perpy-
limy metodu inde S gauti 45% koncentracijos spirito ir vandens miginj?

.20

000

Vél naudokime tuos padius indus. Pradinéje padétyje S inde yra 100%
koncentracijos spirito ir vandens misinys, inde V — 0%. Pavadinkime dvigubu
perpylimu tokius veiksmus: i§ S indo perpilame 0,5 litro i inda V, skys¢ius gerai
i8maiSome ir 1§ V perpilame 0,5 litro | indg S. Tegu p, - spirito ir vandens
misinio koncentracija inde S po n dviguby perpylimy. Tikriausial numanote,
kaip elgiasi seka p,, kai n didéja. Pabandykite jrodyti matematiskai, kad p,
monotonikai maZéja, artédama prie 50%, kai n didéja. Galbaut jdomu suzinoti,

kad seka b, = (ppn—1 — Pn)/100 sudaro geometring progresija su vardikliu
g=1]3 ‘

£.21

o000

Istirkite, kaip elgiasi ankstesnio uzdavinio seka p,, jeigu atliekant dvigubg
perpylima i§ indo S Vir i V i S perpilama e (0 < e <0,5) litry skyscio.

eoe()eoooe

Mokyti spresti uzdavinius reiskia ugdyti valia. Spresdamas uz-
davinius, kurie néra jam per lengvi, moksleivis mokosi atkakliai siekt
sékmes, vertinti nedidelius laiméjimus, laukti reiksmingos idéjos, sutelk-
ti visas savo jégas, kai ji atsiranda. Jeigu moksleiviui mokykloje spren-
dziant uzdavinius neteko patirti §ios emocijy jvairovés, jo matematiniam

igsilavinimui triiksta svarbiausios grandies.

George Pélya
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Skyrelj tvarko Giedrius Alkauskas

Sio skyrelio uZdaviniai — dviejy 1998 mety jaunyjy matematiky olimpiady.
UZdavinius 87 — .92 sprendé tarptautinés matematiky olimpiados Taipé-
juje dalyviai (dar vienas uZdavinys suformuluotas ir iZsprestas V. RadZenko
straipsnyje , Kombinatorikos sarysiy olimpiadiniuese uZdaviniuose jrodymo
metodai®, #r. %o Zurnalo p.85.), likusieji uZdaviniai — i5 ,Baltijos kelio®

Varsuvoje olimpiados.

ecee ()eoee
.88

000

Iskilojo keturkampio ABCD jstrizaines AC ir BD statmenos, o prie-
singos krastines AB ir DC nelygiagreéios. Krastiniy AB ir DC vidurio
statmenys kertasi taske P, kuris yra ABCD viduje. [rodykite, kad apie
keturkamp] ABCD galima apibrézti apskritima tada ir tik tada, kai trikampiy
ABP ir CDP plotai lygus.

.89

(oo died

Natiiraliojo skai¢iaus n dalikliy (jskaitant 1 ir n skaifiy) paZymékime
d(n). Raskite visus tokius naturalivosius skaic¢ius k, kad

d(n?)

d(n)

=k

kuriam nors n.

.90
000

Raskite visas tokias natfiraliyjy skai¢iy poras (a,b), kad a’b+a+b dalytysi
i§ ab? +b4T.

a.91

SO0

Trikampio ABC' jbréitinio apskritimo centras yra I, o krastines BC,CA
ir AB tas apskritimas lie¢ia atitinkamai taskuose K, L ir M. Tiese, einanti per

eee (v}w o000



96 Uzdaviniai

tasksg B ir lygiagreti su tiese MK, kertasi su tiesémis LM ir LK atitinkamai
taskuose R ir S. Jrodykite, kad kampas ZRIS yra smailus.

.92

000

Nagrinékime visas funkeijas f, apibréztas visy natfiraliyjy skaiéiy aibéje
ir jgyjanéias natiiraligsias reik$mes, be to, su visais natiiraliaisiais s,¢ tenki-
nancias salyga

F(E F(s)) = s(F)2.
Nustatykite maziausig galimg f(1998) reiksme.

.93

000

Raskite visas funkcijas f(z,y), apibréztas su visomis naturaliyjy skaiéiy
poromis x,Yy, lgyjanéias naturaligsias reikSmes ir su visais z,y tenkinandias
salygas

.94

000

Naturaliyjy skaiéiy trejetas (a,b,c) vadinamas beveik pitagorisku, jeigu
yra toks trikampis, kurio krastiniy ilgiai lygas a,b ir ¢, o prie§ krasting ¢
esantis kampas lygus 120°. Irodykite, kad kiekvieno beveik pitagorisko trejeto
(a,b,¢) treciasis skaicius ¢ turi didesnj uz 5 pirminj daliklj.

.95

000

Raskite visus natiiralivosius lygties 222 + 5y* = 11(zy — 11) sprendinius
(zy97)-

.96

000

Daugianario P koeficientai yra sveikieji skaiéiai, o skai¢ius P(n) su kiek-
vienu n = 1,2,3,...,1998 yra trizenklis teigiamas skaicius. Jrodykite, kad
daugianaris P neturi sveikyjy saknuy.

.97

000

Sakykime, kad @ yra nelyginis, o b — lyginis skaitmuo. [rodykite, kad
kickvienam natiraliajam skaic¢iui n egzistuoja toks nattralusis skaicius, kuris
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Uzdaviniai 97

daljasi 15 2" 1ir kurio de$imtainéje israiskoje néra kitokiy skaitmenuy kaip
a ir b.

«.98

000
Tegu P yra SeStojo laipsnio daugianaris, a ir b yra realieji skaiéiai,
0 <a<b. Tarkime, kad P(a) = P(—a), P(b) = P(=b), P'(0) =0. [rodykite,

kad P(z) = P(—z) su visais realiaisiais .

.99

000
Tegu IR yra visy reliyjy skaiéiy aibé. Raskite visas funkcijas f : R — IR,
su visais z,y € IR tenkinandias lygti f(z)+ f(y) = f(f(z)f(y)).

«.100

000
Tegu Pp(z) = 14+z+2%4+... +2% 1. Jrodykite, kad kickvienam realiajam
skai¢iui 2 ir kiekvienam natiraliajam n teisinga lygybé

1+

<

CrPi(z) + C2:Py(z) +...+ C"Py(z) = B (

b

a.101

000
Tegu 0 < a < f# < /2, o skaidlai v ir § tenkina salygas:
a) 0<+y<7/2 ir tgy yra skai¢iy tga,tgf aritmetinis vidurkis;
b) 0 < 6§ < 7/2 ir (cosé)™! yra skaiiy (cosa)™!,(cosB)™! aritmetinis
vidurkis. Irodykite, kad v < .

a.102

000

Tarkime, kad n > 4 yralyginis skaicius. Taisyklingasis n-kampis ir taisyk-
lingasis (n — 1)-kampis yra jbrézti i ta patj vienetinio spindulio apskritima.
Kiekvienai n-kampio virsiinei apibrézkime atstumg iki artimiausios (n — 1)-
kampio virstinés, matuodami § atstumg tuos taskus jungianéio apskritimo lanko
ilgiu. Pazymeékime S tu n atstumy sumag. Jrodykite, kad S priklauso tik
nuo n 1ir nepriklauso nuo ty dviejy taisyklingyjy daugiakampiy tarpusavio
padeéties.

o.103

000
Tegu a,b,c yra trikampio krastiniy ilgiai, R — apibrézto apskritimo spin-
dulys. Irodykite, kad
a® + b?
T 2v2a2 4202 — 2

eoe vt+w eeve



98 Uzdaviniai
Kada galioja lygybé?

a.104

000
Trikampio ABC kampas /ZBAC yra status. Taskas D yra krastinéje
BC' ir tenkina lygybe £BDA = 2/BAD. rodykite, kad

1

A%—g(g%%l—p)-

«.105

000

Iskilojo penkiakampio ABCDE krastines AE ir BC yra lygiagrecios,
o LADE = (BDC. [strizainés susikerta taske P. [rodykite, kad ZEAD =
(BDP ir LCBD=/.ADP.

«.106

000

Trikampio ABC krastiné AB < AC. Tiesé, einanti per taskg B ir lygia-
greti su kragtine AC, kerta kampo /BAC priekampio pusiaukamping taske D.
Tiesé, einanti per tagky C ir lygiagreti su krastine AB, kerta tg pusiaukamping
taske F. Taskas F' yrakrastinéje AC ir tenkina lygybe FC = AB. Irodykite,
kad DF = FE.

. 107

000
Duotas smailusis trikampis ABC. Tagkas D yra aukstinés, iSvestos i3

virsines A i krastine BC, pagrindas. Taskas E priklauso atkarpai AD ir
tenkina lygybe

AE CD

ED DB’
Statmuo, isvestas i§ tasko D |} atkarpa BE, kerta ja taske F. [rodykite, kad
LAFC = 90°.

«.108

000

Ar galima ant 13 x 13 Sachmaty lentos padeti keturiasdesimt du staéia-
kampius 4 x 1 taip, kad likty neuzdengtas tik centrinis langelis? (Sakome, kad
kiekvienas staciakampis uzdengia lygiai keturis lentos langelius).

.109

000
n ir k yranatiiralieji skai¢iai. Imame nk vienody daiktyir & deziy, kuriy
kickvienoje telpa n daikty. Kiekvienas daiktas nudazomas kuria nors viena 13
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Uzdaviniai 99

k skirtingy spalvy. Irodykite, kad daiktus galima sudélioti | déZes taip, kad
kiekvienoje dézeje buty daiktai, nudazyti daugiausia dviem spalvomis.

«.110

OO

Raskite visus nataralivosius n, kuriems egzistuoja aibé S, tenkinanti
salygas:
(1) S yra sudaryta i§ natiiraliyjy skai¢iy, maZesniy uz 2771,
(i) bet kuriems dviem skirtingiems S poaibiams A ir B poaibio A elementy
suma yra nelygi poaibio B elementy sumai.

a.111

000

Ivyko teniso varzybos tarp dviejy komandy. Kiekvienoje komandoje yra
po 1000 zaidejy. Kiekvienas Zaidéjas suzaidé su kiekvienu kitos komandos
zaidéju lygiai po vieng karta (tenise nebtna lygiyjy). Irodykite, kad egzistuoja
desimt tokiy vienos komandos Zaidéjy, 15 kuriy maziausiai vienam savo partija
pralaimejo kiekvienas kitos komandos narys.

«.112

000

Sakysime, kad natfiralusis skai¢ius m dengia skaiciy 1998, jeigu skait-
menys 1,9,9,8 nurodyta tvarka yra tarp skai¢iaus m skaitmeny. Pavyzdziui,
skaicius 215993698 dengia skaiiy 1998, o skaidius 213326798 - nedengia.
Kiekvienam nattiraliajam skaiciui n (n > 5) simboliu k(n) pazymeékime skaiciy
n-zenkliy skaiciy, dengianéiy skai¢iy 1998 ir neturinéiy skaitmens 0. Kokia
lickang gausime dalydami k(n) i§ 87

seeo fw eee
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Skyrelj tvarko Giedrius Alkauskas
Sio skyrelio uidaviniy salygos labai paprastos. Jeigu skaitytojui pavykty ispresti

bent viena i§ jy — tarptauting slove garantuojame.

eo e () eooe
w.30

Lediedie]

Naturaliesiems skai¢iams n apibrézkime

| 3n+1, jein - nelyginis,
1) = {11/2, jei n — lyginis.

Ar tiesa, kad kiekvienam nattraliajam ny sekoje

no, 1 = f(10)y e sm = f(Rm=1)...

pasitaikys vienetas? (Jeijgu n, = 1, tai po §o nario einantys skai¢iai yra
4,2,1,4,2,1,..., taigi sekos elgesys tampa nebejdomus. Skaiciavimais patik-
rinta, kad hipotezé teisinga su visais ng < 700000000. )

U#davinys atsirado apie 1930 metus. Jis vadinamas daugeliu vardy — priklausomai
nuo to, koks matematikas ir kur jj populiarino. Daugelis j} Zino kaip Kakutani
problema. S. Kakutani $iuc uZdaviniu kolegas amerikie¢iy matematikus sudomino
apie 1960 metus. Jis prisimena: ,,Visi Jeilio universitete uzsiiminejo siuo uzdaviniu
igtisa ménesj, bet be jokiy rezultaty. Kai suformulavau ji Cikagos universitete,
panasiis dalykai vyko ir ten. Buvo juokaujama, kad $is uzdavinys tai samokslo,

lurio tikslas — sulétinti matematinius tyrimus JAV, dalis.”

w.31

000

Tegu C' - mati plok&tumos sritis, turinti savybe: bet kokiai vienetinio ilgio
plokstumos kreivei v, atitinkamai pasukus ir pastimus C, 8i sritis uzdengs 7.
Kam lygus tokiu sri¢iy ploty minimumas? Akivaizdu, kad reikiama savybe turi
pusé vienetinio skritulio, taigi minimumas ne didesnis uz /2.

w.32

000

Kvadratine servetéle galima kaip norima lankstyti ir gauti jvairias ploksécias
figiras. Ar Sitaip gaunamy figiiry perimetras gali pasidaryti didesnis uz kvad-
ratinés servetélés perimetra?

eeo0 0w o00
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Sprendimai

Visus sprendimus pateikée Giedrius Alkauskas.
.75
[elelie)
Tegu X yra n clementy aibé. Irodykite, kad skaicius pory (A, B), kur
ACcBcCX, A#B, lygus 3" — 2",

Sprendimas. Jei B C X ir B sudarytas i§ k elementy, tai B turi lygiai
2% — 1 tikriniy elementy A. Tada pasinaudoje Niutono binomu gauname, kad
1eskomas skaicius lygus

> (Dt -n=3 ()23 (1) o

k=0 k=0 k=0
. 77
000
Tegu n yra natiralusis skai¢ius. Raskite didziausiajj naturalyjj skaiciy p,
turint] tokia savybe: jei X yra n, o C - p elementy turinti aibé, tai bet

kokiai funkeijai f : P(X) — C (¢a P(X) yra visy X poaibiy aibé) atsiras
du skirtingi poaibiai A, B € P(X), kad

f(A) = f(B) = f(AU B).

Sprendimas. Tegu X = {a;,az,...,a,}, ¢a a — visi skirtingi elemen-
tai. Tegu aibéje C' yra p skirtingy elementy, o f: P(X) = C. Kadang] &
funkeija aibéms

(B, '{L’I-}}, {(1,1,(12}, seie {al,ag,...,an}

negali priskirti daugiau kaip n skirtingy reiksmiy, tai atsiras bent dvi aibés i3 §io
saraso, tarkime, A C B, AUB = B, kad f(A) = f(B) = f(AUB). Parodysime,
kad su p > n uzdavinio salyga jau néra tenkinama. I§ tikryjy, tegu baigtine
aibe C' turi bent n+1 elementa; pakeiskime juos skirtingais i5 eilés einanéiais
natiraliaisiais skaiéiais. Tada {0,1,...,n} C C. Zymédami |D| baigtinés aibés
B elementy skaiéiy, nagrinékime funkeija f: P(X) — C, f(D) = |D|. Aisku,
kad &1 funkeija negali tenkinti uzdavinio salygos, nesis f(4) = f(B) = f(AUB)
15plaukia 4 = B. Todel atsakymas } uzdavinio klausimg yra p=n.
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102 Sprendimai

.78

000

Naturalieji skai¢ial zy,23,...,2,,n > 4, tenkina salyga 2 < 29 < ... <
Tp < 2z7. Tegu R =21 -2 -...  &,. Tegu pirminio skaifiaus p natiiralusis

laipsnis p* dalija R. Irodykite, kad

— >nl
pk

Sprendimas. Tegu @; = p®r;, kur skai¢iai r; nesidalija i§ p, «; > 0.
Tada visi skai€iai r; yra skirtingl. I8 tikruyjy, jel bty r; = r;, tai i8 nelygybiy
i < x; < 2z; < 2%; gaubume priestara: p%ir; < p%ir; < 2p%ir; arba
1 < p®i~® < 2. Kadangi visi natiiralieji skaic¢ial r; skirtingi, tai

—k: > Pyre v as o Ty 2> Tl
P

Palickame skaitytojui pa¢iam jsitikinti, kad lygybé negalima (pasinaudokite
salyga n > 4).
.79

(e e e]
Tegu a,b,c yra sveikieji skaiciai, ne visi lygts nuliui. Tarkime, lygtis

az® + by2 +ecz2 =0

turi nenulinj sprendinj z,y,z sveikaisiais skaidiais. [rodykite, kad tada lygtis
az? + byt +e2t =1

turi sprendinj racionaliaisiais skaiciais.

Sprendimas. Imkime sveikajj lygties sprendinj @,y,z ir pasirinkime
racionaliuosius skaidius 71, yz2,7ys, kad

azy +byys +ezys #0, 1—ayi —by3 —ey3 #0.
Toks pasirinkimas galimas, nes ne visi skaiciai z,y,2 lygls nuliul. Jeigu

2azxy; + 2byys + 2czy3
1—ay} —by3 — 7}

tai t # 0, ir galima tiesiogial jsitikinti, kad
HH 2 1 2 2z 2
a(F+m)" +0( 1) +e(f+m) =1

eeofw oo
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.81

000
Raskite visus trejetus z,y,p (z,y yra natiiralieji skaiiai, p — pirminis
skai¢ius), tenkinancius lygybe p* — y* = 1.

Sprendimas. Pertvarke lygybe p* = 1+y* = (y +1)(y* —y + 1) ir
atsizvelge 1 tai, kad p yra pirminis, gauname, kad su natiiraliaisiais skaiciais
s,t,s +1 =, turi buti teisingos lygybés y +1 =p* ir y? —y +1 = p’. Istate
y = p°—1 jantraja iSraiska, gausime p' = p?*—3p*43. Matome, kad vienintelé
galima p reik$me yra 3, taigi p = 3. Nesunkiai jsitikiname, kad ¢t = 1. Dabar
y* —y+1=3ir y =25 =1. Todél vienintelis sprendinys sveikais skaiciais
yra toks: =2, y=2, p=3.

«.82

000

Tegu A; A3 Az A4 yrajapskritimg C' jbréztas keturkampis. Irodykite, kad
egzistuoja apskritimo C' tagskas M, kad

MA, —MAys + MA3; — MA, =0.

Sprendimas. Nors uzdavinys ir nesunlkus,
vis délto reikia pasinaudoti tokia analizés teo-
A, = \ rema: jei tolydi funkcija f : [A,B] — IR ten-
As kina salyga f(A)f(B) <0, tai egzistuoja taskas
C € [A,B], kad f(C)=0.

Bet kuriam apskritimo taskui M apibrézki-
M me f(M)=MA —MA,+MA;—MA,. Galime
pistiesinti® apskritimg ir interpretuoti f kaip to-

lydzia funkeija, apibrézty intervale.

Paroclysfme, kad atsiras bent vienas taskas, kuriam f priskiria neigiama
reikSme, ir bent vienas taskas, kuriam priskiriama reik§mé yra teigiama. Tada
pritaike minety teoremg gautume, kad kuriame nors taske funkcija igyja nuline
reiksme. Teiginys biity irodytas.

Tegu P - keturkampio perimetras. I§ dviejy trikampiy nelygybiy gauname
P > 24;A;. Jeigu biity f(A4;) > 0 ir f(A43) > 0, tai sudéje gautume P <
24, A3. Taigi bent vienam i§ tasky A;, Ay funkcija priskiria neigiama reiksme.
Analogiskai viename i3 tasky Aj, Ay funkeijos reikéme teigiama.
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Irodykite, kad naturaliyjy skaidiy aibe galima padalyti i du nesikertanéius
poaibius A ir B, kad su visais &,/ =0,1,2,... ir visais aj,as € A (a1 # a2),
bi,by € B (by # ba) biity teisinga

o +az #2542, h+b#2 +2
Irodykite, kad toks padalijimas yra vienintelis.

Sprendimas. Tarkime, kad reikiamas padalijimas egzistuoja. I3 kiekvieno
aibiy A, B elemento atéme po 1 gautume, kad visus sveikuosius neneigiamus
skai¢ius galima padalyti i du poaibius A ir B, kad su visais aj,a; € 4, a1 #
as, ir by, by € B, by # by, biity teisinga ay + az # 2F By + by - 2! su visais
k,1=0,1,2,... Kita vertus, jeigu toks neneigiamy sveikuyjy skaiciy aibes padali-
jimas egzistuoja ir yra vienintelis, tai egzistuoja vienintelis ir natfraliyjy skaiciy
aibés padalijimas, tenkinantis uzdavinio salygas. Taigi galime tirti neneigiamujy
sveikyju skaiéiy aibés padalijimo egzistavima.

Bet kokj natiiralyjj skai¢iy galima uZragyti vienu i dvieju pavidaly:

1) 2%4q+1), arba 2) 2%4g+3),

éia a,q > 0 yra sveikieji skaiciai. Sudarykime poaibj A i§ pirmosios riisies,
poaibi B - i§ antrosios rii$ies skai¢iy ir nulio. Nesunku jsitikinti, kad su-
daréme neneigiamuyjy sveikyjy skai¢iy padalijimg su reikalingomis savybemis.
Irodykime, pavyzdziui, kad jokiy dviejy A skirtingy elementy suma nelygi oF,
Jeigu bty 2°(4¢ + 1) 4+ 2°(4r + 1) = 2%, tai biitinai turéty biti a = b, nes
priedingu atveju kairioji lygybés pusé dalytysi i8 nelyginio skai¢iaus. Tadiau 18
lygybés 2% = 2%(4(q +r) + 2) igplaukia ¢+ = 0,¢ = r = 0 ir abu démenys
sutampa.

Matematinés indukeijos biidu jrodysime, kad egzistuoja vienintelis padali-
jimas su reikalingomis savybémis, kad 0 € A. Iskart matome, kad vienetas turi
biti aibéje B. Tarkime, yra vienintelis buidas skaicius 0,1,..., N—1 paskirstyti
poaibiams A, B, kad padalijimas turéty reikalingas savybes. Irodysime, kad
skaidiaus N vieta irgi vieninteliu biidu apibrézta. I8 tikrujy, jei N = 2k, &a
L — natfiralusis skaic¢ius, tai 0 ir N turi biiti skirtingose aibese, taigi N € B.
Jei 2F <« N < 281 tai skai¢iai NV ir 21 — N furi biti skirtingose aibese.
Kadangi 2¥t! — N < N — 1, tai skai¢ius N gali priklausyti tik vienai 13 aibiy
A, B. Vienatinumas jrodytas.
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