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Miisy seminaro svecias — Kijevo Taraso Sevéenkos universiteto matematikos dés-

tytojas Vadimas Radéenko.

Vadim Radcéenko
Kombinatorikos sarysiu
olimpiadiniuose uzdaviniuose
jrodymo metodai

Vienas 1§ universaliy bidy jrodyti, kad dviejose aibése yra po vienoda
skai¢iy elementiy, — sukonstruoti abipusiskai vienareikdme atitiktj. Toks meto-
das kartais leidzia surasti trumpa ir graksty nelengvo uzdavinio sprendimg, o
pats uzdavinys tampa olimpiados puosmena.

1 uzdavinys (Ukrainos olimpiada, 1996 m.). Jrodyti, kad kiekvienam n
2n-zenkliy skaiciy, kuriy desimtainéje iSraiskoje yra po n skaitmeny 1 ir 2,
kiekis lygus n-zenkliy skaiéiy, desimtainéje sistemoje uzrasomy skaitmenimis
1, 2, 3, 4, kiekiui, jeigu israiskoje pasitaiko nebiitinai visi skaitmenys, taciau 1
ir 2 pasitaiko po vienoda skaiciy karty.

Sprendimas. Kiekvienam 2n-zZenkliam skaiciui @jaz...az, priskirsime
n-zenklj skaiéiy byby ...b, pagal tokia taisykle: poras Gzr—1azx Leisime skait-
menimis by, 1 < k < n, kad 11 atitikty skaitmuo 1, 22 - 2, 21 - 3, 12 - 4.
Parodysime, kad sitaip apibréziama abipusiskai vienareikimeé dviejy uzdavinio
aibiy atitiktis.

Kadangi 2n-Zenkliuose skaié¢iuose vienety yra tiek, kiek dvejety, tai pory
Gap—10azr, = 11 skaidius lygus pory @zr—iazr = 22 skai¢iui. Todel pagal
apibrézta taisykle sudarytame n-Zenkliame skaiéiuje vienety ir dvejety bus vie-
nodai. Taigi apibrézta atitiktis tikrai yra dviejy uzdavinio aibiy atitiktis.

Skirtingus 2n-zenklius skaidius atifinka skirtingl n-zenkliai skaiciai, nes
pakeite bent viena skaitmenj a; gautaume kity atitinkamg skaitmenj by.
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86 V. Radéenko

Licka pastebéti, kad visi n-Zenkliai skai¢iai atitinka kokius nors 2n-zenklius
skaicius. Jul pagal apibréitq taisykle pagal n-zenklj skai¢iy su vienodu vienety
ir dvejety kiekiu lengvai galima atkurti 2n-zenklj skaidiy, turintj po vienodai
vienety ir dvejety. Kadangi nustatyta abiejy aibiy abipusiskai vienareiksme
atitiktis, ios aibés turi po vienoda elementy kiekj. Uzdavinio teiginys jrodytas.

Pastebeésime, kad abipusigkai vienareiksmei atitikéiai nustatyti buvo svar-
bios visos miisy samprotavimo grandys:

o atitikties taisyklés, apibréztos visiems pirmosios aibés elementams, apibreé-

Zimas;

e jrodymas, kad pagal musy taisykle visada apibréziamas elementas is antro-
sios mums reikalingos aibeés;

e nustatymas, kad skirtingus pirmosios aibés elementus visada atitinka skir-
tingi antrosios aibés elementai;

o jrodymas, kad gauname visus mums reikalingos aibés elementus.

Nebutina visuomet i§samiai déstyti visy samprotavimy, bet svarbu atsimin-
t1, kad abipusikai vienareikdme atitiktis turi turéti visas igvardytas savybes.

Kitame uzdavinyje panagiu metodu nustatysime, kad vienos aibés elementy
skaitius lygus dviejy kity aibiy elementy kiekiu sumai.

2 uZdavinys (Ukrainos olimpiada, 1988 m.). Simboliu ps,_k) paZymekime
naturaliojo skaiciaus n deéstiniy k nataraliyjy démeny suma kiekj, ¢ia n > k.
Destinius, besiskiriancius tik démeny tvarka, laikome vienodais. Pavyzdziui,
p,(f) = 2, kadangi 4 =143 ir 4 = 2+ 2. [rodykite, kad skai¢iams n > 2k,
k> 2, teisingas sarysis

k (k—1) (%)
51 ) = Pnp—1 +pn.—k'

Sprendimas. Visus n déstinius & démeny suma (i5 viso ju yra pgf))

suskirstysime j dvi grupes — tuos, kuriy bent vienas démuo lygus vienetui, ir
tuos, kuriy visi démenys ne mazesni uz 2. Tada pirmos grupés skirstiniy skaicius
lygus ps,k__l]) , antros — pgﬂ .

Is tikryju, jel 18 pirmos grupes déstinio i&brauksime vieng vieneta (jis ten
batinai yra), tai liks & —1 démeny, kuriy suma lygi n—1, taigi gausime vieng
15 psf__ll) destiniy. Kita vertus, pasirinke bet kurj skaiéiaus n—1 destin] k£ —1
démens suma ir pridéje vieneta, gausime pirmos grupes destinj.

Jeigu pasirinksime bet kuri antrosios grupés destinj ir kiekviena i k de-
meny sumazinsime vienetu (ta galima padaryti, nes démenys ne mazesni uz 2),
tai gausime skai¢laus n — &k déstinj ¥ démeny suma. Atvirkstiniu veiksmu 1§
bet kurio n — &k déstinio k& démeny suma galime gauti antros grupes destini.

Kadangi abi grupés neturi bendry elementy, visa déstiniy skai¢iy gausime

sudédami iy grupiy déstiniy kiekius. I§ ¢ia gauname uzdavinio lygybe.
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Kombinatorikos sarysiy olimpiadiniuose uzdaviniuose jrodymo metodai 87

3 uzdavinys! (Cekoslovakijos olimpiada, 1989 m.). 2 x n dydzio stacia-
kampis padalytas 1 x 1 dydzio kvadratais. Pasirinktus kvadratus galima nus-
palvinti. Spalvinimy, kuriuose néra né vieno istisai nuspalvinto 2 x 2 kvadrato,
skai¢iy paZymekime p, (spalvinimai laikomi skirtingais, jei jie skiriasi bent
vieno kvadrato spalva). [rodyti, kad visiems n > 2 teisinga lygybé

Pn = 3]77:.—1 + 3pn—2-

4 uZdavinys (Tarptautiné olimpiada, 1979 m.). Tegu A ir B yra dvi
priesingos taisyklingo astuonkampio virsunés. Virsinéje A yra kengiira. I§
bet kurios virsunes, iSskyrus E, kengira gali persokti | bet kurig i§ gretimy
virsuniy. Patekusi ] E virdune, kengiira joje ir pasilicka. Tegu e, - biidy n
Zingsniais patekti i§ A | E skaicius (budai laikomi skirtingais, jeigu po kurio
nors $uolio kengiira patenka | skirtingas virstnes). Jrodyti, kad

e2n—1 =0, ezn = %((%L V)" - (2 \/i)”‘l), n> 1.

Sprendimas. I§ pradziy jrodysime, kad es,—1 =0, t. y. i35 A i E ne-
lyginiu skaiéiumi Suoliy patekti nejmanoma. Kas antra astuonkampio virsiine
nudazysime geltonai, o likusias — meélynai. Tada virsinés A ir E bus nus-
palvintos vienodai. Kiekvienu $uoliu kengiira persoka j kitos spalvos virsiine.
Norint patekti 1§ A | E, jai reikia lygin] skai¢iy karty keisti virstines spalva,
tal jmanoma tik atlikus lyginj skaiéiy &uoliy.

Imkime astuonkampio virstine C, esanéig lygiai per vidurj tarp A ir B
(yra dvi tokios virsines, pasirinkime bet kuria i§ ju). Pazymékime da,,c, budy
patekti 1§ A j virstnes A,C 2n #ingsniais skai¢ius (Zinoma, tada ¢, lygus
biidy patekti i§ C § A skai¢iui). Tada teisingos lygybés

An41 = 20n + 2¢q, Cat1l = Qn + 2¢n, n=>1.

Irodykime pirmgjg lygybe. Pereidamais A | A 2(n + 1) Zingsniais, po
dviejy Zingsniy kengura gali biti grizusi | A (tal gali jvykti dviem biidais),
o po to pereiti i A ] A 2n Zingsniais (tai gali jvykti a, budy). Taéiau
pirmuosius du Zingsnius kengiira gali Zengti i viena puse (tam yra du bidai),
patekti ] virsing C' arba jai priesinga, o likusiais 2n Zingsniy grizti | A (tam
yra ¢, budai). Pasinaudoje kombinatorikos sudéties ir daugybos taisyklémis,
gauname pirmaja lygybe.

Analogiskai jrodoma ir antroji lygybé (padarykite tai savarankigkai).

Pastebékime, kad pradinis dydis tenkina lygybe €2, = 2¢,_1. Juk noréda-
mi patekti 2n Zingsniaisis A | E, turime 2(n —1) Zingsniais atvykti j vieng

Lgjir keleta kity uzdaviniy skaitytojul sitiloma iZspresti pa&iam. Straipsnio pabaigoje

pateikiami nurodymai.
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88 V. Radcenko

i8 lygiai viduryje tarp A, E esanéiy virstiniy (tam yra 2c,—; budy), o likusieji
du Zingsniai apibrezti vienareikimiskai.

Taip pat turime a; = 2,¢; = 1. I8 &a ir 1§ gauty lygybiy iskart rasime,
kad ¢y =4 (tuo galima jsitikinti ir tiesiogiai).

Kai n > 2, gauname

Cn41 = Gn + 2Cn = (Zan_l + 26,1__1) + 2cn

= 2(an—l + 2Cn—l) —2¢p—1 +2¢n = 2¢p — 2¢y—1 + 2¢n = dcpy — 2cp1.
Atsizvelge | lygybe es, = 2¢,—1, gausime
ea =2, e =38, eyny1)=4e2n — 2€3(n-1), N =3 (1)

Siais sarysiais ir akivaizdzia lygybe e; = 0 visiskai apibréziama seka eon,
n > 1. Lieka jsitikinti, kad ir uzdavinio salygos seka tenkina tuos pacius sarysius
(praleisime §iuos nesudétingus, bet ilgokus skaiciavimus). Todél ieskomas budy
skaiius ir salygos dydis sutampa.

Sarysial, analogiski (1) ir vienareikdmiskai apibréziantys kiekvieno sekos
nario reikdme, vadinami rekurenéiaisiais. Mums uzdavinio salygoje buvo nu-
rodyta sekos nariy israiska, kurig pakako jstatyti | irodyta lygybe. Gali kilti
klausimas, kaip surasta tokia griozdiska israiska.

Isties i formulé nebuvo tiesiog ispeta. Egzistuoja metodas, kuriuo daz-
niausiai galima rasti sekos, apibréztos rekurenciaisiais sarysiais, nariy bendraja
formule. ' Naudojantis $iuo metodu, galima, pavyzdziui, uzragyti bendraja 3
uzdavinio sekos p, nario formule.

5 uzdavinys. Taisyklingojo trikampio virsunéje A tupi varle. I§ bet
kurios virdiinés ji gali persokti j bet kurig kita. Tegu a, — n Zingsniy ilgio
skirtingy pasivaiksciojimy i§ A | A skaicius (pasivaikséiojimai laikomi skirtin-
gais pagal 4 uzdavinio taisykle). Irodyti, kad

9
an==(2""1+(-1)"), n>1

W

I$ kito uzdavinio matome, kad nustadius atitikt] galima jrodyti ne tik ly-
gybes, bet ir nelygybes.

6 uzdavinys (Soroso olimpiada Ukrainoje, 1997 m.). Naturaliyjy skaiciy
penkiy skirtingy elementy, kuriy suma nevirsija 100, poaibiy skaiciy pazymeéki-
me A, o natiiraliyjy skai¢iy dedimties skirtingy elementy, kuriy suma nevirsija
150, poaibiy skaiciy pazymékime B. [rodykite, kad B/A > 2.

Sprendimas. Kiekvienai penkiy elementy aibei

{ai, az, a3, ay, as} (2)

1 Metodas issamiai isdéstytas knygeléje Markusevic A. I., Rekurenciosios sekos, Maskva:
Nauka, 1975, /8. (Rusy kalba).
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Kombinatorikos sary3iy olimpiadiniuose uzdaviniuose jrodymo metodai 89
priskirsime dvi 1§ desimties elementy sudarytas aibes

{1, 2, 3, 4, 5, a1 +6, ag +6, a3 +6, as +6, as + 6},
{2, 3, 4, 5, 6, ag +6, ap +6, ag +6, ay + 6, a5+6}.

Nesunku jsitikinti, kad elementy a; suma nevirsija 100, o desimties elementy
atitinkamose aibése suma nevirdija 150. Be to, i skirtingy (2) aibiy gaunamos
skirtingos desimties elementy aibés. Taigi B/A > 2.

Kadangi desimties elementy aibé {3,4,...,12} miisy atitiktyje nepasirodo,
tai galioja griezta nelygybe B/A > 2.

T uzdavinys (Tarptautiné olimpiada, 1998 m.). Varzybose dalyvavo a
dalyviy, kuriuos vertino b teiséjy, b — nelyginis, ne mazesnis uz 3 skaicius.
Kickvienas teiséjas kiekviena dalyvi vertino ,,patenkinamai® arba ,nepatenki-
namai“. Tegu skaicius k yra toks, kad bet kuriems dviem teiséjams atsiras ne
daugiau kaip k dalyviy, kuriuos abu teiséjai jvertino vienodai. Jrodykite, kad

Nurodymai

3 uZdavinys. Pirmasis desiniosios pusés démuo atitinka tris paskutinio stulpelio spal-
vinimo budus su salyga, kad jame lieka bent vienas nenuspalvintas langelis. Antrajj démenj
gauname abiem paskutinio stulpelio nuspalvintiems langeliams, tada priespaskutinis stulpelis
nuspalvintas vienu i3 trijy bidy, kai lieka nenuspalvinty langeliy.

5 uzdavinys. Fiksuokime kuria nors virding B # A. Biidy n Zingsniais patekti i3 A
1 B kiekj pazymeékime b,. Tada anyy = 2bn, bug1 = an+by, todél anyq = an +2a,-1.

T uzdavinys. Dviem biidais jvertinsime viena dydj — kiek teiséjy pory vienodai jvertino
ta pat] dalyvi. 1% salygos isplaukia, kad sis dydis nevirdija kCE. Kita verbus, sutampanéiy
i-ojo dalyvio (1 £ < a) vertinimy skai¢ius lygus

c2,+¢2 > 2 (6-17 -1);

gia a; — teisejy, jvertinusiy dalyvj patenkinamai, skai¢ius, y; — nepatenkinamai. Lygindami
rastus dydZius ir atsizvelgdami, kad b nelyginis, jrodysime uZdavinio teiginj.
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Vadim Radéenko

Matematinés olimpiados Ukrainoje:

laimeéjimai ir problemos

Moksleiviy matematines olimpiados organizavimas Ukrainoje praktiskai
liko toks pat, koks buvo tuomet, kai 3alis buvo Taryby Sajungos respublika.
Varzybos, kurios anksé¢iau vadinosi respublikine olimpiada (arba IV visasajun-
ginés olimpiados etapu), buvo papraséiausiai pervadintos Ukrainos olimpiada,
o geriausi jos dalyviai siunéiami ne j visasagjungine olimpiada, bet | Ukrainos
komandos rengimo tarptautinei olimpiadai stovykla. Olimpiados organizavimu
riipinasi Svietimo ministerija, olimpiados gauna pakankama parama 1§ biudzeto.
Valstybeé visada apmoka Ukrainos komandos dalyvavimo tarptautinése olimpia-
dose islaidas.

Tai daroma nepaisant ekonominiy sunkumy, kuriuos dabar i5gyvena Salis.
Pavyzdziui, vidutinis darbo uzmokestis Ukrainoje pagal oficialius duomenis ly-
gus mazdaug 80 doleriy, taéiau ir jis daznai iSmokamas labai pavéluotai arba ne
visas (o kainos mazai skiriasi nuo lietuvisky). Taigi oficialiy struktiiry poZitiris
} darbg su gabiais moksleiviais vadintinas visiskai palankiu.

Pastaraisiais metais Ukrainos vyksta tam tikras viduriniojo mokslo sluoks-
niavimasis. Jsteigta daug specializuoty mokyklu, licéjy, gimnazijy, atskiry
klasiy ir dauguma i§ juy yra mokamos. Jos pritraukia geriausius mokytojus,
jose daznai uzdarbiauja aukstyjy mokykly déstytojai. O jprastiniy mokykly
lygis néra aukstas.

Turéti gery idsilavinima — svarbus ir prestizinis dalykas. Paprastai tevai 18
visy jégy siekia atiduoti savo vaika j gerg mokykly, aukodami tam tikslui toli
grazu ne menkus eimos biudZeto pinigus (uz mokslg specializuotos mokyklos
matematinéje klaséje paprastai tenka mokéti mazdaug 20 doleriu per ménesi,
ekonominéje klaséje — daugiau, yra ir labai brangiy mokykly).

Kita vertus, mokyklos kovoja dél savo autoriteto. Viena i reklamos rasiy —
moksleiviy laiméjimai matematinése olimpiadose. Todél daugelis mokykly iesko
déstytojy, sugebanéiy rengti moksleivius olimpiadoms, jvairiais budais (taip pat
ir mazindami mokestj uz moksla) skatina moksleivius — olimpiady nugaletojus.

Didele skatinamaja reikéme turi Soroso fondo veikla Ukrainoje. Be kity jo
programu, jau treti metai rengiamas konkursas ,,Soroso mokytojai®. Tiksliyu
moksly déstytojai, kuriuos pagal jy pedagoginius laiméjimus atrinko fondas,
gaudavo po 2400 doleriy grantus. Vienas i§ svarbiausiy mokytojo veiklos rodik-
liy buvo jo mokiniy rezultatai olimpiadose. Be abejoneés, toks konkursas skatino
gabius mokytojus dirbti su talentingais vaikais. Taip pat kasmet rengiamas
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konkursas ,,Soroso studentai“, kurio nugalétojams jteikiami nemazi piniginiai
prizai. Zemesniyjy kursy studentams praktiskai vienintele galimybé gauti tok]
grantg — buti tarp Ukrainos (dar geriau — tarptautinés) olimpiados nugalétojy.
Taigi ir moksleiviai, dalyvaujantys olimpiadose, turi rimtg materialinj stimula.

Zinoma, visiems svarbiis ne tik materialiniai bet ir psichologiniai faktoriai
— kiekvienam malonu tapti nugalétoju. Siuo pozifiriu Ukrainos matematinés
olimpiados yra sgziningos varzybos, leidzianéios visigkai atsiskleisti kiekvienam
moksleiviui (o per ji — mokytojui). Deja, ne visose miisy gyvenimo srityse nu-
galetojais tampa talentingiausieji, laimintys konkursus savo #iniy déka. Moks-
leiviai ir mokytojai mato matematiniy olimpiady objektyvuma ir gilina mate-
matines Zinias, o ne iesko kity biidy laimeéti olimpiadoje diploma.

Tokios moksleiviy matematiniy varzyby rengimo sglygos leidzia Ukrainai
pasiysti j tarptauting matematikos olimpiadg (TMO) gana gera komanda. Ta-
clau Sie faktoriai pasireiske ne i karto nuo 1993 mety (pirmyjy misy komandos
dalyvavimo TMO mety), o po tam tikro laikotarpio. Neoficialioje TMO jskaito je
1993-1996 metais Ukrainos komanda uzimdavo mazdaug dvidesimtaja vieta,
o 1997 metais — Sestaja, 1998 metais — astuntaja. Vertinti misy laiméjimus
galima ir lyginant su Rusijos rezultatais (ne tik moksleiviy olimpiadose) — salys
turl panasig §vietimo struktiira, panasias ekonomines problemas, taciau Rusijos
matematinés (taip pat ir olimpiadinés) tradicijos turtingesnés, o gyventojy tris
kartus daugiau. Pastaraisiais metais miisy komanda tik truputi atsilikdavo —
Rusija 1997 metais dalijosi ketvirtaja penktaja vietomis, o 1998 metais uzéme
SeStaja vietg. Tokj nedidelj skirtuma laikau miisy santykiniu laiméjimu.

Zinoma, Ukrainoje irgi yra olimpinio judéjimo tradicijos, atsiradusios dar
tarybiniu laikotarpiu. Mifisy moksleiviai visasajunginéje olimpiadoje pasiekdavo
neblogy rezultaty. Taryby Sgjungos komandy sudétyse trisdesimt dviejose tarp-
tautinese matematiky olimpiadose 1960-1992 metais dalyvavo dvidesimt vienas
Ukrainos moksleivis (komandg i§ pradziy sudarydavo astuoni, véliau — esi mok-
sleiviai). Dabar kartais sakoma, kad atrenkant Taryby Sajungos komanda j
nerusy tautybés moksleivius biidavo kitas pozifiris, taciau sunku vertinti tokia
nuomone.

Komandos rezultatas tarptautinéje olimpiadoje — balai, surinkti sesiy jos
dalyviy per dvi dienas. Todél jis priklauso ne tik nuo galies matematinio dvieti-
mo lygio, bet ir nuo kity maziau reikémingy faktoriy. Svarbi komandos atrankos
bei parengimo sistema. Ukrainoje pagal nacionalinés olimpiados rezultatus
atrenkama dvylika moksleiviy, jie kviediami j dviejy savai¢iy stovykla, kurio-
je rengiami keturi atrankos turai bei skaitomos kai kuriy olimpiadiniy temy
paskaitos. Mes nesistengiame didinti stovyklos dalyviy skaidiaus bei ilginti
jos trukmes. I$ esmeés pagrindinis moksleiviy pasirengimas vyksta ju gyveni-
mo vietose vadovaujant jy mokytojams. Ukrainoje yra nemazai kvalifikuoty
darbo su moksleiviais specialisty (nors ne visur — kai kur &is darbas nepakanka-
mas). Mes savo ruoztu stengiamés bendrauti su Siais destytojais, apripiname
juos medziaga darbui. Sitaip rengiantis olimpiadai, atsizvelgiama j kiekvieno
moksleivio individualias savybes. Si sistema ir moksleiviui yra patogesné, julk
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vykstant j stovyklas tenka i§vaziuoti j kita miesta, gyventi ne paciomis geriau-
siomis buitinémis salygomis. Geriausiems musy matematiniy olimpiady daly-
viams ir taip tenka nemazas krivis — per metus jie dalyvauja maziausiai dvie-
juose nacionalines olimpiados turuose, gali patekti 1 dviejy savaiéiy stovykla
bei tarptautine olimpiada. Beveik visi jie dalyvauja trijuose Soroso olimpiados
Ukrainos turuose, daugelis — dviejuose ar trijuose Soroso olimpiados Rusijos
turuose, dviejuose trijuose miesty turuose.

Sios pastabos Ukrainos komandos rezultaty TMO geréjimo fone sukuria
gana roZinj paveikslg. Zinoma, misy darbe tenka susidurti su jvairiomis klia-
timis, kurias ne visada jmanoma jveikti. Ukrainoje dabar praktiskai néra lei-
d#iama literatiira uzklasiniam darbui su moksleiviais (i§skyrus literatuirg pasi-
rengimui stojamiesiems j aukstagsias mokyklas). Mokslo populiarinimo Zurnalas
moksleiviams ir mokytojams ,Matematikos pasaulyje® turi mazai prenumera-
toriy ir daug finansiniy problemy. Daugelis talentingy mokytojy noréty skirti
daugiau déemesio darbui su moksleiviais, tagiau jiems tenka eikvoti jegas ir laikg
jvairiais biidais uzsidirbant pinigy. Gabus moksleivis visai teisétai gali susimas-
tyti — ar verta skirti dideles pastangas matematikai, jeigu dabar labiau gerbiami
ekonomistai, juristai, informatikai. Tikriausiai §ie faktoriai veikia jvairiose Sa-
lyse ir dar ilgai turés didele reikdme Ukrainoje. Nuo to nepabegsi.

Apskritai Ukrainoje matematinis issilavinimas bei jo dalis — matematineés
olimpiados i§saugojo savo prestiza. Misy darbas jdomus ir reikalingas Zmonems,
tal svarbiau nei visi sunkumai ir problemos.
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