Gediminas Stepanauskas

Fibonac¢io skaiéial

Viduriniy am#iy matematika negali pasigirti tokia gausa Zymiy mokslininky kaip
ankstesniy ir -vélesniy epochy laikais. Bet ir viduramzZiy tamsoje suspindo vienas
kitas Ziburys. Zymiausiu viduram#iy matematiku reikia pripazinti itala Fibonagj 1
(1180 — 1240). Fibonagio tévas buvo pirklys. Todél jaunasis FFibonaéis daug keliavo
kartu su tévu po Europos ir Ryty krastus. Pradinj iSsimokslinima jgijo AlZyre.
Ten ir susipaZino su araby aritmetika ir algebra. 1202 m. Fibonaéis isleido ,,Abako
knyga“, kurioje buvo iZsamiai i3destyta Zinoma iki to laiko aritmetika ir algebra.
Daug Vakary Furopos matematiky karty mokesi i5 Sios knygos. Joje I'ibonacis
supaZindina su iki ty laiky kriks¢ioniskoje Luropoje nenaudota patogia pozicine

indy-araby skai¢iavimo sistema ir neigiamais skaiciais.

Uzdavinys apie triusius ir rekurenciosios sekos

Sioje knygoje Fibonaéis pateikia tokj uZdavinj. Kiek triusiy pory bus mety
pabaigoje, jei mety pradzioje turime vieng subrendusiay triusiy pora? Subren-
dusi triusiy pora kas ménes] pagimdo naujg triusiy pora. Gimusi pora subresta
ir po dvieju ménesiy jau pagimdo nauja triusiy pora. Tarkime, kad pirmoji pora
jau pirmaji ménesj susilaukia palikuoniy. Taigi pirmaj} menes] jau bus 2 poros.
Senoji triusiy pora gimdo ir antrajj meénesj. Po dviejy menesiy turésime jau 3
triudiy poras. Trediajj ménesj palikuoniy susilauks jau ir pirmajj meénes] gimusi
pora. Taigi po trijy ménesiy turésime i§ viso 5 triudiy poras. Triusiy pory
skai¢ius po keturiy ménesiy jau bus lygus 8. Taip skai¢iuodami toliau gautume,
kad po penkiy ménesiy bus 13, po §esiy meénesiy — 21, po septyniy menesiy — 34
triugiy poros ir t.t. Po mety turésime jau 377 triusiy poras. Skaidiavima tokiu
biidu galime pratesti ir toliau.

Dabar pereikime nuo triugiy prie skaiciy ir nagrinekime sekg

B W & 55 = ws (1)
Sekos, kuriy kiekvienas narys u, yra kokia nors pries jj einanéiy nariy
funkcija, vadinamos rekurenéiosiomis sekomis.

Jeigu galima surasti k skai¢iy ai,as,...,ag, kuriems lygybe

Upth = GlUp+k—1 + a2Upgk—2+ ...+ Crln (2)

1 mikrasis Fibonaéio vardas yra Leonardas i§ Pizos, bet jis labiau Zinomas kaip Fibonacis

(isvertus } lietuviy kalba, tai reiksty Bonacio stinus).
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Lietuvos jaunyjy matematiky mokykla 79

yra teisinga visiems nattraliesiems n, tal (1) seka vadinama k-ojo laipsnio
rekurenciaja seka.

k-ojo laipsnio rekurenciosios sekos apibrézime slypi indukciné idéja. Zi-
nodami pirmuosius k narius, i5 (2) lygybés galime surasti (k + 1)-aji narj.
Surade (& + 1)-aji, jau galime surasti (k + 2)-ajj ir t.t. Norint surasti bet kurj
k-osios eilés rekurenciosios sekos narj, pakanka Zinoti jos pirmuosius % narius
ir relurenciajy sekg apibrézianéia (2) lygybe.

Pavyzdziui, geometriné progresija su pirmuoju nariu a ir vardikliu ¢

Uy =@, Uy = ag, uz = aq>, ..., Up =aq" "}, ...
yra pirmos eilés rekurenéioji seka, nes
Up-+1 = qUnp.
Aritmetiné progresija su pirmuoju nariu a ir skirtumu d
w=a,uy=a+d, uz=a+2d, ..., upn=a+(n—-1)d, ...

yra antros eilés rekurenéioji seka, nes

Unt2 = Unt1 + d= Un+1 -+ (un-{-l - 'U'n.) = 2un+l — Up.

Fibonacio seka

Pereikime prie antrojo laipsnio rekurenciosios sekos
s lsom 5 Bowynon 5
kai jos (n 4+ 2)-asis narys yra lygus dviejy pries ji einanéiy nariy sumai
Foyz = Foga + F. (3)

Be to, tegul
Fi=F =1,

Si seka vadinama Fibonacio seka, o jos nariai Fibonacio skaiciais.

Fibona¢is daugiausial ir prisimenamas kaip atskleidgs Fibonacio skaicius,
nors tai sudaro nedidele dalj jo didziulio indélio j matematika.

Is (3) lygybeés, zinodami, kad Fy = F, = 1, surandame pirmuosius Fi-
bonadio skaiéius:

Taigi skaiciuoty triusiy pory skaidius yra lygus Fibonaéio skai¢iams.
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80 Lietuvos jaunyjy matematiky mokylkla

Fibonaéio skaidial pasirodo daug kur. Pirmiausia jie taikomi jvairiose
skaitiy teorijos srityse. Be ju neapsieinama kombinatorikoje. Zinios apie juos
naudingos informatikai, geometrijai, losimy teorijai, fizikai ir daug kur kitur. Fi-
bonagio skai¢iai sutinkami jvairiuose gamtos reiskiniuose. Neretai jie pasirodo
paciose netikédiausiose, nelauktose situacijose. Nuo 1963 m. JAV yra net
leidZziamas Zurnalas, skirtas Siems skaiéiams: The Fibonacc: Quarterly.

Panagrinekime viena kombinatorikos uzdavinelj. Takelis, vedantis prie
tvenkinio, padalytas ] lygius vienas paskui kita einanéius staciakampius lauke-
lius (takelio plotis lygus laukelio ploéiui). Takeliu link vandens Sokuoja varlyte.
Varlyte gali Sokti j gretima laukelj arba viena laukelj persokti. Keliais skirtin-
gais biidais varlyté gali nusokuoti n laukeliy ilgio takeli, t.y. (jeigu laukelius
sunumeruosime) patekti i§ pirmojo laukelio j n-ajj? Sokavimo biidai yra laikomi
vienodais, jei sokuodama varlyté pabuvoja tuose paéiuose laukeliuose.

leskomaj skaiéiy pazymeékime z, . I§ pirmojo laukelio galima patekti i
pirmajj vieninteliu biidu, nedarant né vieno suolio: z; = 1. Aisku, kad 23 =1,
nes peréjimas i§ pirmojo laukelio | antrajj irgi vienintelis. | treciajj laukelj galime
patekti dviem buidais — tiesiai 1§ pirmojo persokant antraji, arba pabuvojant ir
antrajame: z3 = 2.

Visus biidus, kuriais galima patekti ] n-aj; laukelj, suskirstykime j dvi
grupes. Pirmajai grupei priskirkime biidus, kai varlyté pabuvoja (n—1)-ajame
laukelyje, o antrajai, kai varlyte 1 n-gjj laukelj paklitiva tiesiai i§ (n — 2)-ojo
laukelio persokdama n — 1 -ajj.

Gauname, kad

Ty = Tp—1 + Ty—2.

Taigi skaiéial z, yra lygis Fibonadio skai¢iams: z, = F, .
Visigkai analogigka situacija biity, jei sprestume tokj uzdavinj. Nagrinekime
grafy (zr. 1 brez.).

n—1

V]
N
=
|
w

1 3 5 n—4 n—2 n
1 bréz.

Keliais skirtingais variantais galima patekti i§ 1-osios virdiines | n-aja, jelgu
galima judéti rodykliy kryptimis? Atsakymas biity: F, skirtingy variantuy.

Fibonacio skaiciy savybes

Fibonaéio skaic¢iai turi jdomiy savybiy. Kai kurias i§ jy panagrinékime.
Fibonadio skaiéiams yra teisingos tokios lygybes:
F1+F2—|-...-|-Fn= n+2_11 (4)
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Lietuvos jaunyjy matematiky mokykla 81

Fi+F+...+ By = Py,

o+ Fy+ ...+ Fop = Fapyq1 — 1,
FP+ Fy 4 ...+ F} = FyFoy1,
Foim =FoaFn+ e (n>1).

co (@]
M Nt s N

P T s e N e
-_\]

Is tikrujy
By =F3 — Fy,
F2 = F4 _FS)

-Fn—l = Fn+1 - Fn:
Fn = L'p-2 _Fn+1-

Sudeje panariui visas Sias lygybes, gausime (4) formule.
Pats skaitytojas panasiu bidu gali jsitikinti, kad teisingos (5) ir (6) lygybeés.
Noredami jrodyti (7) lygybe uzrasykime tokig:

Fi = Fo(Fry1 — Foe1) = FyFryq — Fr1 Fy,
teisinga visiems k& > 1. Todel

F! =R F,

FE - Fn.Fn+l = Fn—an-

Sudéje panariui sias lygybes, gausime (7) formule.

(8) lygybei jrodyti pakanka taikyti matematinés indukecijos metods. Tai
palickame skaitytojui.

Kiekvienas Fibonacio skai¢ius randamas naudojant paprastg sudétj. Ta-
¢lau skai¢iai greitai didéja. Jeigu reikia suskai¢iuoti gana didelio numerio Fi-
bonacio skaiéiy, naudojant rekurenéiaja formule, esame priversti skaic¢iuoti visus
Fibonacio skaic¢ius pradedant pirmaisiais. Ar néra kity bidy? Ar galima surasti
formule, kuria naudodami galétume i§ karto suskai¢iuoti reikiama Fibonaéio
skaiciy? Kaip juos rasti bent apytiksliai? [ visus &iuos klausimus galime at-
salkyti telgiamai.

Raidémis a ir § pazymékime skaiéius:

fo LT V6 1-v5

2 3 /6 = 9

F

Tuomet Fibonaéio sekos n-asis narys uzrasomas Biné? formule:

o™ — ﬁn
Fy=——F.
V5

2 J. Binet (1786-1856) — pranciizy matematikas ir astronomas, atrades sia formule.
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82 Lietuvos jaunyjy matematiky mokylkla

Biné formules gana paprasta irodyma galima rasti [1] knygoje.
Kadangi || < 1, tai ™ yra nykstantis dydis (t.y. kuo n didesnis, tuo
gis dydis mazesnis), ir 1§ Biné formulés i§plaukia, kad

aT?.

I~ =2 (9)

Pastaroji formule gali biti panaudota Fibonadio skai¢iams skai¢iuoti. Autorius
naudodamasis tik kiSeniniu kalkuliatoriumi suskaiciavo, kad

30

a4
—= = 832040.004.
V5

F3p turi biiti artimiausias natfiralusis skai¢ius. Taigi Fyp = 832040. Zino-
ma, kal n yra gana didelis, nustatyti tikslias F, reik§mes sunku, bet gauti
apytiksles daug lengviau.

Panagrinelime Fibonatio skai¢iy dalumo savybes. Jos labal panasios }
natiiraliyjy skai¢iy dalumo savybes. Teisingas toks tvirtinimas.

Jeigu m dalo n, tai F,, dalo F), .

Is tikryjy tegul m dalo n, t.y. n = mk. Irodinésime indukcijos metodu
atzvilgiu k. Jei k=1,tai n=m,0 F, =F,. Siuo atveju tvirtinimas akivaiz-
dus. Tarkime, kad F,, dalo F, ir nagrinékime Fp(r41). Bet Fipp1) =
Friktm , ir, naudodami (8) lygybe, turésime

Fm(k+1) = Fok—1Fm + Enkak+1-

Desiniosios lygybés pusés pirmas démuo aigkiai dalijasi i§ Fj, . Antrasis demuo

taip pat dalijasiis Fj, , nes pagal indukcine prielaidg i Fy, dalijasi F,p . Suma

taip pat dalijasi i§ F, . Taigi i85 Fy, dalijasiir Fp,(gq1) - Teiginys irodytas.
Teisingas ir atvirkséias teiginys.

Jeigu Fy,, dalo F,, , tai m dalo n.

Dabar idomus pasidaro toks klausimas. Ar kiekvienam skaiéiui m galima
surasti bent vieng Fibonacio skaiéiy, kuris dalijasi 1§ m ? Taip, galima. Bet
tada, remiantis misy jrodytu tvirtinimu, tokiy Fibonaéio skaiéiy yra be galo
daug. Jei F; dalijasi i§ m tai biitinai dalijasii§ m ir Fy, k=2,3,...

Remdamiesi paskutiniaisiais teiginiais, galime rasti jvairius Fibonacio skai-
¢iy dalumo pozymius. Pavyzdziui:

o Fibonacio skai¢ius F, yra lyginis tada ir tik tada, kai jo numeris n dalijasi

15 3.

I tikryjy pirmasis lyginis Fibonaéio skaic¢ius yra Fy = 2. Taigi 5 2 dalijasi

visi Fibonaéio skaidiai, kuriy numeriai dalijasi 1§ 3, t.y. Fzp .
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Lietuvos jaunyjy matematiky mokykla 83

o Fibonacio skaic¢ius dalijasi i§ 3 tada ir tik tada, kai jo numeris dalijasi is 4.
o Fibonacio skai¢ius dalijasi i§ 5 tada ir tik tada, kai jo numeris dalijasi i3 5.
Irodymus palikime skaitytojui, kuris galéty suformuluoti ir daugiau dalumo
pozymiy.
Yra daug neidspresty problemy apie Fibonaéio skaiéius. Pavyzdziui, iki
8iol yra neZinoma, kiek pirminiy skaiéiy yra tarp Fibonaéio skaiéiy, ar ju yra
baigtinis skai¢ius, ar be galo daug.

Aukso pjuvis

Dabar paimkime atkarpa AB, kurios ilgis lygus 1, ir padalykime j dvi dalis
- ilgesniaja dalj AC ir trumpesniajg CB (zr. 2 bréz.) taip, kad visos atkarpos
ir ilgesniosios jos dalies santykis biity lygus ilgesniosios ir trumpesniosios daliy
ilgiy santykiui.

o L= o

A C B

2 brez.
Tegul AC =z, tada

1 T
- = arba 22 =1-a2.
T 1—2

Sios lygties teigiama Saknis yra lygi (/5 —1)/2. Todél proporcija

11 _1+\/5_
.1-“\/5_1_ 2 o

lygi skai¢iui «, su kuriuo susidiiréeme Biné formuléje.

Is tikryjy « yra vienas daZniausiai matematikoje pasitaikanéiy skaiciy ir
Zinomas aukso pjuvio, arba auksinés proporcijos, vardu. Jau Antikos laikais
graikai pradéjo nuosekliai taikyti auksing proporcija architektiiroje, skulptiroje
ir kitur. Aukso pjuvj pla¢iai naudojo ir Renesanso menininkai — S. Boticelis,
A. Diureris ir kiti. Atlikti tyrimai patvirtina ypatinga estetine aukso pjavio
reikime. Stai, pavyzdziui, Zmoneés i jvairiy staciakampiy mieliau renkasi staéia-
kampius, kuriy krastiniy santykis artimas auksinei proporcijai. Auksiné propor-
cija daZnai pasitaiko ir gamtoje. Apie aukso pjivio reikime priragyta daugybé
knygy. Pirmasis Zinomas matematinis traktatas apie aukso pjuavj ,Dieviskoji
proporcija‘ paraSytas 1496-1499 m. vienuolio Luko Pagolio. Sia knygg ilius-
travo garsusis Leonardas da Vinéis.

Grizkime prie Fibonacio skaic¢iy. I8 apytikslés Fibonaéio skaiéiy (9) for-
mulées gauname, kad (n 4+ 1)-ojo ir n-ojo Fibona¢io skaiéiy santykis apytiksliai
lygus aukso pjuviui

o

Fn-i—l
Fa

~ Q.
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84 Lietuvos jaunuyjy matematiky mokykla

Kuo n didesnis tuo & apytiksle lygybeé tikslesne.

Auksiné proporcija daznai sutinkama geometrijoje. Pavyzdziui, jbrézkime
1 pusapskritimj kvadrata (4 bréz.). Tuomet tagkas C yra atkarpos AB aukso
pjiivio taskas.

D ha &
G H
A C,, B A B B
e 4 bréz.

Imkime staciakampj. Jei stac¢iakampio krastiniy santykis yra lygus o, tai
stadiakampis vadinamas auksines proporcijos stac¢iakampiu. | auksines propor-
cijos stadiakampj ABCD jbrezkime kvadratg AEFD (5 bréz.). Tuomet stacia-
kampis EFCB taip pat bus auksinés proporcijos staciakampis. Ir taip toliau.
Jeigu EGHB kvadratas, tai GHCF auksinés proporcijos stac¢iakampis. Procesg
galima testi ir toliau.

Daug auksiniy proporcijy galime surasti taisyklingajame penkiakampyje
(zr. 6 brez.). Isitikinkite, kad taskas C yra atkarpos AD aukso pjivio taskas,
tagkas B yra atkarpos AC aukso pjuvio taskas, o atkarpy AD ir AE santykis
taip pat yra lygus o . 5

5 brez.
Su Fibonaéio skaiéiais, aukso pjiviu ir panasiais dalykais skaitytojas gali
pladiau susipazinti pateiktoje literatiiroje.
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