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Vilius Stakénas

Pusamze teorija

Desimimeciy, o kartais ir Simtmeéiy prireikia, kol pavienés 1Zzvalgos, uZdaviniai
ir rezultatai, daugybe karty patikrinti, jrodyti ir interpretuoti susiklosto 1 savita
tyrimuy sritj ir metodus turinéia matemating teorija. Bet biina ir i&imé&ly. Viena
1§ ju - informacijos teorija. Vieningai sutariama ir dél jos atsiradimo datos ir dél
prioriteto.

»Claude Shannono,Matematiné rysio tearijal paskelbta 1948 mety liepos-spalio
meénesiais, yra informacijos am#iaus Magna Carte. Shannono atrasti fundamen-
taliis duomeny spiidos ir perdavimo désniai reigké informacijos teorijos gimima®, —
raSoma apZvalgoje, skirtoje informacijos teorijos 50-meéiui. 2

Visas didelio formato keliy &imiy puslapiy Zurnalo IEEE Transactions on Infor-
malion Theory numeris skirtas jvairiy informacijos teorijos sri¢iy 50 mety raidos
apzvalgoms. Jy daug — net 25. Ir daugelis prasideda panagiai: ,Po to, kai 1948
metais C. Shannonas...“ Siame straipsnyje aptariamos tik kelios pagrindinés infor-

macijos Leorijos temos, kurioms pradzia davé jau minétas C. Shannono darbas.

Informacijos 3altiniai ir matematinis pozifiris j juos

Informacijos saltiniy biina kuo jvairiausiy — knygos, laikraséiai, televizija ir
gandai... Apie visus juos i§ karto galima kalbéti tik biinant nuosekliu Platono
Salininku. Kaip Platonui, tarkime, visi medziai yra grynosios medzio idéjos
atspindziai, taip ir matematikams svarbiausi yra juy sukurti matematiniai mo-
deliai, kuriuos realds reigkiniai geriau ar blogiau atitinka.

Tad koks gi turi biiti informacijos saltinio matematinis modelis? Kol kas
kliaukimes tik intuicija. Informacija suteikia jvykiai. Mestas 1 virsy kamuolys
nukrito ant zemeés. Sis jvykis mums nesuteike jokios informacijos, nes taip
visada biina. Sianakt lijo. S teiginj suprantame kaip informatyvy - juk galéjo ir
nelyti. Taigi informacija suteikia atsitiktiniai jvykiai. Visai natiiraliai prieiname
prie tokios pradinés informacijos altinio sampratos:

e informacijos Saltinis yra procesas, kurio baigtis yra atsitiktiné.

Ta galimy baigéiy aibé gali biiti tiek baigtiné, tiek begaliné, tafiau apsiri-
bokime baigtinémis aibémis — tai labiau atitinka tiel musy prigimti, tiek veiklos
pobudj.

Shannon C. E., The mathematical theory of communication, Bell Syst. Techn. J., vol
27, July 1948 p. 379-423; Oct. 1948, p. 623-656.
2 Verdu S., Fifty Years of Shannon Theory, IEEE Transactions on Information Theory,
vol. 44, N. 6, 1998, p. 2057-278.
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16 V. Stalkenas

Mes siek tiek arciau priartésime prie informacijos jprastinés sampratos,
jeigu galimas baigtis Zymesime kokios nors abécélés raidémis. Pagaliau mate-
matiniam tyrinejimui visai nesvarbu, koks tas eksperimentas, kurio baigtys yra
abéceles raidés. Svarbu, kad jos mums atsitiktinai pasirodo. Taigi prieiname
prie tokio visal ,,sauso” informacijos Saltinio apibrézimo:

e informacijos Saltinis yra atsitiktinis dydis X, jgyjantis reiksmes i§ baigtinés
aibés A = {ay,as,...,an} (abécélés).

Nors tai siek tiek juokinga, bet i besiartinant] pasnekova galime zvelgti
kaip j atsitiktin] dydi, kuris tuoj tuoj jgys reiksme.

O dabar ismokime matuoti informacijos kiekj, kurj suteikia saltinio perduo-
tas simbolis. Jeil pasnekovas pradeés pokalb) zodziu ,labas®, tai musy nenuste-
bins, taciau Zodis ,,sudie” suteiks daug peno apmastymams apie jo bikle. Taigi
simbolial perduoda skirtinga informacijos kieki.

Panagrinékime tokj paprastg pavyzdj. Tarkime, ,,Zalgirio® futholo klubas
susitinka su Mancesterio ,,United”, o mes, pasibaigus rungtyneéms, privalome
parasyti ataskaita, kurioje reikia isanalizuoti rungtyniy baigties priezastis. Ob-
jektyviai ,,United” yra stipresnis futbolo klubas, tad jel jis nugales, niekas per
daug nenustebs. Ir misy ataskaita nebus didele, parasysime keleta visiems
zinomy teiginiy ir viskas. Tadiau jeigu ,,Zalgiris® pasiekty lygiasias, tikriausiai
analiznodami surastume daug jdomiy dalyky. Galbiit ,Zalgirio® klube suzibo
nauja Zvaigzdé, o gal ,,United® klube reikalai paslijo. O jeigu ,,Zalgiris* laiméty?

Taigi jau galime formuluoti i3vada:

o atsitiktiné baigtis suteikia tuo daugiau informacijos, kuo mazesné tikimybe,
kad ji pasirodys.

Grijskime prie formalios informacijos Saltinio savokos. Tarkime, saltinis

X gali perduoti abécélés A = {aj,as,...,a,} simbolius su tikimybeémis
PLaP2, .-, Pn. Tarsime, kad visos tikimybeés teigilamos: p; # 0. Uzrasas
P(X = a;) = p; reiskia, kad simbolio «; pasirodymo tikimybé yra p;. Pa-

bandysime nustatyti, kaip reikty skaic¢iuoti simbolio @; perduodamsg informa-
cijos kieki I(a;). Aisku, kad informacijos kiekis nei padides, nei sumazes, jeigu
raide a; pakeisime kokia nors kita raide. Taigi informacijos kiekis priklauso
ne nuo to, kokios abécélés raidés yra naudojamos, bet nuo paciy tikimybiy.
Zengéme dar vieng zingsnelj aiskindamiesi, ko gi i§ tiesy norime. Informacijos
kiekiui matuoti reikia sukonstruoti funkeija f : (0,1] — [0,00). Tada simbo-
lio, kurio pasirodymo tikimybé lygi p, suteikiama informacijos kiekj reiksime
dydziu |
I(a) = f(p)-

Taéiau kokias funkcijas siam tikslui pasitelkti? Vienas reikalavimas beveilk

nekelia abejoniy:
o f(u) turi biiti tolydi, grieztai monotoniskai mazéjanti funkcija, f(1) = 0.

Salyga f(1) = 0 reigkia, kad, miisy manymu, simbolis, pasirodantis su
tikimybe 1, t. y. visada, nesuteikia jokios informacijos.
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Pusamzeé teorija I

Noredami suformuluoti kitg salyga, jsivaizduokime, kad simbolis @ sudary-
tas 18 dviejy daliy: @ = aias. I§ pradziy pasirodo raidé a;, o po to — neprik-
lausomai nuo pirmosios ir antroji raidé ay. Tarkime, kad raidés a; pasirodymo
tikimybe yra p, tada ji -mums perduoda informacijos kieki f(p). Jeigu raidés
az pasirodymo tikimybeé lygi ¢, tai ji perduoda informacijos kieki, lygu f(q).
Taigi i§ viso simbolio a = aja, pasirodymas suteikia f(p)+ f(¢) informacijos.
Kadangi a pasirodymo tikimybé lygi pg, tai turi biiti:

o flpa) = f(p)+ f(g) su visais p,q € (0,1].

Pasirodo, kad funkeijy, tenkinanéiy abi sglygas, néra tiek daug. Tai yra
logaritmy seima

1
fd(p) =10gd5, d>1.

Galime pasirinkti vieng i$ ju. Geriausiai tinka logaritmas, kurio pagrindas
d = 2. Taigi nuo $iol informacijos kieki, kurj suteikia simbolis, pasirodantis su
tikimybe p > 0, matuosime dydziu

1
I(p) =log, —.
(P) 08, D

Jei simbolis pasirodo su tikimybe 1/2, tai jo pasirodymas suteikia viena in-
formacijos vienety, kurj vadinsime bitu. Taigi metus simetriska monetg, tiek
skaitiaus, tiek herbo pasirodymas suteikia po bita informacijos.

Galime apibrézti ir viso informacijos $altinio X, perduodanéio simbolius
ai,dz,...,an su tikimybémis pi,ps,...,p,, informatyvuma. Ji reiksime dy-
dziu

. 1 1 1
H(X) = p1logy — + palogy — + ... + pplog, —.
P P2 Pn
Sis svarbus dydis vadinamas saltinio entropija. Tai tiesiog atskiry simboliy
suteikiamy informacijos kiekiu matematinis vidurkis.

» Tikrieji* informacijos saltiniai perduoda anaiptol ne po vieny raide. Ta-
¢lau jau visai nesunku priartinti miisy ,,matematinio® saltinio savoka prie ,,tik-
ryu” saltiniy.  Informacijos saltiniu, perduodanéiu n ilgio simboliy sekas,
vadinsime atsitiktiniy dydziy seka

'l s r
—X].?-X'QJ oo ;-Xn.;

d¢la kiekvienas dydis jgyja reiksmes i abécéles A = {ar,as,...,a,}. Galime
nagrineti netgi begalines simboliy sekas perduodanéius galtinius.

Realioje kalboje kiekvienas kitas garsas (arba, jei kalba uZrasyta, raide)
néra nepriklausomas nuo kg tik istartojo. Juk jeigu istartas garsas ,,v*, tai
mazal tikétina, kad kitas bus ,f*. Taéiau visiskos priklausomybés taip pat
nera. Kitaip i anksto Zinotume visa, kas bus pasakyta (kartais taip ir bina).
Paprasciausias saltinio atvejis - kai visi dydziai yra nepriklausomi. Tok; saltin}
vadinsime Saltiniu be atminties. Suprantama, realfis Saltiniai néra saltiniai be
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18 V. Stakenas

atminties, taciau priklausomybé yra tuo mazesne, kuo simboliai garsy ar raidziy
cileje yra toliau vienas nuo kito.

Didziyjy skaic¢iy désnis ir kodavimas

Kiekvienas informacijos §altinis turi savy bruozy, pavyzdziui, abecéle. Kita
vertus, informacijos saltinio generuota simboliy seka turi bati tam tikru badu
uzradyta, kad fizinial perdavimo kanalai galéty ja perduoti. Skaitmeniniams
kanalams biitina, kad viskas bty uzrasyta dvinarés abécéles B = {0,1} sim-
boliais.

Taigi akivaizdi butinybeé vienos abécéles simboliy srautg keisti kitos abecéles
simboliy srautu, t. y. koduoti. Aptarkime formalias tokio kodavimo salygas
labai paprastu atveju. Informacijos saltinis perduoda mums abécélés A =
{a1,aa,...,a;,} simboliy srauta, kur] skaidome N ilgio blokais (zodziais), o
pastaruosius biitina keisti vienodo ilgio abecélés B = {b1,b2,...,bx} simboliy
blokais (zodziais). Kokio ilgio B abecélés ZodZius reikia naudoti? Skirtingu
A abécélés N ilgio zodziy yra LV; jei naudosime M ilgio B zodzius, ju
turésime KM, Kad jy uztekty visiems galimiems A Zodziams koduoti, turi
biiti patenkinta salyga

M log, L
M s N arbe o, R 1
K = I arba N Z Tog, K (1)

Santykis M/N rodo, kick B abécélés simboliy tenka vienam A abécélés sim-
boliui koduoti.

Tarkime, kad B abécélés zodzius perduoda koks nors fizinis kanalas, tu-
rintis jam biidingg perdavimo greitj, kurio vir§yti nejmanoma. Dél paprastumo
tarkime, kad vieng B abécélés simbolj kanalas perduoda per viena salygin]
laiko vienets (pavyzdziui, mili-, mikro- sekunde). Tac¢iau mums riipi abeceles
A simboliy perdavimo greitis. Kadangi N ilgio A Zodziui perduoti kanalas
sugaista M laiko vienety, tai vienam simboliui perduoti sugais o = M/N.
Pavadinkime & dydj perdavimo sanaudomis (atvirkstinj dydj, kuris reiskia per
viena laiko vieneta perduodamy A simboliy skai¢iy, galétume pavadinti per-
davimo greic¢iu). Aisku, kad perdavimo sgnaudos priklauso nuo to, kaip A
7odzius koduojame B ahécelés Zodziais. Taclau 18 (1) sgrysio matome, kad
perdavimo sanaudoms teisingas ivertis

logy L

= log, K

Pavyzdziui, jeigu A yra lietuviy kalbos abécéle (L = 32), o B = {0,1}, tai
perdavimo sanaudos negali buiti mazesnes uz

log, 32 o

log, 2
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Pusamzeé teorija 19

laiko vienetus vienam simboliui. Nejau nejmanoma paspartinti perdavimo?
Isvesdami (1) sarysj buvome nepaprastai pedantiski: riipinomeés, kad visiems
N ilgio A abécélés zodziams uitekty B abécélés zodziy. Jei A yra lietuviy
kalbos abécélé, tai daréme prielaida, kad, pavyzdziui, gali tekti koduoti ir tokius
zodzius: zzzgh..... rrttzz. Galbit tokie Zodziai ir gali pasitaikyti kokiame nors
keistame literatiiriniame tekste.

O dabar apie didZiyjy skai¢iy désnj. Tiesa sakant, visi ji #ino ir juo pasik-
liauja. Norédamas objektyviau jvertinti moksleivio zinias, mokytojas isveda
aritmetinj pazymiy vidurkj. Ir moksleivis, ir mokytojas neabejoja, kad arit-
metinis vidurkis objektyviau atspindi Zinias ir sugebejimus negu bet kuris vienas
pazymys. Kodel?

Panagrinekime 8ia situacijg ,,grynesniu pavidalu. Atlikime mintinj ekspe-
rimenty: jsivaizduokime, kad didelis skaicius losejy (tarkime, N a2 1000 ) po
didelj skai¢iy karty (tarkime, n ~ 100.000 ) meta po simetriska logimo kauliuka,
0 po to skai¢iuoja aritmetinj iskritusiy akuéiy vidurkj. Misy praktiné nuojauta
sako, kad daugumai loséjy akuéiy 1,2,3,4,5,6 pasirodymuy skai¢iai nedaug skir-
sis: n

N "Ny RNy RNy RNy R Ng ~ E
Tada Zymedami X; k-uoju metimu iskritusiy akuéiy skaiély, dauguma losejy
gaus tokj rezultaty:
Xi+Xo+...+ X, :1_Z"L_1+2.17£+”.+6. ng
n

1 n

— & 3, 5.
n

Jeigu kiekvienam loséjui bus duota po vienodg nesimetrizka kauliuka, kurj
metant akutes 1,2,...,6 krinta su tikimybémis py,ps,...,ps, tai dauguma
logéju gaus toki rezultata:

:X—l +X2+---"|‘-X-—n

n

Sis tvirtinimas ir yra didziujy skaiciy désnis. Pabandykime ji isreiksti
grieztesne matematine kalba.

Didziyjy skaiciy désnis. Tegu atlikta n nepriklausomy to paties at-
sitiktinio dydzio, jgyjancio skaitines reiksmes wx1,za,...,2, su tikimybémis
P1,D2;- -, Pn, stebéjimy. Jeigu X\, X,,..., X, yra siuose stebéjimnose gautos
reiksmeés, tai

mn

Xi4+X+.. .+ X, .
P( 1A v zM’X)zl; (2)
cia MX =a1p; + zapa+ ... + Tupn.

Nors tokia formuluoté pakankamai gerai perteikia didziyjy skai¢iy deésnio
esme, tadiau matematiniu pozitiriu turi dideliy trikumy. Juk simbolio =
reik§me gana miglota. Suteike jam grieita prasme, gausime tokia didziyjy
skai¢iy désnio formuluote.
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20 V. Stakeénas

DidZiyjy skaiciy désnis. Tegu atliekama n nepriklausomy to paties
atsitiktinio dydzio, jgyjancio skaitines reiksmes z1,29,...,x, su tikimybémis
P1,P2y---,Pn, stebejimy. Tegu X,,X5,..., X, yra siuose stebéjimuose gautos
reilismes. Tada bet kokiems teigiamiems skai¢iams €,§ egzistuoja toks skaicius
no = ng(e,d), kad

X X o+ X N .
P(‘ s 2,+ * —M'_X‘Ss)zl—b,

n
kai n > ng, ¢la MX =ax1p; +aopa + ...+ Znpa.

Didziyjy skai¢iy désnj pirmasis suformulave Jakobas Bernoulli (1654-1705), Zymio-
sios matematiky Bernoulli dinastijos pradininkas. Pirmoji uZuomina apie didziyjy
skai¢iy desn] Bernoulli matematiniame dienorastyje labai paprasta ir aiski: ,AS
maziau nukrypstu nuo tikrojo santykio, kai stebiu daugiau karty*“. Désnis sufor-
muluotas pagrindiniame Jakobo Bernoulli’o tikimybiy teorijos veikale ,, Ars Con-
jectand? (Speéjimo menas), kuriuo, galima sakyti, prasidéjo tikroji tikimybiy teori-
jos raida. §j veikala, praéjus aStuoniems metams po autoriaus mirties, isleido jo
stinénas Nicolas Bernoulli. Jakobui Bernoulli priklause ir daugelio kity matema-
tiniy atradimy autorysté. Jis ypac Zavejosi jo pabies {yrinéta logaritmine spirale.
Si kreive su uzrasu Eadem mutata resurgo (pasikeitusi atgimstu tokia pat) igkalta
Jjo antkapyje. Panasiai galima btty pasakyti ir apie didziyjy skai¢iy desnj, kuris
Ivairiais pavidalais, bet nepasikeitusia prasme pasirodo jvairiuose matematiniuose

kontekstuose.

Kuo gi didziyjy skaiéiy désnis gali padeti kodavimui? Tarkime, kad salti-
nis, kurio informacija norime koduoti, neturi atminties, t. y. vienas simbolis
nedaro itakos véliau perduodamy simboliy pasirodymui. Tokj saltin] aprasysime
nepriklausomy atsitiktiniy dydziy seka

- "l s "

Xy, X9, X3, .0
¢ia X, igyja reik$mes i§ abécéles A = {a1,as,...,ar}. Be to, tarkime, kad
tikimybé P(X; = ar) = p(ar) priklauso tik nuo ag, t. y. visi X; igyja
reikdmes i A su vienodomis tikimybémis. Tarkime, saltinio perduodamag

simboliu srauta stebime tol, kol perduodamas N ilgio Zodis. Jeigu gavome
7od] © = z129...2,, tal jo perduotas informacijos kiekis lygus

Iz)=1I(x1) + I(z2) + ... + I(zy).
Kadangi informacijos kiekis priklauso tik nuo tikimybiy, tai
1
plax)

I(z) = I(p(e1)) + I(p(22)) + - + I(p(wn)),  I(p(zx)) = log,
Zodis @ yra atsitiktinis, sudarytas i§ n nepriklausomy komponendciy, taigi sia
lygybe galime interpretuoti kaip skaitines reiksmes jgyjancio atsitiktinio dydzio

n nepriklausomy stebéjimy rezultaty suma. Tada pazymeéje

1
},'_ == I T ] 1 Yy ——
k= I(p(wr)) = log, o)
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Pusamzeé teorija 21

siems dydziams (2) didziyjy skaidiy désnj galime uzrasyti taip:

I() h+Ye 4.+ Y, 1 1
P( no n ~ p(a1)log, o) +...+p(an)log, p——)
Tadiau

1 1
H = p(ai)logy —— +... + pla,)log, ——
p( 1) &2 p(ﬂ'l) ( ) g2 P(Cﬂn)

yra Saltinio entropija. Taigi

P(I(w) .-"::_H) ~ 1.

n

Gavome, kad su artima vienetui tikimybe 3altinis perduos n ilgio zodj, kurio
informacijos kiekis

I(2) = I(p(x)) = log; = ~ n (3)

¢ia p(xz) yra Zodzio z pasirodymo tikimybé. Tokius Zodzius vadinsime ti-
piniais, likusieji pasirodo retai, taigi kyla noras ju visai nepaisyti. Kiek yra
tipiniy Zodziy? Kadangi kiekvieno tipinio Zodzio = pasirodymo tikimybei i&
(3) gauname sarysj

p(z) =27 "H
o tipiniy Zodziy tikimybiy suma artima vienetui, tai tipiniy zodziy kiekiui T
gauname sarysj

- Z pla) = T2"“‘H, T paignd,

r—tipinis

Pasireme gautomis i§vadomis, suformuluckime nauja saltinio perduodamo
informacijos srauto kodavimo strategija:

e pasirinkime N pakankamai didelj, informacijos srauta skaidykime i N
ilgio blokus (zodZzius);
® | pasitaikancius netipinius Zodzius nekreipkime démesio, jy pasirodymo
tikimybé labai nedidelé, jei n parinkome pakankamai dideli;
e tipinius Zodzius, ju yra = 2"¥ | koduokime to paties ilgio M abécélés B
zodziais.
Kokio ilgio abécélés B Zodzius reikia naudoti, ir kiek B simboliy reikes
vienam A simboliui uzkoduoti? Nuo to priklauso perdavimo greitis.
Jeigu naudosime M ilgio B Zodzius, tai kad juy uztekty visiems tipiniams
zodZiams, turi biiti
(M 9N,
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¢la I{ — abecéles B simboliy skaicius. Taigi vienam A simboliui koduoti sunau-
dojama,

M _H
N " log, K

abécélés B simboliy. Silygybé atskleidzia dar vieng poziiiri j entropija: entropija
lygi vienam abeécéles A simboliui koduoti sunaudojamy dvinares abécéles 3 =
{0, 1} simboliy skaiéiui, kai koduojaimni tik tipiniai Zod#iai.

Jeigu lietuvigkai kalbant] saltin] interpretuotume kaip saltin] be atminties
ir apskaléiuotume jo entropija, gautume H = 2, 6. Taigi koduojant pakankamai
ilgus tipinius fragmentus ir nekreipiant demesio } netipinius, vienam simboliui
sunaudojama mazdaug 2,6 dvinarés abécélés simboliy. Lyginant su , kodavimu
be nuostoliy®, perdavimo greitis padidéja beveik dvigubai. SuZinojes tokia gali-
mybe, skaitytojas gali paklausti, kaip konkreciai §; efekty pasiekti. Kaip daznai
daro teoriniy moksly atstovai, atsakysime: tai jau visiskai kitas klausimas!

Koduojami tik tipiniai Zodziai!

Nevienodo ilgio ZodZiy kodai

Ankstesniame skyrelyje aptaréme galimybe pagreitinti informacijos per-
davima koduojant tik , tipinius® §altinio perduodamus zodZzius. Sitaip elgiantis,
witenka trumpesniy i§ abécélés B simboliy sudaryty kodo Zodziy. Netipiniy,
retai pasitaikanéiy zod#iy i3vis nekoduojame. Taigl kartais Saltinio informacija
ignoruojame, kal jis, musy manymu, ,nusisneka®. Gali kilti mintis, kad ir | juos
galétume kaip nors reaguoti, pavyzdziui, koduoti ilgesniais zodZiais nei tipinius
kodo zodzius. Sitaip prieiname prie nevienodo ilgio zodziy kodo 1d¢jos.
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Pusamze teorija 23

Si idéja kur kas senesné uz informacijos teorija. Tekstams perduoti savo
sukurtu aparatu S. Morzé sukiiré ir koda, kurio #odziai sudaryti i§ pasikarto-
janéiy dviejy simboliy: tasko ir briiksnio.

Morzes kodas

Qa0 Q W
|
ZEE R -
|
|
CHwILOHPO
|
|I
|
N <M S <
|
|

Nesunku suprasti, kuo S. Morzé rémési sudarydamas savo koda. Dazniau
pasitaikancios raidés koduojamos trumpesnémis, re¢iau — ilgesnémis sekomis.
Akivaizdu, kad tai paspartina operatoriaus darbg.

Griskime prie miisy matematinio informacijos $altinio. Tarkime, atsitik-
tiniai dydziai

X, Xo,...

apraso neturint] atminties Saltinj, t. y. X; nepriklausomai vienas nuo kito
1gyja reikdmes i§ abécéles A = {a1,...,az} su tomis paciomis tikimybémis

P(Xi = ak) = Pk.

Tarkime, kiekvienam simboliui koduoti i§ abécélés B = {b1,...,bx} simboliy
sudareme po Zodj

ar =+ clar), clag)=0(k,1)b(k,2)...0(k,nt)
ir informacijos srautg koduojame simbolis po simbolio
aj aj, ... =+ claj Je(az,). ..,
tiesiog sujungdami A simboliy kodo ZodZius j vientisa seka.
Kiek vidutiniskai abécélés B simboliy panaudojome vienam A simboliui

koduoti? Jeigu kodavome pakankamai ilga A simboliy seka, tarkime, sudaryta
18 IV simboliy, tai ai,...,a; Sioje sekoje pasitaikeé tikriausiai mazdaug

Ny %plN, NQH]JZN, ceey NL%])LNL
karty. Zymédami kodo zodzio c(a) ilgi |c(a)|, rasime, kad i§ viso sunaudota
Nife(ar)[+Na|e(az)|+. ..+ Nple(as)l & N(pile(ar)|+pele(az)|+. . .+prle(ar)])
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24 V. Stakénas
abecelés B simboliy, taigi vienam abécélés A simboliui tenka mazdaug

ve = le(ar)|pr + le(az)|pz + ... + [e(as)|pL

B simboliy. Radome naudojamo kodo ¢ efeltyvumo mata. Pageidautina, kad
sgnaudas vienam A simboliui apibiidinantis dydis v. biity kuo mazesnis.

Koduojant nevienodo ilgio zodZiais $altinio perduodamus simbolius, iskyla
stal koks klausimas. Ar tikrai jmanoma pagal koda atkurti pradine saltinio
informacija? Pavyzdys padés mums suprasti problema.

Cy C 3 C 4

Ch

Al o0 | O 0 0
0
1

B 1 10 01
C 00 |110 | 011
D|10 | 11 |111 |O111

Lenteléje keturiems abecélés A simboliams koduoti nurodyti keturi dve-
jetainial kodai. ISkart matyti, kad C) kodas niekam tikes. Antrasis irgi ne
geresnis: jel gavome 00, tai nezinia, kurj i§ atvejy

AA +—3 00, Cr— 00

jis atitinka. KKodai C3,Cy yra geri: jais uzkoduota pirmine informacija visada
galima atkurti. Taéiau jie skiriasi vienu subtiliu bruozu. Noréedami ta skirtumg
surasti, nustatykite, kokia pradiné informacija turi buti daugtaskiu vietoje:

f

C;; 4
— 101100, ... +—— 0111010.

Taigi Cj,Cy — i88ifruojami kodai.

Kodu C3 koduota simbolj galima atkurti vos tik gavus ji atitinkant] kodo
zodi, o kodu Cy — ne. Sig kodo C3 savybe lemia tai, kad joks C zodis néra
kito &io kodo #odZio pradzia (priesdélis).” Tokius kodus vadinsime p kodais.
Taigi geriausia kodavimui naudoti p kodus. Tik ar visada juos galime sudaryti
tokius, kokiy norime?

Pavyzdziui, ar galime sudaryti p koda 5 simboliy abéceélei koduoti dveje-
tainés abeceéles B = {0,1} zodziais, kad jy ilgiai bty 2,2,4,4,57 Atsakymy
1948 metais suformulavo MIT? studentas L. Kraftas savo magistro darbe.

Krafto teorema. Tegu B yra abécélé, turinti I{ simboliy, o ni,...,n
— natiiralieji skaiciai. Abécélés B zodziy p kodas wy,z2,...,2s, |2 = ni,
egzistuoja tada ir tik tada, kai teisinga nelygybe

E™M 4K ™4 +K™<1

3 Massachusetts Institute of Technology.
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Kadangi
19
R, N N e L P 5 < 1,
tai atsakymas j ankséiau iskelts klausima teigiamas.
Jau iSsiaiskinome, kad 3altinio, kurio simboliai ai,...,a; pasirodo su
tikimybemis p(a1),...,p(ar), kodavimui geresnis tas kodas c(a),... yelar),

kuris turi mazesnj vidutinj zodzio ilgj
ve = |c(a1)lpr + |e(az)lpz + ... + |e(ar)|ps.

Kokias reiksmes gali jgyti &is dydis? Atsakymas gliidi kito je Shannono teore-
moje.

Shannono teorema. Kickvienam p kodui, sudarytam i§ abécélés B =
{b1,b2,...,bx} Zodziy, teisinga nelygybé

c > - —
e log, K
¢ia
H = p1logy — + palogy — + .. + pp logy —
=p1logy —+palogy —+... 4+ prlog, —
&2 " B2 2 &2 pp
yra Saltinio entropija. Kita vertus, egzistuoja p kodas, kuriam teisinga nely-
gybe

Lo .
Ve R K T T

Taigi visada egzistuoja toks kodas, kuris vienam $altinio simboliui ko-
duoti naudoja ne daugiau kaip 1+ H/log, K abécélés B simboliy. I tikryjy
Saltinio simboliy tikimybéms pi,...,pr apibrézkime natiiraliuosius skaicius
ni,na,...,nr, kad galioty nelygybés

K~ g p; « KM+, (4)
¢la I yra abécélés B simboliy skaidius. Kadangi
KM 4K ™4+ K™ <pi4pp+...4+pp =1,

tai 1§ Krafto teoremos gauname, kad p kodas ¢ su ilgio ng,...,n; #odziais
egzistuoja. I8 (4) isplaukia nelygybé

tai kodo vidutiniam Zodzio ilgiui teisingas jvertis

1 1 il
= < ilog — i Pk
v nip1 + Na P2 + o NLPL & 1052 K ZP 96 Pi + Zz:p 1Og2 K T
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26 V. Stakénas

Sis kodas vadinamas Shannono-Fano kodu. Taéiau ar toks kodas tikrai pats
geriausias? Ne. Tuo galite jsitikinti surade Shannono-Fano kodo #Zodziy ilgius
Saltiniui, su tikimybémis p; = 27% p, = 1 —27% perduodanéiam abéceles A =
{1,2} simbolius, koduoti, kai kodo abécélé dvinare: B = {0,1}. Akivaizdu,
kad optimalus kodas yra toks: ¢(1) = 0,¢(2) = 1. Shannono-Fano kodas daug
blogesnis.

Tad kaip sudaryti patj geriausig koda? Sjkart nebandysime igsisukti nuo
atsakymo.

Optimalus kodas

Isivaizduokime 3altinj, perduodantj savo abécélés simbolius su tikimybémis
P1,P2,...,Pn. Siuos simbolius mums reikia koduoti dvinarés abécélées B = {0, 1}
zodziais, kad sudaryto kodo vidutinis Zodziy ilgis buty kiek galima maZesnis.
Pats geriausias siuo pozitiriu (optimalus) kodas egzistuoja. Jeigu zinotume
tik tai, i to naudos biity ne kazin kiek. Svarbu turéti taisykles (algoritma),
kuriomis vadovaudamiesi visada galétume 3 koda sudaryti. Tokj algoritmag
sugalvojo kitas MIT studentas D. A. Huffmanas, o kodo idéja jam kilo be-
sprendziant informacijos teorijos nami uzduotj.

Sj algoritma patogiausia paaiskinti naudo jantis kody ir medziy rysiu. Zino-
ma, naudosime ne tikrus, bet matematinius medZius, tokius, kaip pavaizduota
1 brézinyje.

lapas

gaknis
1 breéz. 2 bréz.

Taigi miisy medis yra grafas, turintis vienintele apating virSune, kuria
pavadinsime ,$aknimi®. I§ virSutiniy virdtiniy neiSeina jokios Sakos, jas mes
vadinsime ,Japais®. Pastebékime, kad i§ kiekvienos virsiinés iseina ne daugiau
kaip 2 sakos, o i§ Saknies j kiekviena lapg veda vienintelis kelias. 1 brézinio
medj vadinsime dvinariu med#iu, nes i§ jokios virdines neieina daugiau kaip
2 gakos. Medj, kuris turi virdfiniy su r Sakomis, bet ne daugiau, vadinsime
r-nariu medziu. Pavyzdziui, 2 brézinyje pavaizduotas medis yra trinaris.

Tarkime, kad nusibraizéme kokj nors r-narj medj. Pagal § medj sudary-
sime kodg 18 B = {b1,ba,...,b,} abécélés zodziy. Jeigu nusibraizéme dvinar]
(kaip 1 brézinyje) medj, naudosime dvinare abecéle B = {01}
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Pradekime nuo saknies. I$ jos igeinanéioms sakoms priskirkime skirtingus
simbolius. Po to tai padarykime $akoms iseinantioms i§ kity virgtiniy, ir taip
toliau. Galimybiy yra ne viena.

Jeigu visoms Sakoms jau priskyréme po simbolj, grizkime prie saknies ir
keliaukime nuo jos j kiekviena lapg, rasydami paeiliui sutinkamus simbolius i
eilute. Kiekvieng keliag nuo saknies iki lapo atitinka vienas abécélées B simboliy
zodis. Pavyzdziui, 1 bréZinio medj su pavaizduotu simboliy priskyrimu $akoms
atitinka tokia Zodziy aibé (kodas):

101; 111; 110; 01; 001.

Pastebekime, kad is kody sudarymo biidas visada duoda tik p kodus, t. y. ne
vienas zodis negali biiti kito pradzia.

P P2 P3 P4 DPs
-] e ] Y ®
(pl = 0.125,])3 =Pg = Py = (]_25)

i 3.1 bréz.

P3 P4 P4 Ps
[ ] [ ] [ ] [ ] (]
Py =p1+ p2
Py + p3
3.2 breéz. 3.3 breéz.
a Qs as ay as
3.4 brez. ; 3.5 bréz.

Dabar jau galime pereiti prie Huffmano kody sudarymo. Juos konst-
ruosime 18 anksto nusibraize kodo medj. Tarkime, $altinis perduoda abécélés
A = {a1,as,...,a,} simbolius su tikimybémis P1,DP2,--.,Pn, 0 juos koduoti
norime dvinarés abécélés zodziais. I8 pradziy paZymékime lapus, ju bus ly-
gial n, juos atitinka A simboliai, taip pat &y simboliy tikimybeés (zr. 3.1
brézinj). Suraskime maziausias tikimybes (tegu tai biina p1,p2 ) ir idveskime
15 jas atitinkan¢iy virstniy Sakas i bendrg virstne, kaip parodyta 3.2 brézinyje.
Siai bendrajai virstinei priskirkime nauja tikimybe p} = p; + py. Dabar iesko-
kime dviejy maziausiyjy tikimybiy tarp P1,P3,- .-, pn. Galblit maZiausios bus
P, ps. Jas vél sujunkime, nanjajai virsiinei priskirkime tikimybe p) + ps ir taip
toliau. Sitaip galy gale gausime dvinarj medj, kaip pavaizduota 3.5 brézinyije.
Toliau — viskas paprasta. Anksé¢iau aptartu biidu sudarykime kokj nors kodg.
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28 V. Stalkenas

Simbolis a; koduojamas tuo ZodZiu, kuris atitinka kelig, vedant] i§ Saknies j
simbolio «a; lapa.

O stai kas yra svarbiausia:

Huffmano algoritmu sudaryti kodai yra optimaliis!

Pasitreniruokite: kokiu dvinariu kodu geriausia koduoti simbolius, pasiro-
dancius su tikimybeémis

0,05; 0,05; 0,1; 0,1; 0,2; 0,25; 0,257

Nors Huffmano sprendimas nuostabus, gery saltinio kody ieskojimo istorija
tuo nesibaigia. Juk praktika visada kelia savy reikalavimy. Gerai, jei koduo-
jamas Saltinis yra istyrinétas ir simboliy pasirodymo tikimybés zinomos. O
jeigu ne? Jei koduoti tenka 8altini, su kuriuo pirmakart susiduriame? Taigi
atsakymai visada kelia naujus klausimus.

Informacija ir triuksmas

Kas nesusierzino, neisgirdes svarbios Zinios deél triuksmo? TriuksSmg mes
suprasime savotiskai: tai informacijos perdavimo kanalo savybe, deél kurios in-
formacija gali pasikeisti. Pavyzdziui, ] pazymiy knygele mokytoja jrage 3, o
pakeliui | namus 3 pavirto j 8. Nes kaltas ¢ia trinksmas!

Kadangi kanaly be triukémo nebtna, reikia sukti galvg, ka daryti, kad
triuksmas neuzgozty svarbios informacijos. Mokytojai bepigu — ji gali pazymi
koduoti raidémis ir sitaip isvengti triukémo jtakos. Elektroniniy rysiy kanalais
keliaujanti informacija ~ nuliy ir vienety srautai. Tadlau ir §iuo atveju molky-
tojos strategija efcktyvi: pries patikint vertings informacijg perdavimo kanalui,
reikia ja tinkamai paruosti (koduoti), atsizvelgiant j iskraipymo galimybes. Kaip
tai daroma — svarbi teorija, o kartu ir praktiniai sprendimai. Panagrinésime vos
viena paprasta situacija. Kartais pakanka zinoti, kad jvyko klaida. Nustacius,
kad priimta informacija klaidinga, kartals jmanoma paprasyti siuntejo, kad
pakartotinai perduoty ta pacia informacija.

Visi daugybe karty matéme ant prekiy etikeéiy
balta stadiakampi, kuriame nubraizyta nevienodo sto-
rio juody briikéniy tvorele. Po ja — 13 skaitmeny.
Briiksniais ir skaitmenimis uzrasyta ta pati informa-
cija apie preke. Tai EAN (Buropean Article Numer-
ation) sistema. Skaidiai uzradyti zmogui, o briksnial
— optiniam-elektroniniam skaitymo jrenginiui. Skai-
tant informacija, pasitaiko klaiduy. Kaip bent daugu-
mos ju i§vengti, kad klaidingai perskaityta informacija
nesukelty netvarkos prekiy apskaitoje? Reikia, Lkad
pats jrenginys galety signalizuoti, kad kazkas ,itarti-

na‘.
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Panagrinékime, kaip tai daroma EAN sistemoje. Cia informacija apie
preke uzrasoma i3 tiesy tik pirmaisiais 12 skaitmeny. Paskutinis — trylikta-
sis pridétas tam, kad prietaisas (arba zmogus) galéty pasitikrinti, ar informa-
cija tikrai teisingai perskaityta. Skaitmenys Xi, X, ... ,X12, kuriais uZrasyta
prekes pagaminimo Salis bei kita informacija, ir kontrolinis skaitmuo Xi3, susije
kontroline lygybe

AX] -} 3.’(2 + ‘Xg + 3_)(4 +...4+ 3X10 + Xl] + 3X12 + X13 = O(mod 10)

Zymuo = O(mod 10) reiskia, kad lygybés kairiosios puses skaidius turi dalytis
15 10. Taigi perskaites visus skaitmenis, jrenginys tikrina, ar teisinga kontroliné
lygybé. Jeigu ne — konstatuojama, kad informacija perskaityta klaidingai. Sis
kontrolinio simbolio metodas visada nustato, kad ivyko klaida, jeigu neteisingai
perskaitytas tik vienas simbolis. Jeigu neteisingai perskaityti du ar daugiau
skaitmeny, klaidingas nuskaitymas gali biiti nepastebétas. Pavyzdziui, jeigu
skaitmuo X; perskaitomas kaip X3, o X3 - kaip X;.

Vienas papildomas kodo simbolis leidzia kai kuriais atvejais nustatyti, kad
perduodant jvyko klaidos. Gali kilti mintis, kad pridéjus daugiau simboliy,
kodas taps dar ,gudresnis“ ir sugebés daugiau. Teisinga mintis! Panasiai
elektroniniy skaiiavimo maginy eros ausroje galvojo ir R. Hammingas: jei
masina sugeba surasti klaida, kodél negaléty jos ir i5taisyti?

Paaiskinsime, kaip naudojantis Hammingo kodu galima i8taisyti jvykusig
perdavimo klaida.?

Sudarysime koda 16 simboliy abécélei koduoti. Tuos simbolius uZraSysime
nuliy ir vienety ketvertais (Zodziais):

0000, 0001, 0010, ..., 1110, 1111.

Pries perduodami Zodj wjzsa3z4 i kanala, ji pailginsime, pridédami dar tris
simbolius 5,2, 27, kurie sudaromi pagal tokias taisykles:

Ts = T2 + 3 + T4,

Tg = &1 + 23 + 24,

Ty = I + Lo +.’E4;
¢ia sudétis atliekama moduliu 2, t. y. sudedant reikia naudotis taisyklemis
0+0=14+1=0,0+1=1. Pavyzdziui, jeigu norime perduoti Zodj 1011, tai

pridéje tris simbolius, j kanalg perduosime zodj

L1234 L5y = 1011010. (5)

Norintys suprasti, kodeél i procediira veikia, turéty pavartyti kokia nors kodavimo teori-
Jos knyga, pavyzdziui, V. Stakénas, Informacijos kodavimas, Vilniaus universiteto leidykla,
1996.
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I kanalg perduotas zodis zjzpzsz4zszezy gali buti idkraipytas, ir gavéja
pasieks jau galblit kitas zodis zfzjzjeizseies. Tarkime, kanalas gali iskraipyti
daugiausia vieng perduodamo zod#Zio zizor324252627 simbolj. Pavyzdziui, pa-
siuntus (5) zodj, gavéja pasieke

Bidstad) tads s = 1010010, (6)

Kaip nustatyti, kurie gauto Zodzio simboliai teisingi, kurie ne? Misy kodas
sukonstruotas taip, kad gavejas pagal gautajj Zodj gali nustatyti, kur] simbol;
reikia pakeisti. Naudodamas sudét] moduliu 2, jis turi suskaiéiuoti tris dydzius:

* * * *
S0 =&y + &3 + 25 + 27,
* * * *
81 =&y + x5 +wg + Tq,
|* -* .-* ‘*
Ty + x5 F g+ 2

52
ir sudaryti nattiralyjj skaiciy
k=sg-1+s7 2" +sg-22

Sis skai¢ius nurodo, kuris simbolis gautame zodyje afzjzjziziaias yra klai-
ﬂl!

dingas. [sitikinkite (5), (6) zodziy pavyzdziu, kad metodas tikrai ,,dirba”!
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