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Angly matematiko ir rasytojo C. L. Dod#sono (1832-1898) vardas jau Smeste-
léjo milsy Zurnalo puslapiuose. Ir dar kartosis. Tam yra svari prieZastis: 1998
- 100 = 1899 yra viena jo gyvenimo daty. Pats C. L. Dodzsonas tikriausiai
pastebéty, kad kitais metais bus ne maZiau svari priezastis apie jj parasyti:
1999 — 101 = 1899. Turésime tai galvoje.

Visi €. L. Dod#sona Zino kaip pasaky knygy apie Alisg autoriy Luisa Kerolj.
Maziau Zinomi jo matematiniai darbai ir jo sukurti uZdaviniai. Viena jo knygu
taip ir vadinasi: ,Vidurnakéio u#daviniai, sukurti bemiegémis valandomis®.
Pratarméje jis skuba nuraminti savo draugus, kad anaiptol neserga nemiga.
Jeigu ir tenka praleisti keleta bemiegiy valandy, tai tik del to, kad 18 vakaro
gerai pamiegojo. Taigi uzdaviniai néra vaistai nuo nemigos, veikiau nuo ikyriy
minéiy.

Miisy skyreliui parinkome keleta uzdaviniy is kitos jo knygos: ,lIstorija su

mazgeliais“.
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Du keliautojai 3 valanda dienos iséjo i§ viesbudio ir grizo tik 9 valanda
vakaro. Bekeliaudami jie buvo jkope i vieng kalng. Lygia vietove keliautojai ejo
4 mylias per valanda, i kalng — 3 mylias per valanda, i pakalng — 6 mylias per

valanda. Kokj atstuma jie nuéjo ir kada (pusés valandos tikslumu) buvo jkope
1 kalng?
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Du keleiviai isvyksta i§ stoties tuo padiu metu, bet priesingos krypties
traukiniais. Marsrutas yra uzdaras, todel traukinys, isvykes viena kryptimi,
grizta ] stotj po 3 valandy, kita kryptimi — po 2 valandy. Kiek priesingos
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krypties traukiniy sutiks kiekvienas Leliautojas savo kelionéje, jel traukiniai
abiem kryptimis isvyksta kas 15 minuéiy?

.13
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Mezgejos K, L ir M mezga $alikus. Per tg patj laika K numezga 5, o L —
til 2 salikus. Kol I{ numezga 3 salikus, M spéja numegzti 4. Penki M numegzti
salikai sveria tiek pat, kick vienas I{ numegztasis. Penki L megzti salikai sveria
tiek kiek 3 M salikai. Vienas L zalikas sildo tiek, kiek 4 M, o vienas K —
kiek 3 L salikai. Mezgéja laikoma tuo geresné, kuo ji greician mezga, kuo jos
Salikai lengvesni ir kuo geriau $ildo. Visos ios savybés (greitis, svoris, diltumas)
vertinamos vienodai. I uri mezgéja yra geriausia ir kuri blogiausia?

e.14
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Mety pradzioje do broliai tur¢jo po 1000 svary sterlingy. Po mety laiske
vienam pazjstamajam jie rase, kad laisko idsiuntimo dieng jie buvo kaip niekada.
artl 60 000 svary sterlingy sumos. Kaip tai jiems pavyko?

Paties L. Kerolio sprendimas: laisko igsiuntimo diena broliai vaikstinéjo prie Anglijos

banko pastato.

.15
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24 parselius reikia suvaryti j 4 tvartus taip, kad, apeinant juos vieng po kito,
parseliy skai¢ius lankomame tvarte bty artimesnis skai¢iui 10 negu parseliy
skai¢ius ankséiau aplankytame tvarte.

Nesunkiai surasite visus pareliy paskirstymo variantus. O stai paties L. Kerolio atsaky-
mas: 8, 10, 0, 6. DeSimt yra aréiau defimties negu 8. Kas gali biiti arciau deSimties uz paf)

skai¢iy 10?7 Niekas! Bet niekas (0) kaip tik ir yra trediajame tvarte!
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Skyrelj tvarko Giedrius Alkauskas

Sio skyrelio uzdavinius parinko Giedrius Alkauskas. Jie isdéstyti sunkejimo
tvarka. Primename, kad laukiame naujy uzdaviniy ir jau paskelbty uzdaviniy

sprendimy. Teisingus ir grazius sprendimus spausdinsime.
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Raskite visus trejetus z,y,p (@,y yra natiralieji skai¢iai, p — pirminis
skaidius), tenkinanéius lygybe p® —y® = 1.

a.82

(e oo
Tegu A;AyA3 Ay yra i apskritimg C jbréztas keturkampis. [rodykite, kad
egzistuoja apskritimo C' taskas M, kad

MA, — MAy; + MA; — MA; =0.

«.83
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Trodykite, kad natiiraliyjy skaiéiy aibe galima padalyti j du nesikertancius
poaibius A ir B, kad su visais k,1=0,1,2,... ir visais a1,az € A (a1 # az),

by,by € B (b1 # ba) biity teisinga
a1+a27é‘2k+2, b1+b2—‘,£2l+2

Irodykite, kad toks padalijimas yra vienintelis.

«.84

000

Plokitumoje nubréztas apskritimas C' su centru w ir spinduliu R. At-
stumas nuo w iki tiesés A lygus d,d > R. Tieséje A parenkami du taskai
M, N taip, kad apskritimas su skersmeniu MN iSoriskai liesty apskritima C.
Irodykite, kad egzistuoja toks taskas A, kad bet kuri nurodytu biidu parinkta
atkarpa MN i sio tasko matoma tuo paciu kampu.
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49 moksleiviai sprendzia tris uzdavinius. Kiekvienas uZdavinys vertinamas
sveiku skai¢iumi nuo 0 iki 7. Irodykite, kad egzistuoja du moksleiviai A ir B,
kad uz kiekvieng uzdavinj A gavo ne maziau baly nei B.

«.36
000

Ar jmanoma parinkti skai¢iy a(0 < « < 1), kad egzistuoty begaliné
teigiamy skaiciy seka {a,}, tenkinanti salyga

o'
14+ an4q San-l—;an, n=12...7

a.87
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Sveikyjy skaidiy seka {a,} apibrézta salygomis:

1 a? 1
a; =2, ay=1T, g Wl — — SE’ n 22

< n—1

Irodykite, kad su visais n > 1 skaicius a, yra nelyginis.
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Skyrelj tvarko Giedrius Alkauskas

w.26

xS

Ar skaiti aibe gali turéti neskai¢ia netuséiy poaibiy sistems, kad bet kuriy
dviejy $ios sistemos poaibiy sankirta biity baigtine aibe?

w.27

Lo o)

Irodykite, kad

u

(sinm Inz

lim —cosz)—dz =1—1;
: L

U— 00 1/u xT

¢ia v — Oilerio konstanta, t. y. skaifius, apibréziamas lygybe

1
v = lim (1+%+£+,“++——lnn).
2 n

n—oo 3

w.28
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Vienetinio ilgio apskritime atsitiktinai parenkama n tasky. Parinkimai
nepriklauso vienas nuo kito ir kiekvieno tasko pasiskirstymas ant apskritimo —
tolygus. Kokia tikimybe, kad atsiras uzdaras pusapskritimis, kuriam priklausys
visi parinktieji taskai?

w.29

000

Po vienu i§ trijy nepermatomy gaubteliy yra moneta. Zaidéjui sitiloma
pasirinkti vieng gaubtel] jo neatverdiant. I§ likusiy dviejy gaubteliy atvercia-
mas tas, po kuriuo nieko néra ir Zaidéjui sitiloma nuspresti: pasilikti 1§ pradziy
pasirinkta gaubtelj ar pakeisti jj kitu. Zaidéjas laimi tai, kas yra po pasirinktu
gaubteliu, taigi monetg arba nieko. Ar verta keisti pasirinkima?

Prie$ sprend#iant §] uzdavinj per tikimybiy teorijos pratybas, studentai buve paklausti,

kaip elgtysi. Dauguma buve linke pasikliauti pradiniu pasirinkimu. Ar jie teists?
Apibendrinkime uZzdavin]. Tarkime, kad yra n gaubtuveliy ir po m 1§

ju (1 <m < n—2) yra po monety (zaidéjas nezino, kam lygus skaicius m ).
Zaidimo taisykles tos pacios. Ar zaidéjui naudinga keisti pradinj pasirinkima?
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Sprendimai

Visus sprendimus pateiké Giedrius Alkauskas.

«.69
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Plokstuma padalyta j vienetinius kvadratus, kurie pakaitomis nuspalvinti
juodai ir baltai (kaip Sachmaty lenta). Kvadraty virsinés yra taskuose su
sveikomis koordinatémis. Kiekvienai teigiamy skaidiy m,n porai panagrine-
kime statyji trikampj, kurio viritinés turi sveikasias koordinates, o statiniai,
kuriy ilgiai yra m, n, eina kvadraty krastinémis. Visa juodosios trikampio dalies
plotg pazymekime Si, o baltosios - ;. Pazymeékime f(m,n) = |3, —Ss|. Ap-
skai¢iuokite f(m,n), kai m,n yra abu lyginiai arba abu nelyginiai. Jrodykite,
kad f(m,n) < §max{m,n} su visais m,n. Irodykite, kad néra tokios kon-
stantos C, jog su visais m,n f(m,n) < C.

Sprendimas. Tegu m ir n yra abu lyginiai (zr. 1 pav. AB = m, BC =
n ). Tegu SY, S5 yra stadiakampio ABCD juody ir balty kvadratéliy skaicius.
Panagrinéje staciakampj ABCD, jsitikinsime, kad

2f(m,n) =2|51 — Sa| = |ST — S5] =0.

Analogigkai, jei m ir n yra abu nelyginiai

| =

Iy

2f(m,n) =251 — S| =|Sf=83|=1, flmn)==.

NS

b

Jei m ir n yra skirtingo lyginumo, §is jrodymas jau nebetinka, nes spalvinimas
nebus simetriskas jstrizainés AC atzvilgiu.

A D - A

1 pav. 2 pav.

Dabar jrodykime nelygybe f(m,n) < max{m,n}/2. Jei m + n = 2!;3
teigin} jau jrodéme. Tegu m lyginis, n — nelyginis. Padalykime trikampj
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ABC' j du trikampius (zr. 2 pav.), éia DC = 1,AB = m. Tegu S| ir S
yra trikampiy ABC ir ABD Dbaltosios dalies plotai, S| ir 5§ atitinkamai —
juodosios. Pagal jau jrodytg dalj S| = S]. Tada

f(m,n) = |S} + 5 — S} — 55| = |S} — 541 < S + 5§ = Sasnc-

Taigi f(m,n) < Saapc = m/2 < max{m,n}/2. Isitikine, kad f(2k+1,2k) =
(2k — 1)/6; tam prireiks tik formules
129ty gt = Y 1?3(2” bu
Tada gausite f(2k + 1,2k) = o0,k — o0, t. y. funkeija f(m,n) néra apréita
jokia konstanta.
.70

000

Kampas A yra maziausias AABC kampas. Taskai B ir C dalija api-
brezta apie trikampj apskritima i du lankus. Lanke, kuris jungia taskus B ir
C, ir kuriam nepriklauso taskas A, paimtas vidinis taskas U. Kraitiniy AB
ir AC' vidurio statmenys kerta tiese AU atitinkamai taskuose V,W. Tiesés
BV ir CW kertasi taske T. Irodykite, kad

AU =TB4+TC.

Sprendimas. Trikampio ABC kampus Zymeésime tiesiog ZA, /B, /C,
krastines BC' ilgi — a. Tegu LUAC = «. Trikampiai AVB, AWC yra ly-
giasoniai, todél ZABV = /LA — a,/ACW = a. Dabar /TCB = (C —
o, .TBC = (B—(lA—a)=(B—/LA4+a,(BTC =7—(TCB-/TBC = 2/A.

A

I5 sinusy teoremos gauname

TB a TC

sin(/C —a)  sin(2ZA) - sin({B — LA+ «)
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92 Sprendimai

Kita vertus, pasinaudoje sinusy teorema trikampiui ABU(ZABU = /B + @)
gauname ( R — apskritimo spindulys)

i__ 7 L (2)
sin(ZB + «) sin ZA
Dabar isreiske TB,TC, AU i (1), (2) ir atlike trigonometriniy reiskiniy pert-
varkymus, gausime

TB4+TC = (sin(£C — ) +sin({B — LA+ «)) = AU.

a
sin(2£A4)

w. 71

SO0

Realieji skai¢iai 21,22,...,7, tenkina salyga

n-+1

|21 + 22+ ... Fza| =1, |z < = i=1,2,...,n.
Irodykite, kad egzistuoja  tokia skai¢ly  @1,22,...,z,  perstata
Pislgy « voalfny Kad 1
n -+
|1 + 2y2 + ... + nyn| < =

&

Sprendimas. Tarkime, kad visoms skaiéiy xy,29,...,2, perstatoms
Y1,Y2,...,Yn teisinga nelygybe
n+1
lyr + 2y2 + ... + nyn| > 5 (3)

=

Irodysime, kad & prielaida veda prie priestaros. Tegu kuriai nors perstatai

teisinga

n+1 :
—. (4)

<

Y1 + 2y + ... nyn >

Jeigu perstatysime (4) kairéje puséje y; ir yiy1, gausime sumg, tenkinancia
(3). Jeigu siai sumai buty teisinga nelygybe

n+1
‘) b

<

(5)

Y1+ 2y + ...+ 0y, < —

tai i§ (4), (5) gautume yip1 —yi > 28 = n+ 1. To biiti negali, nes is
uzdavinio salygos gauname yi41 — ¥i < 2”'2"—1 = n + 1. Taigi naujajai sumai
taip pat teisinga (4). Taéiau perstatydami gretimus narius, i§ yi,...,y» galime
gauti bet kurig perstata. Taigi (4) teisinga su bet kuria skaiciy @4,22,...,%x
perstata. Atskiru atveju turi biiti teisingos nelygybés

1+ 224+ ... Fne, > n;l—l, nry+(n+ 1z +...+ 2201 + T > ”1—1.

y- &
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Sprendimai 93
Jas sudéje gauname nelygybe, nesuderinama su uzdavinio salyga:
(n+1)(e14+...4an) >(n+1).
Jeigu jokiai perstatai (4) nelygybé néra teisinga, tai vietoje skaiiy zi,...,%,

imdami skai¢ius —z1,...,—2, galésime pasinaudoti jau jrodytu teiginiu.
.72

¢o0

Lentele n x n, uzpildyta aibés S ={1,2,...,2n — 1} skaiéiais, vadinsime
sidabrine, jei kiekvienam ¢ = 1,2,...,n 2-0ji eilute ir 2 -asis stulpelis kartu
turi visus aibes S skaicius. Jrodykite, kad sidabrine lenfele neegzistuoja su
n = 1997. Irodykite, kad egzistuoja be galo daug n reikSmiy, su kuriomis
sidabrinés lentelés egzistuoja.

Sprendimas. Kaip daznai pasitaiko uzdaviniuose, skai¢ius 1997 éa niekuo
détas. Sidabrines lentelés neegzistuoja su visais nelyginiais n. [rodysime tai.
Tegu n — nelyginis skaic¢ius, @ € S. Tarkime, sidabriné n x n lentelé egzis-
tuoja ir skaicius x joje p karty jrasytas jstrizainéje ir ¢ — ne jstrizainéje.
Perziurékime n aibiy, kuriy elementai yra 7 -os eilutés ir ¢ -ojo stulpelio skaiciai
(:=1,2,...,n). Skaidius = Siose aibése pasitaikys n karty; be to, skai¢ius z,
uzradytas lentelés jstrizainéje, ,,dalyvaus® tik vienoje aibéje, o ne jstrizaineje
— dviejose. Taigi n = p + 2¢. Kadangi n nelyginis, tai p > 1. Gavome, kad
kiekvienas aibés S ={1,2,...,2n—1} skaifius nors karta yra uzrasytas lenteles
n % n jstrizainéje. Taip biiti negali, vadinasi, sidabrinés lentelés su nelyginiu n
néra. Akivaizdu, kad su n = 2 lentelé

12
31
yra sidabrine. Tegu M yra kokia nors sidabriné n x n lentele, P — lentelé,

gauta i§ M, pridéjus prie kiekvieno elemento po 2n, @ —is P, pakeitus visus
jos jstrizainés elementus skaiciais 2n. Tada belieka jsitikinti, kad lentele

M P
QM
yra sidabrineé.
.73
00

Raskite visas sveikyjy skaiciy a > 1,b > 1 poras, tenkinancias lygybe
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94 Sprendimai

Sprendimas. Tegu is pradziy ¢ < b. Tada o*’ = b* < b, taigi ab <0 ir
vienintelés galimos reikimes yra @ = b = 1. Tégu dabar a > b > 2. Tada a** =
b* < a" ir a > b®. Pasinaudoje sia nelygybe, gauname b* = at’ > p2b’ taigi
a > 2b%. Tadiau tada (a/b?)"" = I{“‘gbz yra natiiralusis skai¢ius, todél turi biiti
a = kb*. Lygybe ab’ = pe perrase a = b(e/%") ir istate | ja a iSraiskg, gausime
kb? = b* k= b¥=2 > 2F-2 Kadangi k = a/b® > 2, tai galimos reiksmés téra
k = 3,4. Sios reikémes duoda dar du lygties sprendinius. Taigi lygtis turi tik
tris sprendinius sveikaisiais skaiiais: a = b= 1;a = 27,0 = 3;a = 16,b = 2.

w.26

(oo e

Tegu S yra realiyjy skaiiy aibe, uzdara daugybos operacijos atzvilgiu,
T,U - du nesikertantys S poaibiai, $ = T UU. Tarkime, kad bet kuriy trijy
(nebfitinai skirtingy) T elementy sandauga priklauso T, aibé U irgi turi dia
savybe. Irodykite, kad bent viena i aibiy T,U yra uzdara daugybos operacijos
atzvilgiu.

Sprendimas. Tarkime, kad nei U, nei T néra uzdaros daugybos operaci-
Jjos atzvilgiu, t. y. egzistuoja elementai a,b € U ir ¢,d € T, kad ab € T ir
ed € U. Bet tuomet abed = a-b-(cd) € U ir abed = (ab) - ¢-d € T. Tai
priestarauja salygai U NT = (). Taigi bent viena aibé daugybos atzvilgiu turi
biiti uzdara.

w.27

000 .

Elipseé, kurios pusasés lygios a,b, neslysdama rieda kretve y = csin(z/a).
Koks sarysis sieja a, b, ¢, jei, nuriedédama vieng sinusoidés perioda, ji apsisuka
viena kartg?

Sprendimas. Elipsés su pusasémis a,b ilgis reiskiamas integralu

2
I= f '\/(12 cos? t + b2 sin® tdt,
0

o kreivés y = esin(z/a) vieno periodo ilgis — integralu

2w 2 i
J:/ \/(1—5—%(:052 i)ci:r;.
5 a a

Atlike keitin} ¢ = 2 /a, gausime

2 2w
J = v a2 4+ 2 cos? tdt = Va2 + c2sin? tdt.
0

0
Kadangi pagal salyga integralai I ir J lygus, tai

2w 27
Va2 cos? t + b2 sin® tdt = / \/a? cos?t + (a2 + c2)sin® tdt.
0

0
Taigi turi biiti * = a® 4 ¢2, nes priesingu atveju viena i3 funkcijy po integralu
bty didesne.
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