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Matematikos metodologija

Sio straipsnio autoriai — Velso universiteto Bangore profesoriai. Profesorius

Ronald Brown 1962 metais Oksfordo universitete gavo filosofijos moksly dak-
taro laipsnj, désté DidZiosios Britanijos universitetuose, nuo 1970 metu — Velso
universiteto grynosios matematikos profesorius. Jo moksliniy interesy sritis
— bendroji ir algebriné topologija, kategorijy teorija, grupiy teorija, algebrine
homotopija, taip pat — matematikos déstymas ir populiarinimas. Profesoriui
vadovaujant net 21 studentas jgijo filosofijos moksly daktaro laipsnj. Jeigu
turite galimybe, aplankykite Ronaldo Browno ir jo bendradarbiy sukurta In-
terneto tinklapj ,Simbolines skulptiiros ir matematika®. Tinklapio adresas:
http://www.bangor.ac.uk/SculMath/

Profesorius Timothy Porter filosofijos moksly daktaro laipsnj jgijo Susekso
universitete 1971 metais. Nuo 1979 mety dirba Bangore. Jo moksliniy
tyrinéjimy sritis — algebriné topologija ir taikomosios kategorijy teorijos uzda-
viniai. Timothy Porter taip pat domisi matematikos populiarinimu. Jis daly-
vavo kuriant ,Matematikos ir mazgy paroda®. Adresas Internete:
http://www.bangor.ac.uk/mc/CPM /exhibit/

Sis straipsnis pirma karta pasirodé zZurnale , The Mathematical Gazzetie® (The
Math. Gazzette, 79, N. 485, 1985, 321-324). Autoriai mielai sutiko, kad jj

i&verstume misy Zurnalo skaitytojams.
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72 R. Brown, T. Porter

Ivadas

Sis straipsnis issirutuliojo 1§ paskaitos, kurig pirmasis autorius 1993 mety
lapkricio ménesj skaité Sevilijos universiteto geometrijos ir topologijos katedros
studentams ir déstytojams. Cia aptariamais klausimais mes nuolat diskutuo-
davome Bangore, tai paaiskina, kodél straipsnio autoriai yra du.

Minétos paskaitos ir miisy diskusijy tikslas buvo padéti suprasti studentams
ju srities tikslus ir laiméjimus, o taip pat — suzadinti pasididziavima jais ir
18aiskinti juos savo draugams ir artimiesiems. Pasididziavimas turéety padidinti
Ir susizavéjima, nesvarbu, kokie biity kiekvieno is jy asmeniniai laiméjimai. Dél
Sios priezasties straipsnyje juntamas kreipimosi j studentus tonas.

Mes nemanome, kad tik mes keliame tokius klausimus. Dr. Allan Muir
(Sicio universitetas, City University) pries kelerius metus buvo organizaves
diskusijy grupe ,Kaip matematika veikia“, panasi grupé yra JAV. Daugelis
panasiy problemy aptariama Daviso ir Hersho [2,3] knygose.

Mes pradedame nuo tam tikry bendry klausimy, kurie, misy manymu,
galéty padeti studentams susidaryti tam tikrg nuomone. Visy lygiy matema-
tikos deéstytojai turéty apsvarstyti, kiek laiko ir pastangy reikety skirti (jel 18
viso reikia) profesionaliam panagiy klausimy ir atsakymy j juos aptarimui ir
ivertinimui.

Keli esminiai klausimai matematikams
Ar matematika yra svarbi? Jei taip, — kam, kokiuose kontekstuose ir kodél?
Kokia matematikos prigimtis, lyginat ja su kitais mokslais?

Kokius objektus tiria matematika?
Kokia yra matematikos metodologija, kaip matematikai dirba savo darba?

Ar matematikoje tesiami tyrinéjimai? Kokie yra bendrieji ir pagrindiniai
matematikos tyrinéjimy tikslai? Kaip jie vykdomi? IKokie svarbiausi ju
laiméjimai?
e Kas yra gera matematika?
Galima manyti, kad siy klausimy svarstymas yra tik laiko gaisimas, kad
matematikai neturi tuo uzsiimti. A. Einsteino citata (1916, [4]) mes paremsime
priefinga nuomone:

Kaip talentingas mokslininkas susidomi paZinimo teorija? Nejau néra
svarbesniy darby, kuriuos savo srityje jis galéty padaryti? A3 tai girdziu
i8 daugelio mano kolegy profesionaly, arba dar daZniau juntu, kad jie taip
galvoja.

A% negaliu palaikyti Sios nuomoneés. Kai pagalvoju apie gabiausius stu-
dentus, su kuriais susidiiriau destydamas, t. y. apie tuos, kurie pasiZymejo
savo nepriklausomais vertinimais, ne vien tik miklumu, suprantu, kad jiems
riipi paZinimo teorija. Jie megsta pradeti diskusijas apie mokslo metodus ir
tikslus, jy atkaklumas, su kuriuo jie gina savo paZiliras, nedviprasmiskai rodo,

kad &i sritis yra jiems svarbi.
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Matematikos metodologija 73

Is tikryjy, tai nera kazkas keisto. Jeigu a$ gilinuosi j moksla ne dél
kokiy nors iZoriniy prie#aséiy, kaip pinigai arba ambicijos, ir netgi (arba ne
vien tik) ne deél sporto, smegeny gimnastikos teikiamy malonumy, tai mane
turi gyvai dominti klausimas, kokj tiksla turi pasiekti mokslas, kuriam a3
ketinu pasigvesti?

Kiek teisingi yra bendrieji io mokslo rezultatai? IKas yra esminga, o
kas priklauso tik nuo vystymosi atsitiktinumy? Savokos, kurios pasirodé
naudingos paprastai aiskinant dalykus, daro mums tokia didelg jtaka, kad mes
pamirdtame jy Zemiska kilme ir laikome jas nekintamais faktais. Jos pavad-
inamos , konceptualiomis biitinybémis®, ,,a priort situacijomis ir kt. Tokios
klaidos da#nai ilgam u#tveria kelia mokslo progresui. Taigi tai néra tuséias
Zaidimas, kai imamés analizuoti #inomas savokas ir atskleidZiame salygas,
lemiangias jy nauda, bei ju nuoseklios raidos kelia...

Yra ir daugiau priezaséiy, dél kuriy minétus klausimus verta nagrineti.
Vienas Jungtinés Karalystés matematikos profesorius, su kuriuo mes juos ap-
taréme, primine, kad tokiy diskusijy tikslas — paskatinti studentus apmastyti
matematikos metodus. Jis pastebéjo, tartum pats bty tai pirmakart i5vydes,
kad Zmogus skiriasi nuo kity gyvy biitybiy gebéjimu mastyti apie tai, ka jis
daro, ir 81 savybé teigiamai veikia daugelj Zmoniy veiklos sri¢iy. Vienas i tokio
apmastymo aspekty — nuomonés apie vertingumg formavimas, savybeé, biidinga
tik Zmonéms, arba bent jau ta prasme, kad tai vyksta daug bendraujant.

Apskritai veiklos apmgstymas yra geras biidas didinti jos efektyvuma, ka-
dangi mes analizuojame, kas yra svarbu ir kaip galima veikti i§vengiant elemen-
tariy metodo klaidy. Taigi iSmintinga apmastyti ir matematine veikla. Svarsty-
dami mes geriau suvokiame ir veiklos reiksme.

Kitg stimulg siems klausimams svarstyti suteikia lyginimas su ugdymo
meno srityje aspektais. Girdéjome tvirtinant, kad ugdymas meno bei dizaino
srityse Zymiai labiau nei moksle skatina studenty doméjimasi ir savituma, taigi
naudinga panagrinéti, kaip dirba meno pedagogai. Stai tikslai kurie keliami
dizaino kurse:

e Ismokyti studentus gero dizaino principy.

e Skatinti savituma ir kurybinguma.

e Suteikti studentams praktiniy jgiidZiy, kad jie busimajame darbe galéty
taikyti gero dizaino principus.

Ar i§ 8iy tiksly matematikai gali ko nors pasimokyti? Ar buty protinga,
kelti tokius tikslus matematikos kurse, pakeitus Zodj ,,dizainas® Zodziu ,,mate-
matika“? Jei ne, tai kodel?

Stai dar viena citata i§ T. Danzigo [1] knygos:

Tai matematikos knyga: joje nagrinéjami simboliai ir formos bei idéjos,
slypinéios uz tu simboliy ir formy. Manau, kad dabartinés mokykly pro-
gramos, isbraukdamos matematika i% kult@ros konteksto ir palikdamos tik
nuoga techniniy veiksmy skeleta, atstiimé nuo matematikos daugelj subtiliy
proty. Knygos tikslas — atkurti & kult@irinj turinj ir pavaizduoti matematikos
raida. kaip neatsiejama Zmonijos istorijos dalj.
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74 R. Brown, T. Porter

Ar Sios mintys yra kuo nors vertingos aukstesnio lygio matematikos dés-
tymo pozitiriu? Knyga paradyta apie 1930 metus. Ar mes toli pasistiimeéjome
ieSkodami atsakymy i joje keliamas problemas?

O dabar panagrinékime vieng po kito miisy klausimus.

Kuo svarbi matematika?

Neéra pakankamai geral suvokiama, kiek daug matematika reiskia miisy kas-
dieniniame gyvenime. Zinoma, dalis matematikos, kuriag naudojame, yra labai
sena: skaiciai, grafikai, sudétis ir daugyba. Nesunku pamirsti, kad visa tai
kazkada buvo dideli atradimai. Tvirtinama, kad romeénisky skaitmeny pakeiti-
mas arabiskaisiais ir dél to atsiradusi galimybeé patogiai tvarkyti buhalterija,
paskatino Venecijos suklestéjima XIV amziuje. Ta proga jdomu pabreézti pe-
dantiskumo matematikoje reiksme. Svarbiausias arabiskos sistemos bruozas
yra nulio naudojimas. I§ pirmo #vilgsnio absurdiska skaiéiuoti daiktus tuséioje
dézéje. Nuostabu, kokig reiléme tai turi adekvaéiai skaic¢iavimo sistemai, kurio-
Je nulis naudojamas kaip vietos Zymeklis. Nulio savokos nebuvimas §imtmecius
buvo matematikos vystymosi klifitis.

O stai aukstesnis lygmuo: be klaidas taisanéiy kody matematikos ne-
turetume puikiy Jupiterio nuotrauky, kurias atsiunté ,,Voyager II*. Si ma-
tematika jvairiais aspektais taip pat svarbi telekomunikacijy ir kompiuteriy
sriciai, taip pat kompaktiniams grotuvams. Stai jdomi istorija apie § taikyma
[7]. ,,Sony* ir olandy kompanijos ,,Philips“ vadovai tarési dél standarty kom-
paktiniams grotuvams. Japonai pareigké, kad olandy pasifilymai klaidy taisy-
mui kelia maZesnius reikalavimus nei juy, todél galy gale buvo priimti japony
pasiiilymai. SugrjZe i Eindhovena ,,Philips* vadovai sukvieté mokslo direktorius
ir pareiske, kad kompanija neturi pakankamai gery eksperty kodavimo teorijos
srityje ir liepé nustatyti, kur Europoje jy galima rasti. Jy nuostabai atsakymas
buvo toks: geriausias kodavimo teorijos specialistas yra olandy skaiéiy teoretikas
Van Lintas i§ Eindhoveno.

Be matematikos taikymy kriptografijoje nebiity jmanomi dabartiniai dau-
gelio milijardy finansiniai sandoriai, sudaromi elektroniniy rysiy kanalais. Kate-
gorijy teorija, matematiniy struktiiry teorija suteikia galimybe kitaip pazvelgti
1 naujos kartos programineés jrangos ir programy kiirima.

Visuotinai Zinoma, kaip pla¢iai matematika yra taikoma inZinerijoje, statis-
tikoje ir fizikoje. Isivaizduojama, kad matematikos vaidmen] perima superkom-
piuteriai. Nepakankamai suvokiama, kad jie tik realizuoja matematines sagvokas
ir idéjas: elektronika yra nuostabi tuo, kad skaidiavimus atlieka ir greitai, ir
tiksliai. Pavyzdziui, kiino skeneriai yra XIX amziaus matematikos taikymas,
igalinantis rekonstruoti nevienodo tankio kieta kiina, naudojant rentgeno spin-
duliy ihtensyvumo kitimo matavimus, atliekamus su dideliu skai¢iumi spinduliy
sklidimo krypéiy. Be matematikos nebiity sukurtos didziojo sprogimo, elemen-
tariyjy daleliy teorijos.
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Matematikos metodologija 75

Kokia matematikos prigimtis?

Cia gltdi tam tikra paslaptis. Nobelio premijos laureatas E. Wigner paragé
1Zymy esé ,Nesuvokiamas matematikos efektyvumas gamtos moksluose® [8].
Mums svarbiausias Zodis yra ,nesuvokiamas®. Autorius kalba apie nuostaby
matematikos sugebejima numatyti rezultus, sutampané&ius su eksperimento re-
zultatais iki adtuntojo reikSminio skaitmens. Kaip yra jmanomas toks nepa-
prastas tikslumas?

Atrodo tikétina, kad visiskas matematikos sekmés ,,paaiskinimas® parei-
kalaus geresnio kalbos, psichologijos, smegeny struktiiros ir veiklos supratimo.
Negana to, tokio supratimo raidai gali prireikti, 1§ tiesy turi prireikti, nau-
jos riusies matematikos. Vis dar svarbu analizuoti matematikos akiratj ir jos
galimybiy ribas. Tokia analizé turéty biiti biitina matematikos studijy dalis.
Ko vertas studentas, neidmanantis §iy dalyky?

Stai kelios 3io straipsnio citatos:

milzinizka matematikos nauda fiziniuose moksluose yra racionaliai
nepaaiskinamas, j paslaptj panasus dalykas.

Matematika yra meistrisko operavimo su savokomis ir taisyklémis, i3-
rastomis vien tik Ziam tikslui, mokslas (tikslas — meistriskas operavimas...).

Svarbiausias vaidmuo tenka savoky kiirimui.

Minties darbga, atliekama formuojant savokas, véliau pateisina meistris-
kumas, su kuriuo Sios savokos yra naudojamos.

Teiginys, kad gamtos désniai paragyti matematikos kalba, i% tikryju buvo
pareikstas pries tris Simtus mety (jis priskiriamas Galilejui), dabar jis teisingas
labiau nei kada ankséiau. '

I§ visy man Zinomy matematikos savoky atsiradimo fizikoje paaiskinimy
taikliausias yra Einsteino pastebéjimas: tik tas fizikos teorijas mes noriai pri-
imame, kurios yra graZios. Suprantama, kad matematikos savokes, kuriomis

galima iSradingai naudotis, turi grozio kokybe.

Aptariant §iuos klausimus, jdomu matematika palyginti su kitais dalykais,
apzvelgti kity dalyky tyrinéjimo objektus ir jy svarba.

Isivaizduokime, kad paklauséme keleto savo kolegy mokslininky, kodel rei-
kia tyrineti jy sritis. Atsakymai galéty biiti tokie.

Astronomas: Astronomai studijuoja visatos pradzia, mili-
Jardus laiko tékmés mety, taip pat didZiausius atstumus erdvéje.
Kas gali buti labiau jaudinanéio uz tai? Mes turime siek tiek
pinigy savo tyrimams, bet, Zinoma, nepakankamai.

Fizikas: Fizikai tiria materijos sandaros pagrindus. Kas gali
biiti nuostabiau? Be fizikos, pavyzdziui, nebiity ir astronomijos.
Todeél Zymiai daugiau padiy geriausiy studenty turéty studijuoti
fizika, o vyriausybeé turéty negailéti mums pinigy.
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76 R. Brown, T. Porter

Chemikas: Chemikai priveréia molekules mums dirbti, taigi
chemija yra miisy kasdieninio gyvenimo dalis. Be chemijos atra-
dimy bity nejmanoma tyrinéti Zvaigzdziy, suprasti biologija arba
planety susidarymg. Taigi daugybé gabiausiy studenty turéty
pasirinkti chemija, o vyriausybé — duoti mumns daugybe pinigy.

Biologas: Biologija — gyvybés mokslas. Kas yra gyvybé?
Kaip ji atsirado? Kaip ji saveikauja su mumis ir pasauliu? Mums
visiems ripi gyvybé. Todél kur kas daugiau studenty turéty studi-
Jjuoti biologija, o vyriausybé — duoti mums daug daugiau lésy.

InZinierius: Inzinerija kuria daiktus, kontroliuojanéius mii-
sy aplinka ir dirbanéius uz mus. Be inZinerijos moderni civilizacija
yra nejmanoma. Zymiai daugiau studenty turéty studijuoti inzi-
nerinius mokslus, o vyriausybé - skirti mums daugiau pinigy.

Zinoma, galétume isklausyti ir daug kity sri¢iy Salininky. Mes sick tiek
pabrézéme ju susirfipinima pinigais. Taéiau veiklos finansavimo lygis rodo, kiek
reikdminga ta veikla yra laikoma.

O dabar kreipkimeés } matematikus ir isklausykime jy nuomong ir argu-
mentus, kuriais jie grindzia savo egzistavimg kovoje uZ vieta moksly siste-
moje. Gali atsitikti, kad net jZymus matematikas jums neduos aiskaus at-
sakymo. Pavyzdziui, kaip vienas i§ reikdmingy matematikos laiméjimy gali biiti
pamineétas didziosios Ferma teoremos jrodymas. Vis délto, ar gali &is jrodymas
pritraukti minias ir 1lédas? Kodél turéty pritraukti? Zinoma, $is sprendimas
yra didZiulis laimejimas, bet kokia jo reikimé apskritai? Kodél jam pasiekti
buvo déta tiek daug pastangy? Gal §j laiméjimg galima palyginti su kokio nors
rekordo pagerinimu? [ Siuos klausimus yra ir atsakymai, taéiau, atrodo, kad
ilgaamzés problemos sprendimo loves spindesyje patys klausimai néra keliami.

Tad¢iau klausimai néra beprasmiai. Resursai yra riboti. Kiekvieno asmens
interesai turi ribas. Mums reikia labiau jtikinanéiy argumenty, kurie paremty
miisy sritj ir paskatinty Zmones jg studijuoti. Stai miisy bandymas.

Matematikas: Matematika tiria modelius ir struktiiras, ji
vysto ju logine analize ir skaid¢iavimus. Mums, siekiantiems su-
prasti pasaulj, kad galétume jame islikti, yra biitinas mokslas apie
struktiiras ir metodas nustatyti, kokie teiginiai apie jas yra teisingi
ir jdomiis. Taigi matematika galy gale yra butinas visy kity
moksly pamatas. Sis tvirtinimas yra pirmoji dalis miisy kreipi-
mosi, siekiant jiisy démesio ir paramos musy tyrimams. Kitoje da-
lyje mes norime pabrézti naujy modeliy ir struktiiry, atsiradusiy
miisy tyrinéjimuose, Zavesj, netikétus sarysius. Matematika taip
pat moko kuklumo. Mes Zinome, kaip kartais gali biiti sunku
irodyti, kad i$ paziliros paprastas ir aiSkus teiginys yra teisin-
gas. Mes zZinome matematinés tiesos ribas, nes ne viska, kas yra
teisinga, galima jrodyti; tai teigia Godelio rezultatas apie neis-
sprendziamuma. Jiis nesurasite matematiko, tvirtinancio, kad jau
yra galutinis sprendimas, vieninga viska paaiskinanti teorija.

ee0o x| 000



Matematikos metodologija 77

Mes veikiau ieskome netikétumy, atverianciy naujus poZii-
rius j pasaulj ir dar netyrinétus lobynus. Misy patirtis sako, kad
jie atsivers. Matematikui pasaulis atrodo ne tik keistesnis negu
jums, bet dargi keistesnis, negu jis galite jsivaizduoti. Miisy dar-
bas yra tirti §j keistuma.

Ka tyrinéja matematika?

I dalies j § klausimg jau atsakyta. Matematika tyrinéja ne daiktus, bet
ju ry§ius. Sie rysiai aprasomi ,savokomis“. Taigi mes kalbame apie atstumag
tarp miesty ir jaudiame, kad jis yra maziau ,realus® negu patys miestai. Vis
délto daikty tarpusavio rysiai ir juy supratimas turi lemiamos reik§mes misy
buvimui ir veiklai pasaulyje. Sia prasme matematika turi kalbos pobiidj. Reikia
pabrézti, kad miisy sugebéjimas naudotis savokomis ir rysiais vystesi ir, matyt,
toliau vystysis.

Siuo atzvilgiu atrodo keista, kad matematikai savo srities laiméjimais daz-
niausiai laiko Zymiy problemy sprendimus. Zinoma, tokie sprendimai suteikia
ju autoriams slovés ir sékmeés, bent jau slovés matematiky pasaulyje. Taciau
matematikos ir jos taikymy istorija rodo, kad biitent matematikos kalba, sa-
vokos ir metodai turi islickamaja verte ir tampa kasdieninio naudojimo da-
lykais. Mes jau ankséiau minéjome kelis pavyzdzius. Aukstesniu lygmeniu
galima teigti, kad be sios kalbos, pavyzdziui, grupiy teorijos ir Hilberto erdviy,
teoriné fizika bty nejsivaizduojama.

Stai keletas didziujy savoky, tyrinéjamy grieztame matematiniame kontek-
ste:

skaié¢ius, ilgis, plotas, tiiris, kitimo greitis, atsitiktinumas, skai-
¢iavimas ir skai¢iuojamumas, simetrija, judesys, jéga, energija,
kreivumas, erdvé, tolydumas, begalybé, dedukcija.

Sukurti matematika, naujy savoky kiirimo meistro Aleksandro Grothen-
diecko #od#iais tariant, daznai reiskia ,prikelti naujas savokas i§ tamsos® [6].
Biitent ios naujos savokos supaprastina sudétingus dalykus, parodo, ka turime
daryti, veda i kelig.

Labai svarbu, kaip matematika apibrézia savokas ir operuoja jomis, sudary-
dama matematines struktiiras. Sios struktiiros, $ie modeliai parodo savoky
ry§ius ir jy struktiirinj elgesj. Kaip minéta ankséiau, matematika tyrineja mo-
delius ir struktiiras. Sie modeliai ir struktiiros yra abstraktiis, apie tai mes
kalbésime veéliau.

Kas yra matematikos metodologija?

Tai sritis, kuri nei daznai, nei i§samiai nestudijuojama. Pauliaus Erdéso
7odziais ,matematika yra biidas paversti kava teoremomis®. Gali biiti, taciau
pradedanéiajam tai nedaug tesako. Taigi apzvelkime kelis klausimus, aptaria-
mus P. Daviso ir R. Hersho [2,3] knygose ,Matematiné patirtis® ir ,Dekarto
svajoné“, ypaé pirmosios knygos skyriuje ,, Vidinés temos®.
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(i) Simboliai

Simboliai ir simboliniai Zymenys yra viena i§ matematikos ypatybiy ir
bitent ta, kuri atstumia dauguma zmoniy. Zmonés sako, kad jie gali suprasti
matematika, kol neprasideda iksai ir ygrekai. Manipuliavimas simboliais pagal
tam tikras taisykles yra svarbi matematinio meno dalis. Kartais tenka mokyti
zmones, norinéius perprasti ekonomika, bet nesugebanéius is z +2 = 4 igvesti
¢ = 2. Jiems labai sunku suprasti ir sudétingas ekonomikos savokas. Labai
sudétingi rysiai gali biiti paprastai isreiskiami simboligkai, to beveik nejmanoma
padaryti vien Zodziais. Si reiskimo simboliais ekonomija nuolat didéja, kai sim-
boliai naudojami aukstesnio lygmens sgvokoms Zyméti ir veiksmuy su simboliais
taisykles pradedamos taikyti veiksmams su savokomis.

Siek tiek perdedant sakoma, kad matematikos istorija yra Zymeny to-
buléjimo istorija. Tai atspindi tam tikras proto, kuriam reikia nuorody ir
metafory pagalbos ir vadovavimo, baigtinés prigimties savybes.

Kai kurie simboliai patys yra metaforos. Pavyzdzini: =, <,<,C, 2, [ ir
taip toliau. Su kitais taip stipriai susijusios tam tikros asociacijos, kad mes Juos
galime naudoti kaip metaforas. A. N. Whiteheado Zod#iais tariant, simboliais
galima isreiksti ,,ekonomiskai ir tiksliai“. Laikui bégant, atskiry simboliy nau-
dojimas keiiasi, kai matematikai prie jy jpranta ir randa atitinkamus naujus
Zymenis.

Kartais Zymenys, atsirade dél matematiky tingumo, veda prie naujy teori-
Ju. Pavyzdziui, reiskiniai

(a11$1 + .o+ QUnThye 3 GmiT1 + o0+ amnmu)

laikui bégant sutrumpéjo iki Az ; kaip matote, tai lengviau uzrasyti nesupran-
tant, kg uzrasas reiskia. Siekiant tiksliai atlikti veiksmus su Siomis santrum-
pomis, buvo i§vystytos veiksmy su vadinamosiomis matricomis taisyklés, dabar
pladiai naudojamos tiek matematikoje, tiek gamtos moksluose bei inZinerijoje.

O stai pavyzdys artimas vienam i§ misy tyrinéjimy. Pirmasis autorius
daugel] mety domejosi, ar linijiniai matematikos Zymenys yra biitinybe, ar is-
toriné isdava, padiktuota spausdinimo poreikiy. Sio lingvistinio klausimo anali-
zé padéjo atsirasti naujos rusies ,aukstesnés dimensijos algebrai“, kurioje sim-
boliai susije ne tik su stovinéiais kairéje ir deinéje, bet taip pat ir su parasytais
virSuje ir apadioje, taip pat ir kitame puslapyje. Tokia algebra geriau atitinka
tam tikras geometrines situacijas ir padeda atsirasti naujoms teoremy formu-
luotéms ir jrodymams, naujiems skai¢iavimams ir pozitiriams.
(ii) Abstrakcija

Tai esminé matematikos dalis, taip pat paveréianti matematika daugumos
Zmoniy akyse nesuprantamu dalyku.

Kaip jau buvo sakyta, matematines strukturos yra abstrakéios, apibrézia-
mos jy tarpusavio rysiais. Jos mastomos, bet nesuvokiamos pojiéiais. Abstrak-
cijy pranasumai yra trejopi.
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o Abstrakti teorija koduoja miisy zinias apie daugybe atskiry pavyzdziy taip
palengvindama bendry bruozy tyrinéjima. Vienos teorijos pakanka daugy-
bei pakeisti. Sis kodavimas naudoja ne tik paciy daikty, bet ir daikty rysiy
bei elgesio analogijas. Suradus §ias analogijas pakeisti daugybe abstrakéia
teorija, yra svarbus matematikos metodas.

o Jeigu teorija sukurta, galima jg taikyti naujiems pavyzdziams. Si gal-
imybé yra susizavéjimo ir dziaugsmo §iiksniy ,Tai primena man ...!“
tinis. Pavyzdys naujas, ta¢iau pagrindiniai jo teorijos bruozai jau yra, tik
atsiverskite jau paragytus puslapius.

o Abstrakti teorija supaprastina jrodymus. Tai netikétumas, taciau paprastai
jis pasitvirtina. Abstrakti teorija isryskina esminius bruozus. Idomu Zinoti,
ar teorema arba faktas teisingas esant bendrai situacijai, ar tik atskiru
atveju. Abstrakti teorija leidzia atsisakyti nesvarbiy aspekty.

sal-

(iii) Apibendrinimas ir iSvystymas

Jie turi su abstrakcija bendry bruozy, bet paprastai taikomi skirtingai.
Stataus trikampio su krastinemis (3,4,5) apibendrinimas yra Pitagoro teo-
rema, o isvystymas — didzioji Ferma teorema, teigianti, kad lygtis & +y" = 2"
neidsprendziama sveikaisiais skaiciais @,vy, z, kai natfiralusis skai¢ius n didesnis
uz 2. Neseniai buvo sukurtas §ios teoremos jrodymas, tiesa, su trakumu, kuris
dabar jau pasalintas.

(iv) Irodymas®

Irodymy grieztumas yra isskirtiné matematikos ypatybe. Butent del jos
matematika yra svarbi inZinerijos, saugumo, fizikos ir kity sri¢iy klausimams.

Matematikos jrodymo, pagristumo savoka yra bendro klausimo apie pagrjs-
tuma mokslo srityje aspektas. Kiekviena sritis, pradedant socialiniais mokslais,
ekonomika, chemija, biologija, edukologija, teise, literatiira ir taip toliau turi
savo pagristumo sampratg, ir klausimas apie §iy sampraty skirfumus ir naudo-
jima yra ypac jdomus.

Klausimas, kas matematikoje yra laikytina pagristais argumentais, vis dar
yra ginéy ir diskusijy objektas, ypaé todél, kad egzistuoja labai ilgi jrodymai
(pavyzdziui, uzimantys 15 000 puslapiy [5]), ir vizualizacijai, eksperimentams
ir skaiéiavimams naudojami kompiuteriai.

(v) Matematikos objekty egzistavimas

Didis matematikas itikinéjo, kad pagrindiné matematikos déstymo prob-
lema yra i§mokyti matematikos objekty realumo. Kas yra sis realumas? Kokia
prasme &ie objektal egzistuoja?

Sis klausimas buvo daugelio matematikos filosofy démesio centre, taciau
démesys jam galbiit blésta. Matematika daznai kalba apie procesus. Klausimas
apie matematinés struktiiros egzistavimg panasus klausimg, ar sachmaty zaidi-
mas egzistuoja. Aisku, jis egzistuoja kitaip negu stalai ir kedes, bet, nepaisant
to, jis daro jtaka daugelio Zmoniy gyvenimams ir islaiko pinigy testa. (Ar jis
pelno pinigy? Taip, pavyzdziui, pasaulio ¢empionams ir sachmaty jrangos ga-
mintojams. )
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Beje matematiniy sgvoky ir metody rysj su procesais rodo ir tai, kad
raumeny veiklos ritmo atmintis svarbi matematiko darbui. Didelé dalis ma-
tematikos susijusi su pasikartojanciy procesy atlikimu ir Isisamoninimu. Ma-
tematikai gerai supranta ir jsivaizduoja judanéius daiktus, jy dydziai keliami
15 vienos lygties pusés j kitg, formos keiciasi erdveje. Ranky ir kojy judesiais
Jie isreiskia, tai kas vyksta. Idéjos ir ob jektai, apie kuriuos matematikai kalba,
kartais yra daugybés tokiy prisiminty procesy sanglauda. Siy idéjy rasytine
15raiSka, priefingai, daznai biina sausa ir glausta, ir dél to i dalies biina sunku
13mokti naudotis bei taikyti sias idéjas ir objektus. Kita. vertus, tai kiekvienam
suteikia galimybe labiausiai tinkamu biidu juos jsisavinti ir interpretuoti.

(vi) Begalybé

Begalybes prijaukinimas, arba toks vaizduoteés i5pletojimas, kad ji apimty
begalines operacijas, yra vienas i§ matematikos dziaugsmy, kartu ir vienas 1§
skandaly. Ar 8ie begaliniai.objektai realis? Netikéta, kad &ie begaliniai, galbiit
nerealtis objektai gali biti naudojami jrodingjant teiginius apie realius baig-
tinius daiktus, ir tai vél matematikos paslaptingumo bruozas. Tarkime, kad
Sie begaliniai objektai naudojami jrodinéjant branduolinio jrenginio sauguIno
salygas arba teiginius apie léktuvy nusileidimg. Kiek galima pasikliauti tokiais
irodymais? Tai yra aktualiis klausimai.

Ar matematikoje tesiami tyrimai?

Tie, kas nori tuo praktiskai jsitikinti, tepazitiri, kaip pasikeite Mathematical
Reviews * nuo jo leidimo pradzios 1940 metais. Siame kas ménesj leidziamame
zurnale spausdinamos matematiniy straipsniy santraukos. Grubiai kalbant,
penkiy puslapiy straipsniui tenka kelios pastraipos. Puslapiy skai¢iumi leidinys
per §iuos metus iSaugo vienuolika karty. Kiekvieng meénesj idspausdinama apie
400 didelio formato puslapiy matematiniy straipsniy santrauky. I$ tiesy, tai
matematikos aukso amzius tiek kiekybés, tiek kokybés atzvilgiu. _

Tyrimy tikslai yra jvairts. Vienas i§ jy — i§plésti Zinias apie tam tikros
rusies struktiras, kurios jau buvo apibréztos. Kitas — pradéti naujai atsiradusiy
svarbiy struktiry tyrima. Atsiranda vis naujy struktiiry rysiu. Visada islieka
paprastumo siekis, ieskoma stuktiiry, kurios paaiskina kitas struktiiras ir padeda
mums suprastl, kaip jos elgiasi ir yra tarpusavyje susijusios.

Pradedantiesiems ir platesnei visuomenei nelengva suprasti, kaip matemati-
niai tyrinejimai vylkdomi. Mes pateikiame keleta nuorody kaip keturiais badais
galima vykdyti darba. Zinoma, biidy yra gerokai daugiau, galy gale kiekvienas
tyrinétojas turi pats susikurti savaja sekmes strategija. Taip pat sunku nuspres-
t1, kg jau reikia zinoti, pradedant tyrimo darba. Gerai Zinomas atsakymas i §
klausimag skamba taip: ,,Viska arba nieko. “

1 metodas. Standartinio metodo taikymas jprastinéms. problemoms

Tai garantuoja sekme, jeigu tik siuo budu besinaudojantis yra pakankamai
gerai jsisavines standartinj metoda. Sis biidas tikriausiai yra kickvieno sékmingo

Amerikos matematiky draugijos leidZziamas referatyvinis Zurnalas (Vert. past.).
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tyrimo projekto dalis. Isties jprastinis matematinio tyrinejimo siekimas yra
suvesti problemg j jau nagrinéta uzdavinj. Jeigu pradinis uzdavinys per sunkus,
tal jprastine strategija reikalauja supaprastinti ji, kad jis tapty standartinis, ir
tik po to jvesti sudétingesnes detales, pavercianéias jprastin} uzdavin] nauju.
Bendra prielaida gali biiti ta, kad tik paprastus veiksmus galima atlikti. Taigi
metodo esmé — suvesti problems ] tokiag, kurios paprastumas aiskus. Jei kyla
abejoniy, visy pirma atlikite, tai kas akivaizdu.

Tie, kuriems praktika padeda tapti jgudusiais standartiniy metody tailky-
tojais, vieng grazig dieng gali pastebeti, kad savo jgudzius jie gali pritaikyti iki
siol nenagrinétal problemai, ir tai gali duoti naujy ir svarbiy rezultaty.

Didele matematiko ugdymo dalj kaip tik ir sudaro ziniy ir igudziy, reika-
lingy darbui pasirinktoje srityje, igijimas.

2 metodas. Zymios pazinimo priesakinio fronto problemos. ataka

Tai jZymaus uzdavinio ties pacia pazinimo riba atakos strategija. Jos
pranasumas tas, kad jei pasiseks, tapsite jZymus. Sunkiau jvertinti jusy sekmes
galimybes. Tikriausiai prireiks naujy idejy.

Jaunam Zmogui tai pats ambicinglausias metodas. Vis deélto 1964 metais
pokalbyje su pirmuoju autoriumi S. Ulamas pastebéjo, kad nors metodas ir gali
biuiti patrauklus jaunam ambicingam asmeniui, susitelkimas ties tokiu uzdaviniu
gali sutrukdyti iSvystyti labiausial jam charakteringa matematikos riisj, nes
sprendziami kity Zmoniy uzdaviniai.

Paprastai imamasi maZesniy uzdaviniy ties pazinimo horizontu, uzdaviniy,
kuriems igspresti nebuvo déta tiek daug pastangy, taigl ir sekme juos spren-
dziant yra labiau tikétina. Jums visada teks isnagrinéti, kas jau daryta, kokios
technikos yra naudojamos, kg reikia jveikti.

Paranku turéti uzdaviniy su aiskiais sekmes kriterijais: atsakymu ,,taip®
arba ,ne*] tam tikra klausima. Kita vertus, negaléjimas pateikti sprendimo taip
pat yra aiskus jbrézimas, kaip ir per lengvos problemos sprendimas. Sprendziant
uzdavin] matematikui tenka savo strategijoje numatyti plang tiek mazos, tiek
didelés sekmes atveju.

3 metodas. Skirtingy pazinimo sri¢iy susiejimas.

Vadovaudamiesi $iuo metodu jus isnagrinéjate skirtingy sri¢iy pradmenis
ir randate ju rysius. Taigi jiis uzpildote tarpus tarp virstiniy, nes dazniausiai
,priesakinio fronto* Zmonés uzsiéme ty virdaniy karimu. Sio metodo pranasu-
mas tas, kad jas igyjate Ziniy i§ skirtingy sri¢iy, ir naudingu biidu, nes jusy
darbas — sujungti abi sritis. Tai geras metodas daktaro disertacijai rasyti, nes
vadovas daznai mato ry$ius nors ir néra ivystes ju detaliy. Tai taip pat skatina
bendraj] matematikos vieningumsg. Kitas pranasumas — jus jprantate jrodineti
nedidelius, bet naudingus rezultatus, padedanéius uzpildyti tarpus ir susidaryti
visumos vaizdg.

4 metodas. Tyrimai dangaus Zydrynéje (blue sky research).

Jis turite tik tam tikrg nuojauts apie matematika, kuri turety egzistuot,
bei siokias tokias jos charakteristikas. Taip pat keleta nuorody j tai, i§ ko
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ta matematika turéty biiti sukurta. Tikra matematika reikalauja apibrézimuy,
pavyzdziy, teiginiy, teoremy, jrodymy, skaiciavimy, bet is pradziy viso to néra.
Juos reikia per tam tikrg laikg surinkti. Kokia tvarka tai turi bati padaryta, ir
kaip svarbus bus &is darbas? Kol teorijos néra, j tai negalima atsakyti, o teorija
neiskils kaip Venera, visiskai jiiros sukurta. Teorija formuojasi mety slinktyje,
ir stiprus tyrimy krypties reikimés jausmas yra biitinas motyvas leistis j ilga
kelig. Mes abu desimtmediais tyrinéjome pagal $ia schema kaip ir pagal ki-
tas. 1960 mety viduryje pirmasis autorius suformulavo auksitesnés dimensijos
algebros tema. Sioje algebroje simboliai susije vieni su kitais ne til linijine
tvarka su simboliais desinéje ir kairéje, bet taip pat ir su simboliais virsuje ir
apacioje, ir netgi uz puslapio riby. Tikslas buvo sukurti algebra glaudziau susi-
Jusig su geometrija, kuri leisty naudoti bendresne kompozicijos savoks. Buvo
laukiama, kad &1 algebra pateiks naujy teoremy formuluotes ir jrodymus, kurie
automatiskai padés atsirasti naujiems skaiiavimo metodams.

Galy gale tai pasitvirtino, ir prie projekto prisidéjo daug Zmoniy. Vis délto
ilga laikotarpj — apie penkerius metus, tebuvo galima pasakyti, kad jmanoma
nubrézti brézinius, rodanéius, kad idéjos turéty ,,dirbti“. Problema buvo ta, kad
tritko priemoniy algebrai, susijusiai su bréziniais, su geometrija, igreiksti. Sios
priemoneés buvo palaipsniui sukurtos, ir buvo jdomu stebéti, kaip natiiraliai
tai vyko, kai idejos buvo ,tiksliai® suvoktos. Taigi Wignerio citatoje minéto
estetinio kriterijaus reikalavimai buvo patenkinti, ir teorija tapo geresné nei
buvusi jos vizija.

Reikia pabrézti paradoksa, kad tyrimy sékmes paslaptis yra sékmingas
nesekmiy jvaldymas. Jeigu jiis nepatyréte nesekmes, tai grei¢iausiai tikslai,
kuriuos sau keléte, yra per paprasti. [domis tyrinéjimai turi turéti rizikos ele-
menta. Jums reikia strategijos situacijoms, kai reikalai prasti: uzdavinys yra
per lengvas arba per sunkus. Kas toliau? Nesékmes priezasciy analize, ju ly-
ginimas su priezastimis, del kuriy § uzdavinj norima spresti, nubrézia tolesnio
darbo gaires.

Kas yra gera matematika?

Mes neketiname duoti jokio galutinio atsakymo } 5} klausima, bet pa-
bandysime suformuluoti tam tikrus misy siekio aspektus. Isties kaip Zurnaly
redaktorial mes turime priimti tolkius sprendimus kasdien. Apie nauja matem-
atikos straipsnj mes klausiame: Ar jo rezultatai nauji? Kiek pasistumeta, lygi-
nant su esama literatiira? Ar straipsnis aigkial ir gerai parasytas? Ar autorius
gerai nusimano, apie §ios srities tyrimus ir savo darbo rysj su jais? Kiek netiketi
yra jo rezultatai? Ar jo metodai elegantigki? Ar sukurta naujy metody?

Dalis tos matematikos, kuriag mes vadiname grazia, jveda naujas idejas ir
savokas, kurios iki $iol sudétingus dalykus paveréia paprastais. Tai priestarauja
jspiidziui, kurj kas nors gali susidaryti, kad matematika turi biiti sudeétinga ir
veikti zmones panasiai kaip altas dusas. PrieSingai, gera matematika gali, o gal
ir privalo biiti paprasta. Tik daznai mes nezinome, kaip tg pasiekti. IS pazitros
paprasty argumenty ir netikéty i§vady bei vingiy derinys — Stai kas mums visy
labiausiai patinka.
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Kelia nerima, kad daug jauny matematiky baigia studijas taip ir nesusidire
su diskusija apie ,geros matematikos® sampratg. Kiekvienoje Zmoniy veiklos
srityje klausimas apie verte kyla ir visuomenei, ir kiekvienam asmeniui. Tai
argumentas, kad mokslo srities déstyme atsispindéty §is tas 18 profesionaly ver-
tybinio pozifirio. Pavyzdziui, profesionalui negana tik gauti atsakyma, bet taip
pat svarbu, jeigu jmanoma, pateikti ir atitinkama paaiskinima.

Taigi mes esame uz tai, kad mokiniams ir studentams biity kalbama apie
gera deéstyma, mes netgi skatintume juos varzytis, ne sprendziant uzdavinius,
bet aiskinant ir demonstruojant matematinius principus ir jy taikyma. Misy
darbas kuriant matematine paroda [9,10] pasirodé esas labai pamokomas.

Pabaiga

Kartais pareiskiama nuomoné, kad nebejmanoma atrasti fundamentalios
matematikos. Sj pozifirj galima palyginti su nuomone tu, kurie tvirtina, kad
fizika uzbaigta, pagrindinés problemos issprestos.

Mes, priesingai, jauciame, kad matematika iSgyvena revoliucija, tylig, bet
vis deélto revoliucijg. Tai vyksta dviem frontais.

Visy pirma, tai skai¢iavimo revoliucija. Jos poveikis operavimuil su skai-
¢lais, grafiniam vaizdavimui yra gerai Zinomas. Ne taip gerai Zinoma programineé
iranga, galintl manipuliuoti su simboliais ir aksiomomis, bei jranga, automa-
tizuojanti loginius samprotavimus. I5§ esmés tai duos matematikams galimy-
be atlikti milijonus karty didesnius skaiéiavimus ir logines dedukcijas negu jie
gali dabar ir nagrinéeti tokio sudétingumo sistemas, kurios pastaruoju metu
nejveikiamos. Visy §iy galimybiy poveikis matematikos deéstymui dar turi buti
tinkamai suprastas ir jvertintas, nors daug darbo jau daroma. Poveikis tyri-
mams jau ir dabar Zymus ir turi tendencija dideti.

Dar subtilesné yra konceptuali revoliucija. Matematikos, kaip struktury
tyrimo, akcentas pasireiskia kategorijy teorijoje, kuri matematikos bei algebros
priemonemis tiria strukturas. Kategorijy teorija atskleidé naujus poziturius ]
fundamentalias tokiy matematikos sri¢iy kaip logika, aibiy teorijos pagrindai,
savokas; 1isties priverte atkreipti demesi  idéjg, kad matematikos praktikai
reikalingas ne vienas pagrindas, kaip galvota ankséiau, bet alternatyvios aplin-
kos ir priemonés joms palyginti. Sios idéjos taip pat yra svarbios kompiuteriy
mokslo raidai, jos, pavyzdziui, suteikia naujy pozitiriy j duomeny struktiras.

Viena 1§ Zaviy matematikos ypatybiy yra galimybé operuoti jvairiais lygiais,
kurie veliau saveikauja. Pavyzdziui, algebrinis matematiniy struktury tyrimas
sukiiré naujas matematines struktiras, atsirado galimybe kai kurias ju taikyti
matematikoje ir fizikoje.

Vis delto matematikos tyko daug pavojy. Stokojama bendro jvertinimo,
kg matematikai yra nuveike ir kokia matematikos reiksmeé. Is dalies taip yra deél
paciy matematiky, vengianciy apibrézti ir aiskinti savo sritj placiaja prasme savo
studentams, visuomenei, vyriausybés ir pramoneés institucijoms. Juk studentui
imanoma gauti gera matematikos studijy jvertinima, nenusimanant, kokie tyri-
mali $ioje srityje vykdomi.
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Kitas pavojus gladi didéjanéiame pasitikéjime kompiuteriais, kaip juodomis
dézémis, pateikianciomis atsakymus, nesuprantant, kokie procesai atliekami ir
kokiomis sagvokomis manipuliuojama. Tiek kompiuteriy galimybés, tiek ju nau-
dojimo ribos lieka nesuprastos, matematinis pagrindas ignoruojamas ir galbiit
nepakankamai vystomas, todél kompiuteriai gali biiti naudojami netinkamais
budais arba perzengiant programinés jrangos dizaino nustatytas ribas. Sakoma,
kad kai kurios inzinerijos firmos matematiniy tyrimy skyriy atsisako inZinieriy,
dirbanéiy su programinés jrangos paketais, labui. Ar tai padidins produkty
saugumg ir patikimuma, ar sudarys galimybes naudoti aukstesnio lygmens ma-
tematines savokas?

Jeigu siy pavojy reikia. vengti, tai didéjantis misy pradzioje isvardyty
klausimy supratimas ir jvertinimas turi esminés reikimeés.

Turéty biiti galimybiy paspartinti peréjimg nuo matematiky konceptualiy
1Zvalgy prie moksliniy ir technologiniy taikymy. Jiems surasti reikia, kad teisin-
gai biity suvokiamas matematiky darbas ir matematikos vaidmuo visuomenéje,
kurioje gyvename. Rasti biidus tokiam supratimui igsiskleisti yra miisy pareiga
mokslui, kur] mylime.

Padéka. Daugelis siame straipsnyje iskelty klausimy buvo aptariami su
studentais kurso ,Matematika kontekste®, kurj mes kartu vedéme, paskutini-
alslas metais, o taip pat su pirmuyjy mety matematikos studentais, klausiusiais
kursa ,, Idéjos matematikoje®. Siy studenty pareikitos diskusijose mintys turéjo
dideles jtakos miisy mastymui. Mes taip pat dékojame Rogeriui Bowersui ir
Brianui Dentonui, skai¢iusiems Liverpulio universitete kursg ,,Matematika vi-
suomeneje®.
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