Algirdas Bastys

Dekarto koordinates,
funkcijos ir signalai

Ieskant tiesos blitinas metodas.

R. Dekartas ,Proto vadovavimo taisyklés®

Koordinaté — terminas mirgantis ir matematikos mokslo straipsniuose, ir
mokykliniuose vadovéliuose. Si savoka atsirado kaip natiirali skaiciy ir ge-
ometrijos pasauliy jungtis. Jos uZuomazgy mokslo istorikai randa labai to-
limoje praeityje. ,Istorija — bedugnis 3ulinys,“ — rasé Tomas Manas. Taigi
bet kuris pradzios tagkas visada salyginis. Tokia salygine koordinagiy metodo
pradiia priimta laikyti R. Dekarto ,Geometrijos® veikala, pasirodziusj 1637
metais. Tac¢iau ty koordinaégiy, kuriomis mes jprate naudotis, toje knygoje
nerasime. Dabartiné koordinagiy samprata susiformavo tik XVIII amziuje.
R. Dekartas parodeé, kad geometriniy objekty — tagky ir kreiviy — apragymas
skaitiais ir lygtimis atveria naujas matematikos raidos perspektyvas. Siuo-
laikinis matematikos pasaulis susideda ne tik i§ skaiéiy, figiry ir kreiviy.
Tagiau koordinaéiy metodas daZnai geriausiai tinka ir sudétingiausiems ob-

jektams aprasyti.

1. Kaip orientuotis ploks¢iame pasaulyje?

Isivaizduokime padarus gyvenandius statiniame dvimaciame euklidiniame
pasaulyje. Epitetas statinis reiskia, kad Siame pasaulyje neegzistuoja laikas,
7odziai dvimatis-euklidinis pazymi, kad jsivaizduojamo pasaulio scena yra ploks-
tuma. Tarkime, kad dvimacial sutvérimai noréty kaip nors aprasyti savo pa-
saulj, kad galety jame orientuotis.

1.1. Dekarto koordinaéiy sistema

Tokj pasaul] patogu aprasyti Dekarto koordinaéiy sistema, kurios pagrinda
sudaro dvi statmenai besikertan¢ios plokstumos tiesés (zr. 1 pav.). Tarkime,
isivaizduojamo pasaulio gyventojai yra be galo mazi. Tuomet juos galésime
zymeti plokstumos taskais M = M(z,y); éa x ir y zZymitasko M projekcijas
atitinkamai Oz ir Oy aSyse. Vienetinio ilgio vektoriy, nukreipta z aSies
kryptimi, pazymeékime simboliu . Analogisks y aSies vektoriy Zymeésime 7.
Nesunku jsitikinti, kad bet kuriam plokstumos vektoriui oM teisingas déstinys
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6 A. Bastys
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1 pav. Dekarto koordinacdiy sistema

Sakykime, plokstumos gyventojai yra savo uZimamos vietos ,patriotai®
ir todél koordinaéiy asis jveda taip, kad koordinaéiy pradzios taskas sutapty
su jy padétimi plokstumoje, ir atsitiktinai pasirenka Oz aSies kryptj. Kaip
zinoma, biti patriotu daZniausiai naudinga.- I§ tikryjy Siame pasaulyje mums
svarbiausi yra artimiausi subjektai ir todél juos siekiame pazinti geriau. Sia
prasme dvimadio pasaulio gyventojai elgiasi teisingai sutapatindami koordinaciy
pradzia su savo padeties pasaulyje tasku. Tuomet artimiausiy kaimyny pa-
déties tasky koordinadiy reikimés moduliu bus maZziausios. Vadinasi, koor-
dinatéms 2z ir y apraSyti skirdami vienoda skaitmeny skaiéiy, tiksliausiai
nusakysime gretimus kaimynus. PavyzdZiui, jei koordinatéms uZrasyti nau-
dosime 5 reiksminius skaitmenis ir apytiksliai Zinosime dviejy kaimyny koordi-
nates A(1,0256+0,00005; —3,1495+0,00005) ir B(10256+0,5; —31495+0,5),
tai A kaimyno padétis bus apie 10 000 tiksliau lokalizuota uz B kaimyno
padet;.

Atstuma tarp bet kuriy dviejy plokstumos tasky Mj(z1,vy1) ir Ma(z2,y2)
(zr. 2 pav.) galime suskai¢iuoti pagal formule

MiMy = /(2 —21)® + (y2 — 1) (2)
Y Mg
Yo 90— — — — —
Y1 |
|
0] T Ty ¢

2 pav. Atstumas Dekarto koordinaéiy sistemoje
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Dekarto koordinatés, funkcijos ir signalai 7

Fiksave koordinadiy pradzios taska O ir abscisiy a8 Oz , nubrésime vie-
nintele plokstumos tiesg einancig per taskag O ir statmeng Oz aSiai. Ordinaciy
aslai Oy apibrézti pakanka nubréitoje tieséje iskirti teigiama kryptj, t. y.
pasirinkti kurj nors tiesés galg ir jj pazymeéti rodykle. Kokiu principu remian-
tis reikéty pasirinkti ordinagiy asies kryptj? Pagal miusy dvimaéio pasaulio
aprasymg skirtingi gyventojai naudoja skirtingas koordinaéiy sistemas — skiria-
si juy pradZios ir abscisiy kryptys. Pabandykime jvesti truputj tvarkos reikalau-
dami, kad skirtingas koordinaéiy sistemas biity galima sutapatinti poslinkiais
ir posiikiais. Tam, kad dvimaéio pasaulio gyventojai galéty pagal & principa
suderinti Oz ir Oy asiy tarpusavio padet], suteikime jiems aukséio pojutj. Ki-
taip tariant, nors ir nejausdami trimaéio pasaulio, jie visi vienodai turi jausti,
kur jy plokstumos atzvilgiu yra ,vir§us“ ir kur ,,apaéia‘“. Tokia prielaida néra
dirbtiné. Mes, trimaéio pasaulio gyventojai, savotiskai jauéiame ketvirtgja asj —
laika, i8skirdami joje kryptj: praeitis—dabartis-ateitis. Pana$ia savybe issiskiria
elementariy daleliy charakteristika — sukinys (angl. spin), charakterizuojamas
tik orientacija — sukimusi i§ kairés j desine arba atvirks¢iai, sukimusi i§ deSinés
i kaire.

y
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3 pav. Tasko M koordinatés {Oz,0y} ir {O'z',0'y'} sistemose
1.2. Skirtingy Dekarto koordinadiy sistemy rysSys

Tarkime, visi stebétojai orientuoja Oz ir Oy aSis mums jprasta tvarka,
t.y. Zitirint 1§ virSaus abscisiy agis trumpiausiu keliu link ordinaéiy asies sukama
prie§ laikrodzio rodykle. Panagrinékime, kokios problemos kyla dvimaciams
sutverimams dél vieningos koordinaéiy sistemos nebuvimo, t.y. kokig kaing
reikia sumokéti uz stebéjimo i§ jvairiy pradzios tasky patogumsg ir Oz aSies
krypties pasirinkimo laisve. Tarkime, turime du skirtingus stebétojus su ko-
ordinagiy sistemomis {Oz,0Oy} ir {O'z',0'y'}. Tuomet sie stebétojai ta
pat] plokstumos taska M apradys skirtingomis koordinatémis: M(z,y) ir
M(z',y'). Rysiui tarp (z,y) ir (z',y") koordinagiy rasti reikia informaci-
jos apie {Oz,0y} ir {O'z',0'y'} sistemy tarpusavio igsidéstyma. Tarkime,
kad antroji koordinadiy sistema paslinkta z, ilgio vienety Oz kryptimi, y,r
ilgio vienety Oy kryptimi, ir pasukta o radiany kampu, skaid¢iuojamu prie§
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8 A. Bastys

—
lall\rodzm ro Xkl@ Tuomet isreiske lygybés OM = OO' + O'M vektorius
oM OO' O'M koordinatémis bei ortais (#r. 3 pav.), gausime

Ti+ Y] =Tl + Yor] + 29 +y'f
Padaugine pastaraja lygybe skaliariskai i§ i ir ; orty rasime

=2y +z cosa—1y sina,

Y=Yy + 2 sina+y cosa.
Taciau plokstumg galima aprasyti ne tik Dekarto koordinatémis. Pavyz-
dziui, parinkus pradzios taska O ir nubrézus spindulj Oz, kiekviena plokstu-

mos tagka M galima nusakyti jo atstumu r = OM iki pradzios tasko (poliaus)
ir kampu tarp Oz ir OM (Zr. 4 pav.). Tai poliné koordinaéiy sistema.

M

0

4 pav. Poliné koordinaciy sistema

5 pav. Archimedo spiralé r = ¢
Kokia koordinaéiy sistema geriausia — vienareik§miskai atsakyti negalima.
Tiesiy bei antros riisies kreiviy lygtys papras¢iausios Dekarto koordinagiy sis-
temoje. Tiesés lygtis Sioje koordinaciy sistemoje
az +by=¢, (a*+0b*#0).
Polinéje koordinaéiy sistemoje ji sudétingesne:

rcos(p — o) —p=0.
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Dekarto koordinatés, funkcijos ir signalai 9

Antra vertus, polinés koordinatés geriau tinka spiraléms aprasyti. Pavyzdziui,
Archimedo spiralés lygtis polinéje koordinaéiy sistemoje, kurios poliaus taskas
sutampa su spiralés pradzios tasku, yra: r = ¢ (Zr. 5 pav.).

Kreives lygties sudétingumas priklauso ne tik nuo koordinadiy sistemos, bet
ir nuo jos orientacijos. Pavyzdziui, elipsiy ir hiperboliy lygtys papraséiausiai
atrodo Dekarto koordinaédiy sistemoje, kurios abscisiy asis kerta abu Zidinius, o
ordinadiy adis eina per atkarpos, jungianéios Zidinius, vidurio taska.

1.3. Isvados

Pateikiame kai kurias dvimadio pasaulio aprasymo isvadas.

o Norint objektyviai aprasyti egzistuojantj pasaulj, reikia jvesti koordinaéiy
sistemas, kurios plokstumos taskus atvaizduoty j skaiéiy poras.

e Koordinaéiy sistema yra savotiskas pasaulio stebéjimo instrumentas, ten-
kinantis pasaulio stebétojo poreikius. Skirtingy stebétojy interesai skiriasi.
Todeél pasaulio apragymui naudojamos jvairios koordinaéiy sistemos.

e Skirtingi stebétojai juos supant] pasaulj turi suprasti vienodai. Todél reikia.
zinoti tasko koordinaéiy skirtingose koordinaéiy sistemose rysio formules.

o Idealios koordinaéiy sistemos ir geriausios jos padéties néra. Skirtingiems
pasaulio objektams aprasyti galima rasti savas optimalias koordinaéiy sis-
temas. Sistemg tikslinga priderinti prie stebétojo padéties ir stebimy ob-
jekty orientacijos.

2. Funkcijy aprasymas

Pereikime prie sudétingesnio objekto — funkcijy. Funkcija yra viena kertiniy
matematikos sgvoky. Tegul Zinomos dvi aibes X ir Y bei duota taisykle,
priskirianti kiekvienam x € X vienintelj y € ¥, Zzymima f(z) (Zr. 6 pav.).
Tuomet sakoma, kad X aibéje yra apibrézta funkcija y = f(z), kurios reik§meés
yra Y aibés elementai. Mes kalbésime tik apie skaitines funkcijas, t.y. apie
tokias, kuriy aibés X ir Y elementail yra realiis skaiéiai.

6 pav. Funkcija f: X - Y

Skaitines funkcijos gali biiti aprasytos labai jvairiai. Panagrinékime pa-
praséiausias funkcijy klases.
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10 A. Bastys

2.1. Funkcijos ir formules

Mokykloje skaitinés funkcijos daZniausiai aprasomos formulémis. Toks
buidas vadinamas analiziniu. Pirma yra apibréziamos elementariosios funkci-
jos. Juy aibe sudaro

o daugianariai (pvz., 2z +3, 322 -1, 2* — 222 + 1),

o rodiklinés funkeijos (pvz., e*, 2% ),

e logaritminés funkcijos (pvz., lnz, logy(z) ),

e trigonometrinés funkcijos (pvz., sinz, cosz, tgz ),

o atvirkstinés trigonometrinés funkeijos (pvz., arcsinz , arccosz, arctg z ),

e funkcijos, gaunamos i§ isvardyty funkeijuy baigtini skai¢iy karty naudo-
jant keturias aritmetines operacijas (pvz., ;i_“z’;, %—ﬁ%) ir superpozicijos

operacija, (pvz., sin(cos(z)), eIz). Bet kurios elementariosios funkcijos 1s-
vestiné taip pat yra elementarioji funkeija, tad¢iau ne visy elementariyjy
funkeijuy neapibréztinis integralas yra elementarioji funkcija, pavyzdziui,

/e“’:z dz.

Kita svarbi funkeijy grupeé, kuriai priklauso elementariosios funkcijos, yra
analiziniy funkcijy aibé. Pagal apibrézima bet kokia funkcija, isreiskiama laip-
snine eilute, vadinama analizine. Jei analizinés funkcijos y = f(z) apibrézimo
sritis X yra intervalas (a,b), tai § funkcija yra kiek norima karty diferen-
cijuojama intervale (a,b) ir bet kokio tasko zo € (a,b) pakankamai maZzoje
aplinkoje teisinga lygybe

f'(zo)
1!

(=0} + 0z gy -

F™) (o)
2! ..+—

n!

f(z) = f(zo)+

(@—2z0)"+-++.

&i formulé vadinama Teiloro formule. Analizinés funkcijos pasiZymi is-
skirtine vientisumo savybe, kuri reiskia stai ka. Jeigu funkcija y = f(z) yra
analiziné intervale (a,b), tai ja galima vienareiksmiskai rekonstruoti visame in-
tervale (a,b) naudojantis tik jos reiksmémis y = f(z) , Zinomomis kiek norima
mazame intervale (@, 8) C (a,d) . Vientisumo savybé rodo, kad kiekviena anali-
ziné funkcija apibréziama savo ,formule®, kuri glaustai apraso funkcijos grafika
{(z, f(z)), « € (a,b)} . Kartu analiziniy funkeijy vientisumo savybé atskleidzia
ir ju ribotuma. Sakykime, funkcijg nusakome, laisvai brezdami jos grafika taip,
kad pasirinke popieriaus lape kokig nors Dekarto koordinaciy sistema (Oz, Oy)
gautume vienareikime funkcija y = f(z). Aisku, kad klasé funkcijy, kuriy
grafiky galima nubrézti neatitraukiant rankos nuo popieriaus lapo, bus daug
platesné uz analiziniy funkcijy klase, nes bet kokios analizinés funkcijos globa-
lus grafikas {(z, f(z)), = € (a,b)} yra vienareiksmiskai nusakomas bet kokiu
lokaliu grafiku (zr. 7 pav.) {(z,f(z)), = € (e, ) C (a,b)}.
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Dekarto koordinatés, funkcijos ir signalai 11

7 pav. Funkcijos: 1 — analiziné; 2 — neanaliziné
2.2. Funkcijy Dekarto koordinaéiy sistemos

Plokstumos taskams aprasyti jvedéme Dekarto koordinaéiy sistema. Sioje
sistemoje jie apraomi realiyjy skaiéiy poromis (z,y). Koordinadiy z ir y
reik§meés priklauso ne tik nuo tasko M , bet ir nuo Dekarto koordinaéiy siste-
mos pradzios tasko O bei nuo absmsn; ir ordinagiy asiy krypties. Tos pacios
plokstumos taskams aprasyti galima jvesti be galo daug Dekarto koordinaciy
sistemy ir nurodyti, koks yra to paties plokstumos tasko M koordinaéiy skirtin-
gose sistemose rysys. Kai kurios geometrinés charakteristikos isreiskiamos tomis
paciomis formulémis nepriklausomai nuo Dekarto koordinaéiy sistemos pasirin-
kimo. Pavyzdziui, atstumas nuo tagko M(z,y) iki koordinaéiy pradzios tasko
O skai¢iuojamas pagal formule

OM = /22 + y2. (3)

Panasi formulé (zr. (2)) yra atstumui tarp bet kuriy dvieju plokstumos tagky
Ml('r:l Y1) ir My(z3,y2) skaiéiuoti. Paslinkus arba pasukus Dekarto koordi-
nadiy sistemg (2) ir (3) formulés nesikeidia (yra invariantiskos).

Pameginkime panasiai apradyti ir funkcijas. Tarkime, funkcija u = u(z)
yra analizine intervale (—R, R). Tuomet jai teisinga Teiloro formulé

u'(0) ., w"(0) . u™(0) .,
!

1 T +---, z€(—R,R). (4)

u(z) = u(0) +

z + et

Bandykime palyginti sig formule su (1) iSraigka. Pastarosios kairiojoje puséje
stovi laisvai pasirinktas plokstumos vektorius, o desinioji pusé yra vektoriy 1
ir 7 tiesinis darinys. Panasiai gallme interpretuoti ir (4) lygybe. Jos kairiojoje
puseje yra funkcija u = u(z), = € (—R, R), o desinioji — funkcijy sistemos

{1,2,2%,...2™,...} (5)

begalinis tiesinis darinys. Deja, negalima teigti, kad (5) sistemos elementai z™
yra @ ir j orty analogai. Neaisku, kokia prasme ,vektoriaus® z” ilgis lygus

eoe | w eee



12 A. Bastys

1. Dar didesné problema kils, jei (5) sistemos elementams norésime taikyti

statmenumo savoka. I8 tikrujy kokia prasme funkeijos 1, z, z* ir t.t. gali
biiti statmenos (zr. 8 pav.)?!

y=z -2

8 pav. Teiloro skleidiniy pirmyjy trijy asiy vektoriai — funkcijos

Kalbant apie funkcijy statmenuma, reikia susitarti, ka laikyti kampu tarp
dviejy funkcijy. Prisiminkime, kad skaliarine dviejy vektoriy

mzmﬁ-{—mg}‘, O?:y1;+y2;
sandauga skai¢iuojama pagal formulg
(ﬁ,@) =T + T2Y2,

o kampas « tarp jy randamas i8 lygybes

(O4,0B)
04|03

Cos ¥ =—

Vektoriaus ilgj su skaliarine sandauga sieja toks rysys:
@ = V(@ a).

Vadinasi, norint apibrézti kampg tarp dvieju funkeijy, pakanka jsivesti funkeijy
skaliarinés sandaugos sgvoka.
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Dekarto koordinatés, funkcijos ir signalai 13

Jeigu vietoje plokstumos vektoriy (kuriuos galima sutapatinti su koordi-
na¢iy poromis) nagrinésime begalines realiyjy skaiéiy sekas (begalinius skaiéiy
rinkinius)

z ={z1,22,.-.}, yv={y1,¥2,---}

tai skaliaring sandauga natiralu apibrézti lygybe
(x,y) = z1y1 + T2y2 + ...,

pasirfipinus, Zinoma, kad begaliné suma buity apibrézta. Jeigu vietoje seky
turime funkcijas f(z),g(z), apibréztas tame pat intervale (a,b) ir jgyjanéias
realias reikdmes, tai galima pabandyti skaliaring sandauga apibrézti integralu

b
(f,g)‘—“/. flz)g(z)de.

O dabar pateiksime griezta D. Hilberto [1] darbe pasitlytg funkeijy skalia-
rinés sandaugos apibrézima.

Apibrézimas. Tegul Ly(a,b) yra integruojamojo intervale (a,b) kvadra-
to kompleksiniy funkcijy aibé. Funkcijy u € La(a,b) ir v € La(a,b) skaliariné
sandauga apibréziama formule

(u,v) = / b u(z)o(z) do.

Kampu « tarp u ir v vadinamas maziausias neneigiamas lygties

u
cosa = ~—( V)

eIl
sprendinys. Cia ||f|| Zymi f funkcijos norma: |f|| = +/{f,f)-

Plokstumos Dekarto koordinaéiy sistemos pagrinda sudaro du statmeni
ieinantys i§ vieno tagko 7 ir _; vektoriai. Pameéginkime funkeijy aprasymui
parinkti 7 ir J orty analogus. Taélau pries tai mums reikia apsispresti, kokiy
funkeijy klase bandysime isreiksti pasirinktos funkcijy sistemos tiesiniais dari-
niais, t.y. apibrézti plokstumos analoga. Nagrinekime funkecijy erdve
Ly(—%,%). Isitikinkime, kad funkcijy sistema {z"}32, i§ Teiloro formulés
negali biiti Dekarto koordinaéiy sistemos pagrindas. I§ tikruyjuy, jei n 4+ m yra
lyginis, tai 2" ir 2™ funkcijy skaliariné sandauga erdvéje Ly(—1,3) yra

[

o—(n+m)

n my\ __ n,_ . m ==
(z", )—'/_ " dm_—n—l—m—f—l'

1
2

Todél kampo tarp juy kosinusas nelygus nuliui. Vadinasi, visos tokios funkcijy
poros z™,z™ néra statmenos ir todél netinka Dekarto koordinaéiy a§ims api-
brezti.
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14 A. Bastys

Kur kas geresneés &iuo atzvilgiu yra sinuso ir kosinuso funkcijos sin(27wma),
cos(2mma). Formulés bus grakstesneés, jeigu naudosime kompleksiniy eksponen-
¢iy sistema,

{e?™m=Yee o €™ = cos(2mna) + isin(2mna).

Si sistema yra ortonormuota Lo(— %-, %) erdves skaliarines sandaugos pras-

me, t.y.
1

zZ n — 3 =
e"zwnmeﬂmnu: dr = 1’ kai n= m,
~1 0, kai n#m.

Negana, to; kompleksiniy eksponencéiy sistema yra pakankamai turtinga ta pras-

me, kad bet kurig integruojamojo intervale (—%, —é—) kvadrato funkcijg u = u(z)
galima kiek norima tiksliai ( Ly(—3,3) erdvés normos prasme) aproksimuoti
kompleksiniy eksponendéiy tiesiniais dariniais, t. y. funkcijai u € Lg(—%,%

atsiras tokie koeficientai c¢,, kad

minflu(z) = > e = 0,kai N — co.
T |nl<N

Tokiu atveju rasysime

m .
u(:r): Z uneﬂ‘rrna:.

n=—oco

Taikant postiimio ir poslinkio operacijas, galima gauti be galo daug skir-
tingy plokstumos Dekarto koordina¢iy. Galima apibrezti ir erdves Lz(—'%, %)
Dekarto koordinagiy sistemos {e*?™®} posiikius. Tegu an i yra kompleksiniai
skaiciai, tenkinantys salygas

1, jel n=m,

Z 0, jei n#m
b ? s
au’kam,k j { . . anim —_— Ofm,n.
k

Dabar apibrézkime funkcijas

tn(z) = Z a,ljkeiz’rkx.
k

Tada {un(z)} yra ortonormuota sistema ir jos begaliniais tiesiniais dariniais
galima uzrasyti visus Lg(— %, —;—) erdves elementus. Vadinasi, kaip ir plokstumos
atveju, jvairiais La(—3, 1) erdvés Dekarto koordinaciy sistemos postikiais gau-

namos naujos Dekarto koordinaéiy sistemos.
2.3. Isvados

Plokitumos taskai aprasomi Dekarto koordinatémis, vektoriai reiskiami
tiesiniais orty dariniais. Matéme, kad funkcijos irgi gali biiti aprasomos tam

eoo0 v+ w 000



Dekarto koordinatés, funkcijos ir signalai 15

tikrais tiesiniais dariniais (tik begaliniais). Taigi Dekarto metodas yra pritaiko-
mas ir funkcijy pasaulyje. Priminsime tokio funkcijy apragymo savybes.

e Funkcijoms apradyti pasirenkama bet kokia sistema {un(z), = € (a,b)},
n = 0,1,2,---, kurios begaliniais tiesiniais dariniais galima uZrasyti bet
kokig integruojamojo intervale (a,b) kvadrato funkcija.

o Kickvienas sistemos {u,} elementas pazymi tam tikra krypt] funkeijy
Lo(a,b) erdvéje. Jei uy, ir uy,, yrastatmenos visiems n # m , tai sistemos
{tn} elementai apraso Dekarto koordinadiy sistems. Jei dar papildomai
tenkinama normavimo salyga ||ua||z, = 1, tai u, yra Ls(a,b) erdves
Dekarto koordinaéiy sistemos ortai, o sistema {u,} vadinama ortonor-
muotaja Ly(a,b) erdvés baze.

o DBet koks Lj(a,b) erdvés elementas g = g(z) aprafomas koordinatémis
gn = {g,un). Elemento g Dekarto koordinatés ¢, priklauso nuo koordi-
naciy sistemos parinkimo. To paties elemento koordinaéiy skirtingose siste-
mose {un} ir {v,} rysio formulés priklauso nuo kampy tarp koordinatiniy
asly un ir vm, , surandamy i§ skaliariniy sandaugy (u,,vm) .

e Jeigu funkcija reiskia kokj nors signalg (pvz., garsg), tai jos norma

191 = [15@)Pds

galima interpretuoti kaip signalo energijg. Energijos, skaliarinés sandaugos,
kampo tarp dviejy funkeijy ir kitos geometrinés charakteristikos isreigkia-
mos formulemis, kurios pereinant nuo vienos Dekarto koordinaéiy sistemos
prie kitos nesikeiéia.
o Visos Dekarto koordinagiy sistemos Ly(a,b) erdvei aprasyti yra vienodai
- geros. Kai yra zinoma papildoma informacija apie apraomas funkcijas, ga-
lima kalbéti apie skirtingy Dekarto koordinaéiy sistemy optimaluma kokia
nors prasme. DaZnai sakoma, kad sistema {u,} gerai tinka poaibiui
A C L, aprasyti, jei daugumos (ar visy) elementy ¢ € A maza dalis
Dekarto koordinaéiy $ioje sistemoje yra Zenkli, o kitos artimos nuliui.

3. Funkcijy vaizdai skirtingose koordinaciy sistemose

Isivaizduokime, kad stebime kokj nors signalg, pavyzdZiui, garsg. Kokiomis
funkcijomis ji galima aprasyti? ApraSant realius signalus erdvés Lz(—%, %)
funkcijomis, kyla tam tikry keblumy. Reikalavimas, kad funkcijos (signalo)
kvadratas buity integruojamas, néra varZantis. Grei¢iau atvirkséiai — signalo
modulio kvadrato integralas interpretuojamas energija ir visigkai natiiralu ana-
lizuoti tik tokius signalus, kuriy energija yra baigtiné. Problemos kyla dél
integravimo intervalo [—%, %] Bet koks argumento poslinkis nekeidia signalo
prigimties. Tarkime p = p(t) yra garso slégio* jrasas, reiskiantis kokj nors
zodj. Straipsnio autoriaus pateiktg ,,a garso jraso fragmenta galima pamatyti
9 pav.

Garso slegiu vadinami oro slégio pokyéiai laike atZvilgiu atmosferinio slégio, kuriuos

registruoja Zmogaus ir kity gyviny klausa.
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16 A. Bastys

9 pav. ,,a“ garso slégio 25 milisekundziy fragmentas.
Akivaizdu, kad klausytojas garso jrasa p = p(t) suvoks vienodai nepriklau-
somai nuo klausymosi laiko. Kitaip tariant, visos funkcijos

Tup(t) = p(t — a)

reiskia tg pat] Zodj. Deja, erdves Lg(—%, %) elementams negalima taikyti po-

slinkio operacijos T, , nes visiems a # 0 susidursime su argumenty reiksmeémis
t — a , kurioms funkcija u bus neapibrezta.

3.1. Funkcijy Furjé vaizdai

Signalus vaizduokime erdvés Ls(—o0,00) funkcijomis. Bet kokios Sios

erdvés elementy poros u,v € Lg(—00,00) skaliariné sandauga skai¢iuojama
pagal formule

(u,v) = fm u(z)o(z) da.

—00

Signalai u € Ly yra baigtinés energijos, t.y.

ol = [ fu(a)P do = () < o

— o

Bet koks poslinkio operatorius

T,u(z) = u(z — a)

eeo v+ Ww 0080



Delkarto koordinatés, funkcijos ir signalai 17

erdvés Ly(—o0,00) elementus atvaizduoja j tg pacig erdve. Nesunku jsitikinti,
kad poslinkio operatoriai §ioje erdvéje nekeiéia skaliarinés sandaugos:

(u,v) = (Tou, Tyv), u,v € La(—00,00).

Vadinasi, poslinkio operacija islaiko kampa tarp funkeijy poru.

Tadiau nei sin(2rmz), nei cos(2rmz), taigi ir e?™™* nepriklauso erd-
vei Ly(—00,00). Sios funkcijos yra aprézty ir tolydziy visoje tieséje funkeijy
erdves C(—o0,00) elementai. Ta¢iau neskubékime atsisakyti $iy labai naudingy
funkcijy paslaugy. Vadinasi, i§ erdvés C(—o00,00) ,pasiskolinkime® funkcijas
e?™f* ir fiksave realius parametrus {fx}?_,, kuriuos vadinsime dazniais, ir
kompleksinius koeficientus {@x} nagrinékime funkcijas

u(e) =y dpe?mee, (6)
k=1

Funkcija u(z) (signalas) visiskai aprasoma realiaisiais skaiéiais f}. ir kom-
pleksiniais skleidinio (6) koeficientais. Ne visi svarbiis signalai gali biiti tokiu
biidu aprasyti. Atlikime dar vieng Zingsnj ir nagrinékime signalus, kurie rei-
kiami panasiai kaip (6), taciau vietoje sumos naudojant integrala

u(z) = f ” 2™ IEG( f) df. (7)

—0o0

Gautoji (7) israiska vadinama funkcijos u = u(z) integraliniu Furjé skleidiniu
arba atvirkstine Furjé transformacija. Analizuojant (7) formule kyla du klausi-
mai:
e Kaip rasti integralinio Furje skleidinio koeficienty funkcija @ = 4(f), kai
skleidZziama funkcija v = u(z) yra Zinoma?
e Kokia prasme reikia suprasti Furjé skleidinio integralg ir lygybe (7) for-
muléje?
Padaugine abi (7) lygybés puses i§ e ir integruodami z atzvilgiu
intervale (—oo,00), bei sukeite desiniojoje puséje integravimo tvarka, formaliai
gausime tokig integralinio Furjé skleidinio koeficienty ijraiska:

—2mifz

a(f) = ] T e 2mifry(a)du,  f € (—o0,00). (8)

Si formulé vadinama funkcijos u = u(z) integralinio Furjé skleidinio koeficienty
israiska, arba funkcijos u (tiesiogine) Furjé transformacija. Abi (7)ir (8) trans-
formacijos yra integralinés ir juy branduoliai skiriasi tik kompleksinés ekspo-
nentes argumento Zenklu. Todel atvirkstines ir tiesioginés Furjé transformacijy
egzistavimo klausimas sprendziamas vienodai. Jei funkcija u = u(z) yra inte-
gruojama Lebego prasme intervale (—oco,00), tai jos tiesioginé Furjé transfor-
macija yra tolydi funkcija, t.y. & = %(f) € C(—o00,00). Ir atvirksdiai, jei Furjé

eeo ot w oeoe



18 A. Bastys

koeficienty funkcija % = U(f) yra integruojama Lebego prasme, tai (7) formule
uzrasoma funkcija u = u(z) € C(—o00,00). Tadiau ne visy tolydziy ir aprézty
signaly Furjé koeficienty funkeijos yra integruojamos.
Ar (T7) skleidinys eksponenéiy sistemos {e?™*/} elementais yra analogiskas
erdves Lo(— 2 ) fun1\c1311 skleidiniams Dekarto sistemos {e?™*™} elementais?
Jei J1,92 € Lg( 2, 2) tai

II) - Z'ﬁme2ﬂ-$m1 9'2(3:) o, ,ame%rrm

m

ir jy skaliariné sandauga

91192 Zumvm (9)

Funkeijoms u,v € Ly(—o00,0) teisingas toks (9) lygybés analogas (Parsevalio
tapatybe):

f o] diveme / ST, e € La(—so,0).

Vadinasi, kompleksiniy eksponenéiy sistema {e27/*} fer tam tikra prasme

apibrézia integruojamojo kvadrato funkcijy erdvés Dekarto koordinaéiy sistema.
3.2. Funkcijy vaizdai laiko ir daZnio plokstumoje

Nagrinekime be galo daug karty diferencijuojamas funkeijas u = u(t),
t € (—o0,0), tenkinanéias salyga

{t: u(t) #0} C[-1/2,1/2).

Tokiu funkeijy aibe Zymeésime simboliu Cﬁ(—%),% Kiekviena Sios erdves

‘funkeijg galime uzrasyti Furje integralu

u(t) = / " a(f)e*™ it df. (10)

—0o0

Taigi signala u(t) visiskai apraso funkcija @ = 4(f). Galima jrodyti, kad
§iai funkcijai teisinga Teiloro formulé

o0 A
Z =
- 'n‘

todél (10) skleidinys nusakomas skai¢ia komponenéiy {u(™(0)} sistema.
Kada signalus u(t) patogu aprasyti (10) skleidinio funkcija @(f)? Kai
ju grafikai primena keliy dazniy sinusy ir kosinusy tiesinj darinj. Paprastai
osciliuojanéiy signaly Furjé vaizdai @ = @(f) yra paprastesni uz pradinj vaizda
u = u(t). Miusy kalbos balsés (a, e, i ir t.t.) yra kaip tik tokie signalai,

eee tw o0o0e
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sprogstamieji priebalsiai (p, t, k ir t.t.) yra ne osciliuojantys, bet lokalizuoti

laike. Palyginkite, kaip ta pati balse ,a“ vaizdiojama 9 pav. ir Furjé bazéje
{?™f }ser (1. 10 pav.).

A

5]

427

11

fjs;:

| fIkHz]
3 4 5

10 pav. ,,a“ garso 25 milisekundziy fragmento spektras
»a' garso slégio funkeijos p = p(t) priklausomybeé nuo laiko yra pakanka-
mai sudétinga, kad ja biity galima charakterizuoti keliais parametrais. Tuo
tarpu Furjé vaizdo modulio funkcija |p(f)| neblogai charakterizuoja trijy lokaliy
maksimumy tasky abscisés fi, fo ir f3, bei ordinatés ¢1,q2 ir gs.

3.2.1. Vignerio transformacija

Tegu u(t) yra koks nors signalas, tarkime, u(t) € L(—o0,00). Primename,
kad modulio kvadrato integralas interpretuojamas energija.
Kai u = v, i§ Parsevalio tapatybés, gauname

By ={u,u) = (U, 4),

Todél funkeijos u = u(t) ir jos Furjé transformacijos % = @(f) moduliy kvadra-
tai vaizduoja signalo energijos tankio pasiskirstyma atitinkamai laiko ir daznio
skalése. Tafiau atskiry v = u(t) ir ¥ = u(f) reikdmiy priklausomybés tiketis
negalima.

Ar nebiity galima rasti transformacijy, kurios signalag v = u(t) trans-
formuoty j dviejy kintamujy funkcija u(¢, f) taip, kad u(¢, f) derintysi su
lu(¥)|® ir |u(f)|* reiksmémis? Bene sékmingiausiai su §ia problema susidoroja
Vignerio ( Wigner) transformacija, integruojamojo kvadrato funkcija u = u(t)
atvaizduojanti i laiko ir daznio funkeijg 4(¢, f) tokiu bidu:

u(t, f) = jm u(t + %)E(t - %)6‘2“”" dr.

eeo a{w o0
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Galima jrodyti, kad

ot dr = P (1)
ir

[atnat= ey (12)
(11) lygybé parodo, kad Vignerio transformacijos reikémeés #(t, f) kintant daz-
niui f vidutiniskai osciliuoja apie |u(¢)|? reiksme. Is (12) isplaukia analogiska
savybe t ir f argumenty porai. Todél Vignerio transformacijos reikme (t, f)
yra interpretuojama signalo u energijos tankio verte laiko momentu t esant

dazniui f. Nors u(t, f) reiksmes gali biiti ir neigiamos ar net kompleksineés,
ta¢iau bendras tankio integralas sutampa su signalo energija, t.y.

[ [awnadr = [uwra= [P s =

Funkcija |u(t, f)| vadinsime w signalo vaizdu laiko ir daznio plokstumoje.

TR N NN SN S T e 40dB
d | I
'c;l‘
Z B 20dB
- _
S — -

T T T T T T e DC]B

0 0.5 1.0 pilkumo
laikas S[]c‘ﬁ%‘]e
11 pav. e2™°/3 vaizdas laiko ir daznio plokstumoje

Koks yra kompleksinés funkeijos u(t) = 2™’ /2 yaizdas laiko ir daznio

plokstumoje? Kadangi kai ¢ artimas 0 signalas e’ heveik pastovus, todel
slems t Vignerio transformacijos modulis turéty bati didziausias maziems daz-
niams. Didéjant ¢ reikémeéms, u pradeda vis labiau osciliuoti, vadinasi, ir
[u(t, f)| maksimumo argumentas f turi proporcingai dideti. Susitarkime pa-
lyginus dideles |@(%, f)| reikdmes laiko ir daznio plok§tumoje vaizduoti tamsiai
ir atvirkséial, mazas Vignerio transformacijos — §viesial.

Tiesiogiai skai¢iuodami rastume e?™ /2 signalo Vignerio transformacija,
o pagal ja sudarytas signalo vaizdas (¢, f) plokstumoje biity tiesé f =¢. Rem-

damiesi tam tikrais formaliais skaiéiavimais galime spéti, kad signalo g2mit” /3

eee vtw o000
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vaizdas laiko ir daZnio plok$tumoje turéty priminti parabolés grafika. Ir i3
tikryjy kompiuteriu atliktais apytiksliais sio signalo Vignerio transformacijos
skai¢iavimais, vaizdas panaSus j parabole (zr. 11 pav.).

12 pav. ir 13 pav. pateikti 0,1 sek. garso ,a“ ir ZodZzio ,labas® vaizdai
laiko ir daznio plokstumoje.

40dB
d
d :
? 20dB
S
[kHz]
0dB
& s 08 pilkumo
. ‘ skale
laikas [sek] [dB]

13 pav. Zodzio ,,labas“ garso vaizdas laiko/daznio plokitumoje

4. Vilneliy transformacijos

Siame skyrelyje funkcijy Hilberto Ly(—o00,00) erdve dél trumpumo zyme-
sime tiesiog L, . Ankstesniuose skyreliuvose aprasydami L, erdve naudojomés
koordinaéiy sistemomis, kuriy asis sudare {e=?™*};cgp funkcijos. Koordinaéiy
asiy buvo tiek, kiek realiyjy skaiéiy. Vadinasi, bendra koordinaéiy asiy aibé
yra kontinuumo galios. Paméginkime rasti skai¢ia koordinaciy adiy sistema,
kurios orty begaliniais tiesiniais dariniais bttu galima uZrasyti visus L, erdves
elementus. Galima rasti daug sios problemos sprendimy. L, erdvel aprasyti
gerai tinka Ermito (Ch. Hermite) daugianariai:

Ho(t) =1, Hyi(t)=2t, Hy(t)=44*-2,

2
n _t2 dne—t

Ha(t) =St3—12t, TR Hn(t)z(—l) e den RO
Kadangi
0 —2 _ \/1_rn!2“, n =k,
Lme Hn(t)Hk(t)dt_ {0, ’n.;é k,

tal sistema

1

en(t) = VA/mnl2n

soee vfw eee

e_ﬂ/an(f), n=0,1,2,---,
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yra ortonormuota L, erdvéje. Negana to, pasirodo, kad bet kurig integruo-
jamojo kvadrato funkcija u galima uZrasyti konverguojanéia normos L, pras-

me eilute
o0

u(t) =Y (u,en)en(t). (13)

n=0

Todél {en}32, sistemos elementai laikytini L, erdvés Dekarto koordinadiy
sistemos ortais. Atlikdami jvairius koordinaéiy agiy posiikius, i§ §ios sistemos
gausime ir kitas L, erdves Dekarto koordinaéiy sistemas, kuriy asys sudarys
skai¢ig aibe. Taéiau Ermito daugianariy pagrindu sukonstruota Dekarto L,
erdves koordinadiy sistema turi viena esminj geometrinj trikuma. Paanali-
zuokime keliy pirmujy e, sistemos funkecijy grafikus. I§ 14 pav. matyti, kaip
jie skiriasi keiéiantis n .

€1

€2

14 pav. Pirmosios keturios Ermito sistemos e, funkcijos

Vadinasi, kiekvienas e, ortas yra unikalus ir todél koordinaéiy agiy posiikio
geometriné prasmé tampa miglota. Sia savo unikalumo savybe Ermito koordi-
naciy asys labai skiriasi nuo plokstumos ar erdves Dekarto koordinaéiy sistemny.
Ermito daugianariai ir e, funkcijos jautrios ir argumento poslinkio operacijai.
Tiksliau, kai n # 0, visi netrivialiis argumento poslinkiai ¢ — ¢ — a generuoja
Hy,(t —a) ir ea(t — a), kurios skiriasi nuo bet kurios Ermito koordinaéiy asies
funkcijos (zr. 14 pav.).

eee -tw ooe
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4.1. Vilneles

Sios Ermito ir kity ortonormuoty funkeijy sistemy trikumy neturi vilnele
(angl. wavelet) aprasomos Lo erdvés koordinaéiy asys.

Apibrézimas. Integruojamojo kvadrato funkcija ¢ = 1(t), t € R, va-
dinama vilnele, jei kei¢iant jos mastel] dvejeto sveikaisiais laipsniais bei imant
sveikuosius poslinkius gaunama ortogonali Lo(R) erdves baze, t.y. sistema

{in()} = (V2 B2t = 0)}j nez (14)

yra ortonormuota erdvéje Lo(R) ir bet kurig integruojamojo kvadrato funkcija
norimu tikslumu galima aproksimuoti baigtiniais ;, funkcijy tiesiniais dari-
niais.

Intensyviai vilnelés pradétos tyrinéti pasirodzius St. Mallato darbui [2].
Terming ,,vilnele“ (wavelet) pasiilé vartoti J. Morletas. Vilnele ¢ turi dvi
savybes:

o Kadangi vilnelé yra integruojamojo kvadrato, tai argumentui neapreztai
augant ji vienaip ar kitaip privalo gesti. Dazniausiai vilnelé eksponentiskai
nyksta begalybéje arba lygi nuliui uz baigtinio intervalo riby.

e Jei vilnelé yra integruojama, tai jos integralas realiyjy skaiciy tiese lygus
0. Vadinasi, integruojamos vilnelés reikémeés syruoja apie nulj ir vidutine
jos reiksme lygi 0.

Bet kokia integruojamojo kvadrato funkeija v = wu(t) galima uzrasyti
funkeijy ;k begaliniu tiesiniu dariniu

w(t)= Y (u,bin)bin(t), u€ La(R). (15)

JnEZ

Paanalizuokime Furjé (6), Ermito (13) ir vilnelés (15) skleidinius. Visi trys
skleidiniai turi bendra savybe — jie uzraso bet kokj baigtinés energijos signalg
pasirinktos funkecijy sistemos tiesiniu dariniu. Ir Furje, ir vilnelés skleidiniy
bazinés funkcijos aprasomos tik viena funkcija. Furjé skleidinys aprasomas
kompleksine eksponente e*™ | o vilnelés skleidinys apibréziamas viena funkcija
7 . Kompleksinés eksponentés mastelio parametras f kinta kontinuumo galios
aibéje R, vilnelés skleidinio parametrai j ir n kinta skaiCioje aibéje Z. Pir-
masis parametras j reguliuoja vilnelés istempimo laipsnj — didéjant ; funkei-
jos ;. grafikas vis labiau spaudziasi. Daugiklis V2 (14) igraiskoje rasomas
tam, kad visos 1;, funkcijos bty vienetinés Ly energijos. Sveikasis skai¢ius
n parodo vilnelés poslinkio reiksme — didéjant n vilnelés grafikas vis labiau
slenkasi i desine. Ermito skleidinio baziniy funkcijy e, aibé taip pat skaifi,
tafiau &ia parametras n nesusietas su argumento poslinkio ir mastelio keitimo
operacijomis.

I5 (15) formulés matyti, kad funkeijos ;. , 7,1 € Z , tinka Lo erdves
koordinaéiy agims pazymeti. Kadangi {1jn} yra ortonormuota, tai vienos
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vilnelés pagrindu sudaryta integruojamojo kvadrato funkeijy erdvés koordina-
¢ly asiy sistema bus Dekarto sistema ir adis Zyminéias funkcijas hjn turésime
teise vadinti ortais.

Paprasé¢iausia yra Haro vilnele

P(t) = X[o,%)(t) - X[-%,I)(t)1 teR; (16)

€12 X(q,b) yraintervalo (a,b) indikatoriaus funkcija, t. y. funkcija lygi vienetui,
kai argumentas priklauso intervalui ir lygi nuliui, kai nepriklauso. Si funkcija
pirma karta pasirodée Haro daktaro disertacijoje 1909 metais. Pazyméje go =
—g1 = 1 / \/§ ir

¢(t) = X[n,l)(t):

(16) lygybe galésime perrasyti
B(E) = 90V/28(28) — 1 V3H(2t — 1), (17)

Funkcijos ¢ sveikyjy poslinkiy sistema tap pat ortonormuota, tagiau jos inte-
gralas realiujy skai¢iy aibe nelygus nuliui, todél ja vadinti vilnele biity netikslu.
Is ¢ grafiko (zr. 15 pav.) matyti, kad ji tenkina panasy j (17) sarysi:

() = hoV24(2t) + h1V24(2t — 1); (18)
da hg=h; =1/v2.
¢ W
1 — I
: | | :
0.5 1 ¢ 0.5 1 t
—1 S —

15 pav. Haro mastelio funkcija ¢ ir vilnelé 3
Y. Mejeris ir S. Mallatas apibendrino (17)-(18) funkecijinius rysius [3],
pasiiilydami tokig vilnelés konstrukeija:

00 | w o000
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e Fiksuotiems koeficientams
h.u, hl, ceey hN_]_
surandama funkcija ¢, tenkinanti lygtj

b(t) = hoV24(2t) + haV2h(2t — 1) + - + hy_1V24(2t — N +1). (19)

e Po to apskaiiuojama vilnele
B(E) = gov/BH(2) + g1v/3(2t = 1) + -+ + gn_1VEH(2t — N +1). (20)

Integruodami (19) lygybeés abi puses realiyjy skai¢iy asimi, gausime tokig
salyga:
ho 4+ hi + -+ + hy_1 = V2. (21)

Jei dar sieksime, kad ¢ ir 1 funkcijy sveikyju poslinkiy sistemos biity ortonor-
muotos, tai h, koeficientai turés tenkinti netiesines sglygas

Z hnhn+2m = (Sn—mu (22)

(¢ia 6o =1 ir 6 = 1, kai k£ # 0), o g, bus ireiskiami formulémis g, =
(=1)*hy—-1—r . S. Mallatas ¢ pavadino mastelio (angl. scaling) funkcija, o
(19) ir (20) vadinamos atitinkamai funkciju ¢ ir ¢ masteliy rysio formulémis.
Nors i§ pirmo Zvilgsnio ¢ ir 1p masteliy rysio formules yra panasios, taciau tarp
ju yra gana esminis skirtumas. (19) formulé yra sudétingesné, nes jos abiejose
pusése yra nezinoma funkeija ¢ = ¢(¢). Naudojantis vilnelés mastelio rysio
formule (20), i karto galima apskaiiuoti jos kairiojoje puséje esanéia vilneles
funkeijg ® = 1(t), jei tik desiniosios puses 1sra1skOJe dalyvaujanti mastelio
funkcija ¢ jau yra Zinoma.

Didziule jtaka vilneliy teorijos vystymuisi pa,da,re I. Dobesy (I. Daubechies)
darbas [4]. Jis cituojamas praktiskai visuose vélesniuose straipsniuose, kuriuose
minimos vilnelés. Dobesy jrode, kad visy integruojamy ortogonaliy mastelio ir
vilneliy funkciju, tenkinanéiy masteliy rysio formules (19)-(20), atramos (t. y.
aibés ty ¢, su kuriais funkcija nelygi nuliui) telpa intervale [0, N —1]. Kai N =
2 15 15 pav. matyti, kad Haro mastelio ir vilnelés funkcijy atrama sutampa su
intervalu [0, N —1]. Atramos kompaktiskumo savybé labai palengvina mastelio
rysio lygéiy sprendimg. I$ tikryjy turédami omenyje, kad ¢(t) =0, kai ¢ <0
ar t > N — 1, ir imdami (19) formuléje sveikgsias t reikimes neZinomyjy
$(0), ¢(1),...,6(N — 1) atzvilgiu, gausime homogening N -osios eilés tiesiniy
lygéiy sistema. Sios sistemos matricos prie nezinomyjy determinantas lygus
nuliui, todél viena i§ sistemos lygéiy yra pakei¢iama normavimo sglyga

H0)+B(1) 4+ 4V —1) = 1.
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Issprendus tokiu budu sudaryta tiesiniy lygéiy sistema, surandamos mastelio
funkcijos reikdmés sveikuosiuose taskuose t = k, po to, remiantis (19) for-
mulémis, paeiliui randamos ¢ reikimes taskuose t = k/2, ¢t = k/4 ir t.t.

Nemazinant bendrumo hg ir hy_j koeficientus galima laikyti nelygiais
nuliui. Jei rinkinys hp,n = 0,...,N — 1, tenkina (22) salygas, tai bendras
rinkinio elementy skai¢ius N bdatinai turi bati lyginis. Papraséiausiu atveju,
kai N = 2,15 (21) ir (22) matyti, kad téra vienintelis biitinas ortogonalumo
salygas tenkinantis h rinkinys, t.y. ho = hy =1/ V2. Sis rinkinys generuoja
mums jau pazjstama Haro mastelio funkcija. Jei N >4, tai galima surasti be
galo daug rinkiniy {iz,,}ﬂ'i___ul , tenkinanéiy butinas ortogonalumo salygas (21)
ir (22). I. Dobesy pavyko rasti tokius koeficienty rinkinius {4,}, indukuo-
janéius glodzias mastelio ir vilnelés funkcijas. Akivaizdu, kad didéjant N didéja
{hn}ﬁ:dl rinkinio laisvés laipsnis, todél didesniems N galima atrasti glodesniy
¢ ir 1. Kai N = 2, gauname Haro mastelio ir vilnelés funkcijas, turindias
keleta trukio tasky. Kai N =4, Dobesy pavyko rasti rinkinj

M h_M h_ﬂ h_l—\/§
1—'4\/53 2—4‘\/53 3_4\/§a

kurio indukuojamos mastelio ir vilnelés funkcijos yra tolydzios realiyjy skaiéiy
aibéje. Si jau tapusi klasikine Dobesy mastelio funkcija ¢ = $(t) pavaizduota
16 pav.

ho =

o5l

16 pav. Dobesy mastelio funkcija ¢ = ¢(t)
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28 A. Bastys

Kaip jau pastebéjome, didesniems N galima tikétis dar glodesniy mastelio
ir vilnelés funkcijy.

Dobesy mastelio funkeija ir vilnele, kuriy masteliy rysio formulgje yra 20
nenuliniy koeficienty pavaizduotos atitinkamai 17 ir 18 pav.

-0.5+

17 pav. Dobesy mastelio funkcija su 20 nenuliniy koeficienty

W
1.0

N ::*:1;.-1(”
-1.0 T

18 pav. Dobesy mastelio funkcija su 20 nenuliniy koeficienty

Dobesy kompaktinés atramos mastelio ir vilnelés funkcijos laikytinos ati-
tinkamy Haro funkcijy apibendrinimu. Sios funkcijos ir jy Furjé transforacijos
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yra gana glodzios ir gerai lokalizuotos (greitai gesta, kai argumento modulis
didéja). Daugelis praktiky teigia, kad signalams aproksimuoti geriausiai tinka
tiesiniai dariniai glod#iy gerai lokalizuoty laiko ir daznio srityse funkcijy.

4.2. Vilneliy skleidiniai

Kodél tikslinga siekti vilnelés glodumo? Vilnelé naudojama (15) skleidinyje
uzradant u = u(t) signala. Praktiskai signalai biina glodis, t. y. turi daug ar be
galo daug isvestiniy. Jei glody signala u skleisime neglodziy funkeijy tiesiniu
dariniu, pavyzdziui, Haro vilnelés sveikaisias poslinkiais, paimtais su dvejeto
sveikyjy laipsniy masteliais, tai toks darinys privalés biiti begalinis. Jei (15)
skleidinio bazine vilnelé 1 yra glodi, tai baigtiniai (15) tipo tiesiniai dariniai
aprasys ¥ glodumo eilés signalg u = u(t) . Jei bet kokia glodi funkeija u = u(t)
uzrasoma (15) skleidiniu, apibréztu aukstos eilés N Dobesy vilnele 1 , tai $io
skleidinio keoficientai (u,%);,) greitai nyksta augant skalés rodikliui j. Taip
yra todel, kad Dobesy vilnelés ), apibréztos masteliy rysio koeficienty rinkiniu
ho,n=0,1, ..., N—1, pirmieji N/2 momentai lygis 0, t.y.

/¢(t)tj dt=0, j=0,1,...,N/2—1.

I5 sios Dobesy vilneliy savybés ir Teiloro formulés nesunkiai igplaukia, kad bet
kokios N/2 karty tolydziai diferencijuojamos funkcijos u vilnelés skleidinio
koeficientai tenkins jvert]

() = O27IINFD/2)  kaj § 5 0. (23)

Todel signalai daznai aprasomi Dobesy vilnelémis. Praktiskai yra naudojami
baigtinés (15) tipo funkcijy aproksimacijos. (23) parodo, kad glodZius sig-
nalus v = u(t) galima norimu tikslumu aproksimuoti Dobesy vilnelés jvairiy
masteliy sveikyjy poslinkiy baigtiniais tiesiniais dariniais. Taciau neglodziy
signaly Dobesy vilnelés skleidinio koeficientai létai ges, todél tokiems signalams
galima vilnele adaptuoti apibréziant koeficienty rinkinj h, taip, kad signalo
skleidinio koeficientai kuo greiéiau gesty neapréztai augant skalés parametrui
3 ;

Gali kilti klausimas, kodél nesiripinama vilnelés skleidinio koeficienty
(u,jn) elgesiu, kai j neapréztai mazéja. Si problema yra kardinaliai spren-
dziama, apraSant pradinj signalg u tam tikro mastelio funkcijos ¢ sveikyjy
poslinkiy tiesiniu dariniu. Kitaip tariant, laikoma

u(t) = 3 ulv3 (27t — n). (24)

Tai néra drastiska prielaida, nes artinant J j —co bet kokig integruojamojo
kvadrato funkcija v = u(¢) norimu tikslumu galima aprasyti #(27¢) funkcijos
sveikyjy poslinkiy tiesiniu dariniu. Dél mastelio ir vilnelés funkciju sveikujy
poslinkiy ortogonalumo (24) igraika aprasomos funkcijos u visi vilneliy koefi-
clentai (u,;n), kuriy skalés parametras tenkina nelygybe j < J, yra lygis
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30 A. Bastys

0. Pakanka nagrinéti atvejj J = 0, nes prie pradinés skalés j = 0 galima
pereiti mastelj istempiant: v(t) = u(27t).

Koeficientai (u,1);,.) yra vadinami funkeijos u vilnelés transformacija.
Skirtingai nuo Furjé arba Ermito transformacijos, vilnelés transformacijy yra be
galo daug. Skirtingos vilnelés 1) apibrézia skirtingas transformacijas. Todél at-
siranda galimybeé vilnelés transformacijg pritaikyti transformuojamam signalui.
Skirtingy transformacijy kokybei palyginti daznai naudojama entropijos charak-
teristika. Sakoma, kad u signalo 1! vilnelés transformacija yra geresné uz 1h*
transformacijg, jei u pirmosios vilnelés transformacijos entropija yra maZesné
uz antrosios transformacijos entropija, t.y.

= Z [y 95 )P 11ty 0] )P/ Nl®) < = 1wy 902 P I, 2,02/ [l
hn nn

&a |lul|* Zymi signalo L, energija. Jei skirtingy indeksy transformacijos ko-
eficientai yra poromis nepriklausomi, tai maZesnés entropijos signaluose yra
»maziau informacijos®“. MaZos informacijos signalus galima efektyviai koduoti
ir tikslial aproksimuoti neilgomis dalinémis vilneleés skleidinio sumomis. Todél
vilnelés transformacijos entropijos minimizavimo principas yra praktiskai plaéiai
taikomas.

Vilnelés transformacija turi dar viena labai svarbig praktikai savybe —
yra zinomas efektyvus koeficienty (u,;,) skai¢iavimo algoritmas, vadinamas
greitaja vilnelés transformacija. Greitoji vilnelés transformacija skaiéiuojama
rekurentiskai. Nuliniame Zingsnyje koeficientai (u, ¢(t —n)) laikomi zinomais.
Siy koeficienty jveréio klausimas yra gana subtilus, nes paprastai funkcija v =
u(t) buina apytiksliai i8matuota tik tam tikruose taskuose ¢, = nAt. Mastelj
visuomet galima parinkti taip, kad At = 1 ir ¢, = n. Praktiskai gerai pa-
siteisina tokia paprasta pradiniy koeficienty parinkimo taisyklé: (u, ¢(t—n)) =
u, . Cia u, yrasignalo u = u(t) apytiksliai ismatuota reikime taske t = ¢, .
Pirmu vilnelés transformacijos Zingsniu remiantis mastelio rysio formulémis ap-
skai¢iuojami ¢, ir d, koeficientai:

Z Und(t —n) = Z cn\/iqﬁ(zt —n)+ Z dn\/i@b(% —n).

n

Antru Zingsniu taikant tas pa¢ias formules skaidoma funkcija

Send(t—n) = cea2p(dt —n) + dea2tp(4t — n).
n n n

Tre¢iu zingsniu skaidoma funkeija ) ccn,2¢(4t —n) ir taip toliau. Jei maste-
lio funkeija apibrézianéiy nenuliniy koeficienty h, yra NN, o pradiniy Zinomuy
duomeny wu, = u(n) yra M , tai pirmo vilnelés transformacijos zingsnio skai-
#lavimo aritmetiniy veiksmy skai¢ius proporcingas NM , antrojo — NM/2,
tre¢iojo — NM/4 ir t.t. Nesunku jvertinti, kad bendras aritmetiniy operacijy
skai¢ius, reikalingas apskaic¢iuoti vilnelés transformacijai, proporcingas NM .
Deél sios priezasties rekurentusis vilnelés transformacijos skai¢iavimo algoritmas
vadinamas greituoju. Palyginimui, su tais paiais pradiniais duomenimis grei-
tosios Furjé transformacijos algoritmo sudétingumas yra M log, M .
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19 pav. ,,Lenos” jvairiy masteliy vaizdai, gauti vilneliy metodu
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Pasizilirékime j dvimacio vaizdo vilnelés transformacijos pavyzdzius, pa-
teiktus 19 ir 20 pav. Dvimaéiy signaly vilnelés transformacijos atlickamos taip
pat rekurenciaisiais zingsniais. Pirmas Zingsnis pradinj signala transformuoja
keturis naujus vaizdus, kurie gaunami taikant hh, hg, gh ir gg filtravimus.
Pirmas simbolis parodo naudojamg filtra jprasta = kryptimi, o antrasis — y
kryptimi. Virsutine 19 pav. dalis iliustruoja pirma transformacijos zingsnj.

20 pav. ,,Lenos“ trijy Zingsniy vilneles transformacija

Pradinis vaizdas, vadinamas , Lena", yra kairiajame vir§utiniame kampe.
hh, hg, gh ir gg filtrais gaunami rezultatai parodyti deSiniau ir atitinka-
mai uZima antrajj, pirmaji, treéiaji ir ketvirtajj ketvircius. hh dalis primena
du kartus 2 ir y kryptimis suspausta pradinj vaizdg. Kitos trys dalys gerai
aprago vaizdo kontiirus. hg dalis geriausiai isryskina horizontalius kontirus,
gh — vertikaliuosius, o gg — kontiirus, sudaranéius 45 ir 135 laipsniy kampg
su horizonto linija. Antras transformacijos Zingsnis atliekamas su ,,suspausta
pradinio vaizdo kopija“, t.y. su hh dalimi. Jj iliustruoja vidurine 19 pav.
dalis. Kairéje puséje pateikta du kartus 2z ir y kryptimis padidinta po pirmojo
zingsnio gauta hh dalis* . DeSiniau yra po antrojo vilneles transformacijos
zingsnio gaunami vaizdai. Apatiné piesinio dalis analogiskai iliustruoja trecia
zingsnj. Visy triju Zingsniy bendras rezultatas matyti 20 pav. Ar galima is
desiniojo 20 pav. signalo rekonstruoti pradinj , Lenos” vaizda? Taip, galima, nes
kiekvienas vilnelés transformacijos Zingsnis yra apgreziamas. Vizualiai nesunku
jvertinti, kad , Lenos® vilnelés transformacijos palyginti maza dalis koeficienty
yra didelé, o didzioji dalis koeficienty, Zymimy balta spalva, yra maza. Todél
transformuotos ,,Lenos* entropija yra mazesné ir informacijos prasme §is vaizdas

*  Realiai vilnelés transformacija tokio hh dalies padidinimo neatlieka. Cia taip pateikta,

kad biity lengviau sulyginti transformacijos skirtingy Zingsniy rezultatus.
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yra patogesnis analizei.
4.2. Isvados

Isitikinome, kad egzistuoja be galo daug diskreéiyjy La(—oo0,00) erdveés
Dekarto sistemy. Integruojamojo kvadrato funkecijuy erdvés n-oji koordinaéiy
aSis aprasoma funkcija 4, € Ly(—o00,00). Bet kokiag integruojamojo kvadrato
funkcija x = x(t) visiskai apraso jos Dekarto koordinatés z, = (z,u,). Ska-
liarinés sandaugos bei atstumo tarp dviejy integruojamojo kvadrato funkecijy
z,y € Ly(—00,00) formulés nepriklauso nuo funkeijy erdvés Dekarto koordina-
¢iy sistemos pasirinkimo:

(@,y) =) TaTy;
o(@y) = iE = =) = \/Z [2n — val?.
n

Skirtingai nuo plokstumos orty 7 ir 7, Dekarto koordinadiy asis aprasanéios
funkcijos u, visiems n gali biiti unikalios. wu, sistemos unikalumas supran-
tamas ta prasme, kad bet kurios asines funkeijos u, negalima sutapatinti su
kuria nors kita asine funkcija naudojant argumento poslinkio ir mastelio keitimo
operacijas. Egzistuoja integruojamojo kvadrato funkeijy erdvés Dekarto koor-
dinaéiy sistemos, aprasomos vienos funkcijos (vilnelés) dvejeto sveikyjy laipsniy
masteliy sveikaisias poslinkiais, t.y. funkeijomis

Pin(t) = VZ (2t —n), jneZ.

Tokios sistemos integruojamojo kvadrato funkeija u apraSoma savo projekci-
jomis ] Dekarto koordinaciy adis, t. y. skaifiais wj, = (u,1jn). Koeficienty
rinkinj u;, galima interpretuoti u signalo vaizdu laiko ir daZnio plokstumoje.
Dobesy kompaktinés atramos vilnelés 1 , kurios pirmieji momentai lygts nuliui,
t.y.

/1/;(75)753' dt=0, j=0,1,...,M,

gerai tinka aprasyti glodzioms funkcijoms u = u(t), nes ju Dobesy vilneles
transformacijos koeficientai greitai gesta, kai skalés parametras dideéja.

Pabaigai isvardysime sritis, kuriose sekmingai taikomos vilnelés. Tai —
astronomija, akustika, atominé fizika, vaizdy kodavimas, garso ir vaizdo signaly
analizé, neurofiziologija, muzika, magnetinio rezonanso apdorojimas, kalbos ir
optinio teksto atpazinimas, fraktalai, turbulentidkumas, optika, Zemés drebéji-
my prognoze, anteny modeliavimas, Zmogaus rega, skaitinis integravimas, dife-
rencialiniy lygciy sprendimas ir t.t.
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