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Giedrius Alkauskas
Nelygybes

Daznai tenka jrodinéti nelygybes bei ieskoti dydziy jveréiy. Dazniausiai
nelygybe galima jrodyti pasinaudojus aibés (pvz., realiyjy skaiéiy) sutvarkymu,
ta¢iau kartais prireikia sudétingesniy samprotavimy. Pavyzdziui, P. Cebysevo

nelygybe .

T
alogn: <mlz) < ﬁlogm’

(¢ia 7(z) - pirminiy skai¢iy p, p < @, kiekis, @, - teigiamos konstantos),
galime jrodyti nustate, kad jos neiginys veda prie priestaros * .

Su visais realiaisiais 1, %2,...,2, teisinga
2 2 2
21 &g + otz 20

Daugelis nelygybiu gaunamos tiesiog is sios. Pavyzdziui, z2+y” > 2zy. Taciau
panagrinékime jdomesnius atvejus.

Viena elementari nelygybé

Tegu 0< a3 <az <...<a, ir 0< by < by < ... < b, yra du realiyjy
skaidiy rinkiniai. Kokiu nors blidu perstatykime skaiéius b;, t. y. sudarykime
nauja seka b;,,bi,,...,b;, ir susumuokime sandaugas ayb;, . [rodysime, kad
teisinga nelygybe

n

Zﬂkbn—k-H < Zakbik < Zakbk- (1)
k=1 k=1

k=1

Kairiojoje 3y nelygybiy sumoje didéjant sumavimo indeksui k& dydziai ai
didéja, o prie jy stovintys daugikliai bp—jr+1 maZéja. Desiniojoje sumoje tiek
aj, tiek by dideja.

Irodysime tik desiniaja (1) nelygybe, nes kairio ji irodoma analogiskai. Per-
sitirekime visas vidurinés sumos démeny poras agbi,,arbi,,k < I. Visoms joms

teisinga ar < a;. Jeigu visoms poroms taip pat teisinga b;, < b;,, tai vidurine

*  Zr. iSsamiau ,Alfa + omega “, 1996, 1, p. 29.
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50 G. Alkauskas

suma tlesiog sutampa su desinigja ir jrodymas baigtas. Jei atsiras pora su salyga
bi, > b, tai i§ nelygybes

(a: — ak)(b,-k = b;,) >0

gausime

arbi, + arb; > aibi, + arb;,,

t. y. vidurinés sumos démenis arb;,,arb;, pakeite démenimis arb;,, arb;,
sumg tik padidinsime. Sioje naujoje sumoje prie dydziy ar < a; daugikliai
bir = bi,by = b;, tenkina nelygybe by < by. Nagrinekime, ar 8ios naujosios
sumos talp pat negalima tuo paciu biidu padidinti. Jei ne — gausime (1) nely-
gybés desinigjg puse. Jei taip — padarykime tai. Po baigtinio skai¢iaus tokiy
pertvarkymy biitinai gausime (1) desiniaja suma. Taigi nelygybé jrodyta.
Irodytoji nelygybé ,slepiasi“ po -daugeliu Zinomy nelygybiy. Tegu

T1,T2,...,T, yra teigiami skaifial, S = {1 -2y - T,. Jeigu reikia, pernu-
meruokime skaiéius z;, kad galioty nelygybeés

S 5'2 Sn—l
1< =< i€ —m. (2)
Ty T1I9 T1T2...Tp—1
Tada
12 ...Tpn—1 T1Tg ...Tn—_7 I
T < 2 L e B 1 <1. (3)

(2) sekos k-ajj skaiCiy pazymékime ay, (3) sekos — bi. Pritaikykime (1)
kairiaja nelygybe:

alﬁn_l -+ agbn_g +...+ Ap—1 bl + anbn 2 (I.]bn + agbn_l + ...+ CLn_lbg -+ ﬂnbl.
Tadiau §i nelygybe, jstadius i ja ai,b; reikSmes, virsta nelygybe

n—1
I ] Tn—1 S
— 4+ —=+... >n,
S+S+ v S +.’I71.‘E2...$n_1_

arba po paprasty skaiciavimy -

T Y . el
n

> Yriz... 2y,

taigi aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe.
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Nelygybes 51

Jenseno nelygybe
Funkcija f:I — IR, &a I - realiyjy skaidiy intervalas, vadinama igaub-
taja, jei su visais x,y € I teisinga nelygybe

FEEY) < 1) + 55

v

I #ios nelygybés jau nesunku isvesti, kad su visais natiiraliaisiais a,b,
kuriems a 4+ b = 27", teisinga nelygybé

b b

Pl + 5v) < 52 (@) + 52 7@) @

Tegu dabar f(z) — tolydi jgaubta funkcija, 0 < o,f < la+pf =L
Imkime nattraliyjy skai¢iy seka a,, kad a,27" — @, kal n — oo. Jei b, =
9" _ an, tai by2"™ — B, kai n — oco. Istate j (4) nelygybe a = An,b = by Ir

peréje prie ribos, kai n — oo, gausime

flaz + By) < af(z) +Bf(y), 0<La,p<]l, a+f=1

Dabar jau nesunku #ia nelygybe apibendrinti. Jei f - tolydi, jgaubta
funkcija, tai su visais @1,...,Z, irvisais 0 < a1,...,0n <l,ae1+4...+a,=1,

teisinga nelygybe
flarzy + ...+ anza) < oy f(z1) + ... + anf(zn)

§i nelygybé ir vadinama Jenseno* nelygybe.
Pritaike Jenseno nelygybe igaubtai funkcijai f(z) = In(e® + 1), gautume

In(ex@1tFon®n 4 1) < apln(e™ +1)+... +on In(e®™ +1).

Jei z; =In7;(m; > 0), tai 3ig nelygybe galima perra8yti taip:

it STy LK (r1+1)* ... n + 1)
Atskiru atveju, kai a; = ... = ap =1/n, gauname Minkovskio nelygybe
(T '...-Tn)]'/n—l-l < ((1‘1 —l—l)-...-(fn—l—l))'l/n

kuri teisinga su visais 7; > 0.

* Johan Ludwig Jensen (1859-1925) — dany matematikas.
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52 G. Alkauskas

Vienos nelygybes tyrimas

1950 metais zurnale ,,American Mathematical Monthly* pasirodé uzdavi-
nys:

esant kokiems natiiraliesiems n nelygybée

T + T2 + Tn—1 Tn
T2 +x3 T3+ T4 Tp+21 T+ T2

n
> —
— 2
teisinga su visais teigiamais skai¢iais x; 7

Gali atrodyti, kad uzdavinys nesunkus (kai n = 3,4, taip i§ tikryjy ir yra).
Tadiau atvejis n = 7 pasirodé isties sudétingas. Vis délto buvo jrodyta, kad
nelygybé teisinga su visais teigiamais z;, kai n < 13. Taciau, kai n = 14,

nelygybé néra teisinga, pavyzdziui, ji negalioja su siuo skaiciy 2; rinkiniu:
{50; 5;48; 1; 50; 0; 52; 1; 54; 4; 53; 69}.

Nesunkiai galima jrodyti, kad jeigu nelygybé neteisinga su nelyginiu n, tail ji
neteisinga su visais m > n. Buvo nustatyta, kad nelygybé neteisinga su n = 25.
Atsakymas j uzdavinio klausima toks: nelygybé teisinga tik su visais lyginiais
n < 12 ir nelyginiais n < 23.
Taé¢iau uzdavinj galime tirti toliau. Kokiam didziausiam skai¢iui vy nely-
gybe
Ty To Bi=ii B

4+ ...+ G = 2
$2+$3+$3+$4 Tpt+x1 &1+ T2

| 3

teisinga su visais teiglamais z; ? Atsakyma 1969 metais dar biidamas mok-
sleiviu rado Vladimiras Drinfeldas (1990 metais jis gavo Fyldso medalj). Sis
skaidius v lygus kreiviy y = fi(z) = e ir y = fi(z) = (e*/? +e*)! ben-
drosios liestinés sankirtos su Oy asimi ordinatei, 7zr. 1 pav. Skaitiné konstantos

reikime v = 0,989...

1 pav.
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Nelygybés 53

Irodysime §j rezultaty. Mums prireiks tik ankséiau jrodyty nelygybiy.

Tegu z1,29,...,2, yra teigiami realieji skai¢iai. Pazymékime:
Titqg s xI; .
di=—"* g=" p=—"_ i=12,...,n—1, (5)
Z; Tiq1 ZTit1 + T4
& B %
dp =2, ap="2, bj=—"
By Ty Tp + 21
Taigi visais atvejais a; = 1/d;, b; = 1/(d;+1). Tarkime, af yra tie patys skaiciai
a;, tik isdestyti didéjimo tvarka: a} < a} < ... < a¥. Nesunku jsitikinti, kad
Juos atitinkantys skaiciai bf irgi yra isdéstyti didéjimo tvarka: b7 < ... < b%.

Skaic¢iams a;,b; pritaike (1) kairiaja nelygybe, gausime

I T Tn—1 Tn

+ s 3T
Ty +x3 T3+ T4 Tp+ 21 1+ T2

ayby + agbs + ...+ an—1bn + anb >Zak n—k+1"
k=1

Prisimine (5) Zymenis, ragysime: a}f = 1/d},bf = 1/(1 + d}). Tegu r =
aj, :t-k+1 +a:—k+1bZa tada .

‘I‘] ’22 mn—l 1
searTly + = 6
$2+3J3+$3+1‘4+ Tn + 1 $1‘|'$2 22 L
Nesunku patikrinti, kad

1 d: k41 4 dz )
didy g1 Ltdn i1 dnppn

Tk =

Pazymeje cp = djdy 1o, dydi 74 iSreiksime taip:

1 Ck-—l
ry = —(1+4+ ;
¢ Ck( (1+d5)(1 +d:-k+1))

Is Minkovskio nelygybés gauname

2
(I +d)A +dpjr) = (T /dids_pr) = 0+ Ver)

Jei ¢p > 1, dydj r vertinsime 7; > 1/ck; jei 0 < ¢x < 1, naudosime jvert]

r>l+ Il 2
¢ (L+vE)? ~ ent/er
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Taigi i§ (6) gauname

T g Tn—1 Tn
+ + ...
T2+ T3 T3+ T4 Tp+2T1 T1+T2
1 1 1
S(> —+2) ——). (M)
2 bag Ck i ck + \/ck

PaZymekime c; = e¥. Kadangl (cicp...cn) = (dida...d,)? = 1, tai y +
...+ yn = 0. Dabar (7) nelygybe perragysime

I ) Tn—1 Tn
+ +...
o +x3 T3+ T4 Tp+&1 T1+T2 T
1 1
> (Yemi2y —L (8)
2 Ye >0 ¥ <0 evk + ev/?

Funkcijos fi(z) = e~ ir fo(z) = 2(e® + €*/2)~! turi viena bendrs liestine
fa(z) = mz + n, lietimosi tagky abscises yra «,f (Zr. 1 pav.).

Apibrezkime funkcija
faz), = €(-00,0l],

9‘(-'5) = f3($)a S (a:ﬂ]a
fl(w)a T € (IBJOO]

Si funkcija yra jgaubta, be to, g(z) < fi(z), f2(z). Tada i§ (8) gauname (nau-
dodami Jenseno nelygybe)

F1 T2 Tn—1 T 1
T >_ .. 7 —
Zg + T3 +$3+:t:4+ otz | T +xp — 2(9(y1)+g(yz)+ +9(yn))
Bk 1 1 n o g1+...+Yn n n
3\ - i) s D T Ty Bty = oy,
5 (C9) + —9(w) + -+ —9(yn)) 2 59(F———) = 59(0) = 57

Siek tiek sudétingiau jrodyti, kad esant maZesnei uz v konstantai nelygybe
jau nebéra teisinga su visais n ir ;.

Nors pateiktas jrodymas yra paprastas, tatiau naudojant elementarias ne-
lygybes prireiké didelio isradingumo. Zinoma, uzdavinj galima tirti toliau.
Pavyzdziui, galima fiksuoti n ir klausti, kokia yra didZiausia konstantos 7n

reikdme, kurial esant nelygybé

T ) Tn—1 T n
I Foun « _ m— > —7n
Tp+ T3 T3+ T4 En+21 21tz T2

teisinga su visais teigiamais z;. Gal vis délto uz sios nelygybes slypi sis tas
daugiau nei keliy elementariy nelygybiy kombinacija?
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