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O Yl seminaras

Paslaptis mirsta, kai ja suZino kili Zmones, taciau ne matematiné idéja. Ideja

tiesiog bulina pagarsinti, kad ji buty jvertinta, patikrinta, interpretuota ir
isplétota. Geriausia vieta tai padaryti — matematikos seminaras. Semina-
riwm lotynigkai reiskia daigyna. Taigi seminare idéjos skleidZamos, diegiamos,
da#nai ir paéios spontanigkai dygsta. Mokslinis straipsnis daznai buina issami
atlikto darbo ataskaita, gi praneSimas seminare — visada fragmentiskas, bre-
ziantis kontiirus, keliantis klausimus, nors ne visada j juos atsakantis. Galbat
Jis turite ideéjy, klausimuy, paﬂ-abq, uzdaviniy? Kodeél gi neparengus prane-

gimo miisy seminarui?

Giedrius Alkauskas

Svarbiy matematiniy rezultaty
uZzuomazgos moksleiviy olimpiadose

Matematinis olimpiadinis judéjimas, prasidéjes 1894 metais Vengrijoje, la-
bai igsiplété: beveik néra alies, kuroje nevykty nacionalinés matematilkos olim-
piados. Vyksta daug tarptautiniy regioniniy varzyby (musiskis sBaltijos lke-
lias®, ,Balkaniada® ir t. t.), nuo 1959 mety kasmet organizuojama Tarptautine
matematikos olimpiada (TMO), kurioje $iais metais dalyvavo 84 valstybes.

Pagrindinis olimpiady tikslas — ugdyti moksleiviy savarankisks mastyma,
matematine kiiryba. Dél mokyklinio matematikos kurso ribotumo rimtesne
matematiné problema olimpiadai netinka, tad daznas konkursinis uzdavinys
kaip matematinis rezultatas yra menkavertis, nors jo sprendimas ir reikalauja
virtuozisko matematinés technikos jvaldymo. Tai suprantama: moksleiviams
visy pirma reikia igsiugdyti tam tikra matemating kultiirg. Matematikai, taip
pat ir matematikos studentai jau gilinasi i bendras teorijas, o ne j galvostkius
ar olimpiadinio pobiidzio uZdavinius. Tagiau ir olimpiadose kartais pasitaiko
uzdaviniy, kurinos galima pavadinti svarbiy rezultaty uzuomazgomis. Keliy
tokiy uzdaviniy analizei ir skirtas sis straipsnis.
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Tegu n > 2 yra natiiralusis skai¢ius. Jrodykite, kad jei k% +
k 4+ n yra pirminis su visais natiuraliaisiais k,0 < k& < 4/n/3,
tai k% + k -+ n yra pirminis skai¢ius su bet kuriuo k,0 < k < n—2.

(TMO, Havana, 1987)

Stai io uzdavinio sprendimas. Pazymékime aj, = k2 4+ k+n ir r = [v/n/3]
(sveikoji dalis). Taigi aj pirminis su visais k,0 < k < 7. Tarkime, ne visi ay
sur < k < n—2 yra pirminiai. Tegu s yra maZiausias i§ skaiéiy, kuriam
r<s<n-—2Iiras yra sudetinis. Gausime priestara, jrodancig, kad tokio s
negali biiti.

Tegu p yra maziausias pirminis a, daliklis, tada p < \/a,. Nesunku paste-
beti, kad turi bt teisinga nelygybe p < 2s 4+ 1. Priefingu atveju i nelygybés
Vs 2 p > 25+ 1 gautume priestara:

as =5 +s+n>(2s+1)?* n—-1>3s24+3s>3(r+1)>>n.
Dabar nagrinékime s skaifiy a, —ap = (s—k)(s+k+1) (k=0,1,...,s—1).
Kadang skaiéiy aibe
{s—k:k=0,1,...,s—1}U{s+k+1:k=0,1,...,s -1}
sutampa su skaiéiy aibe {1,2,...,2s} ir p < 2s, tai atsiras toks k, kad p dalys

(s —k)(s+k+1). Taigi atsiras toks k,0 < s — 1, kad p dalys ap. Kadangi pagal
prielaidg ap pirminis, tai ar = p. Tadlau tada gauname priestarg:

n<k®+k+n=p<fa,=vVs?2+s+n<n.

Kaip matome, jrodymas gana paprastas, ta¢iau rezultatas turiningas. Svei-
cary matematikas L. Oileris 1772 metais atrado daugianarj

Flk)y =k + k+41,

kurio visos reiksmeés f(k), £ =0,1,...,39, yra pirminiai skai¢iai. I§ suformuluo-
to rezultato isplaukia, kad tuo galime jsitikinti nustate, kad skaiciai f(0), f(1),
f(2), f(3) yra pirminiai. Visiskai tikétina, kad skaiéiy sekoje f(k) pirminiai
skai¢ial pasitaiko daZniau negu kitose gerai iSnagrinétose sekose (taip pat ar-
itmetinése progresijose). Pavyzdziui, daugiau kaip 2/5 aibes f(k), 0 < k <
11000, skaiéiy yra pirminiai. Apskritai apie pirminiy skai¢iy pasiskirstyma
sudétingesneése sekose Zinoma labai mazai.

Natturaliojo skaiciaus n skirtingy israisky dvejeto laipsniais kiekj
pazymeékime f(n). Israiskos, kurios skiriasi tik démenty tvarka,
laikomos vienodomis. Jrodykite, kad su visais n > 3

ol g oty <2t (1)

(TMO, 1997, Mar del Plata, Argentina)
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96 G. Alkauskas

Vienas $iy nelygybiy jrodymas gali biiti sukonstruotas ijrodzius rekuren-
tinius sarysius

F2n +1) = f(2n), f(2n) = f(@n —1) + f(n), n > 1.

Cia pateiksime kitg jrodyma, kuris duoda dar tikslesnius rézius. Teks pasi-
naudoti n-matés erdvés JR" poaibiy savybémis, kurios, nors ir nenagrinéjamos
mokykliniame matematikos kurse, ta¢iau yra lengvai intuityviai suplantmmos

Is pradziy pastebékime, kad lygties

zg + 221 + 2229 + ... + 2", =27
sprendiniy sveikaisiais neneigiamais skaiciais kiekis lygus nelygybeés
21 + Pzs 4+ ...+ 2%, <27 (2)

sprendiniy sveikaisiais neneigiamais skai¢iais kiekiui. Taigl galime nagrinéti (2)
nelygybe.

Virgutinis rezis. Kiekvienam 1 < : < n yra vienintelis sprendinys, kuris
paveréia (2) reigkinj lygybe 2z; = 2. Jei (21, 23,...,2%,) néra vienas i§ &y n
sprendiniy, tai su kiekvienu 1 € 7 < n gauname 2'z; < 2". Taigi z; gali jgyti
ne daugiau kaip 2"~* reikdmiy. Tada

f(211) <n+ H =i — 5 + 2n(n—1)/'2 < 2"’2/2,kaj n > 3.

i=1

Apatinis rezis. Tegu ay,as,...,an, k yra teigiami skaicial. Jvertinsime ne-
lygybes

a1y + agy + ...+ apx, <k (3)

sprendiniy neneigiamais sveikaisiais skai¢iais kiekj i§ apacios. Jis lygus tasky su
sveikosiomis koordinatémis kiekiui aibéje

An ={(z1,22,...,20) 1 2 > 0,11 + az2s + ...+ anzy < kY.

Tarkime s = (s1,82,...,5,) yra aibés A tagkas su sveikosiomis koordi-
natémis. Sukonstruokime jam hiperkuba

Kis) =a+ [0, 1= {21,050 Bn) 28 £ 2 <55 + Li=1,...,8F

Visi kubai visiskai padengia aibe A. Isties, jei ¢ = (¢1,%2,...,2,) € 4, tai
s = ([z1],[z2],- - -, [¥n]) € A ir @ € K(s). Tegu N yra (3) nelygybés sprendiniy
neneigiamais sveikaisiais skai¢iais kiekis. Tada N lygus kuby sgjungos tiiriu,
kuris savo ruoztu yra ne maZesnis uz aibés A, tirj v(Ay). Taigi

N > v(An). (4)
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Svarbiy matematiniy rezultaty uzuomazgos moksleiviy olimpiadose 97

Aibe A, yra statusis trikampis ir jo tiris (plotas) lygus

1 k2
2aias
Tetraedro Az taris lygus ‘
1 k3
6a 10203 '
Analogiskai
1 k?l

v(Adp)= ———.
(4n) nlajas...a,

Pritaike (4) su a; = 2',k = 2", gausime (3) nelygybés sprendiniy kiekio,
taip pat ir funkcijos f(n), apatin rézi:

f(n) > %2("2_")/2.
n!

Aisgku, dideliems n §is rézis yra daug geresnis nei (1).
Patobulinus skai¢iavimus, galima gauti

1 2 n—1 n—=k 1 2
g(n*—n)/2 . ) . on o(n“+n)/2
72 [n 5 T ] < f(2") < al .

Skai¢iavimai rodo, kad tikétinas rezultatas

f(2r) ~ 0#2"2/2, n —+ oo (¢a C - konstanta.)
(n—1)!

Skai¢iai, kurly sumomis reiskiame skai¢iy k, yra specialiis (dvejeto laips-
niai), taciau tai — bendresniy uzdaviniy uzuomazga. Turbiit analizinés skaiciy
teorijos specialistui nebiity labai sunku nustatyti f(n) asimptotiks. Zinomiau-
sias tokio pobiidzio uzdavinys — HardZzio-Ramanudzano problema apie lygties

14229 + ...+ kar =k

sprendiniy kiekj p(k) fiksuotam k. Gana elementariai jrodoma, kad

p(k) < e™V2E/3,

Tegu X yra baigtiné aibé, o E(X ) — X poaibiy, turinéiy po lyginj
skaiciy elementy, rinkinys. Funkecija f apibrézta E(X) poaibi-
ams ir jgyja realias reiksmes, be to, egzistuoja D € E(X), kad
f(D) > 0 ir bet kokioms nesikertancioms aibéms A, B € E(X)

f(AUB) = f(A) + f(B). (5)

Irodykite, kad aibé X gali biiti padalyta | dvi nesikertancias aibes
P,Q, kad f(S) > 0 su visais S € E(P) ir f(T) < 0 su visais
T e EQ).

(Kinijos matematikos olimpiada, 1990)
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Pastaba. Originalioje salygoje vietoje nulio buvo konstanta C, o (5) salyga buvo
formuluojama taip: f(A U B) = f(A) + f(B) — C. Aigku, kad toks uzdavinys
suvedamas | é1a suformuluoty uzdavin keitiniu f(A4) = f(A) — C.

Tarsime, kad aibés X elementy skai¢ius ne mazesnis uz 3 (kiti atvejai trivia-

las). Vietoje f({z1,...x2,}) rasysime tiesiog (z1,..., 22, ). Apibrézkime funk-
cijg ¢ : X — IR taip:

[(z,a) + (z,b) — (a, b)],

(VAN

glx) =

¢ia a,b € X,a # b,a,b # z. Funkcijos apibrézimas yra korektiskas, nes g(z)
reikdme nepriklauso nuo a, b. I tiesy naudodamiesi (5), gauname

(z,a) + (2,0) — (a,0) = (z,¢) + (x,0) — (¢,b) = (z,¢) + (z,d) — (¢, d)

su bet kuriais kitais ¢,d € X,¢c # d,¢,d # .
Be to, pastebékime, kad jei z # y, tai

g(z) + g(y) = (z,y).

Tam uztenka tiesiog sudéti reiskinius:

[(3":?}') + (y,cr.) - ("I"’ CI,)].

bo| —

1
'5[(1',?}) + (‘r"':&a) - (ya (I.)],
Tegu aibe P sudaro tie z € X, kuriems g(z) > 0, o aibe @ - kuriems
g(z) < 0. Galima patikrinti tiesiogiai, kad P, tenkina uzdavinio salygas:

(1, -Tagn)=glzr) + g(ms) + ... + g(ws,) >0, x;€P.

Analogiskai ir aibei Q).

Matematikui sis uzdavinys yra labai specialus mato (tiksliau, krivio) pra-
tesimo bei erdvés X Hano i8déstymo j teigiamo bei neigiamo kriuivio dalis atvejis.
Aigku, 8is uzdavinys neéra kelio pradzia, tai tik matematinio rezultato pritaiky-
mas olimpiadai. '

Panagiy uzdaviniy olimpiadose pasitaiko nedaznai, taciau kaip tik tokie
uzdaviniai skatina moksleivius testi tyrimus.
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