Giedrius Alkauskas
Pirminiai skai¢iai
aritmetinése progresijose

Dirichlé teorema
1837 metais L. Dirichlé jrode tokia teorema:

1 teorema. Jei a,d yra du naturalieji skaiciai ir (a,d) = 1, tai sekoje

ta=an+d, n=12...,

yra be galo daug pirminiy skaiciy. Jel sy < s» < ... yra Sios sekos pirminiai
skaiciai, tai dydZiai
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neapreztai auga, kai n — co.

Sios teoremos jrodymas néra elementarus. Ja lengva jrodyti sekoms
3n+1,3n+2,4n+1,4n+ 3. Siame straipsnyje pateikiamas elementarus Dirichlé
teoremos jrodymas visoms aritmetinems progresijoms, prasidedancioms vienetu
ir turinéioms pirminj skirtuma.

Keli svarbiis skai¢iy teorijos teiginiai

Tegu ¢(n) yra naturaliyjy skaiciy, mazesniy uz n ir tarpusavyje su juo

pirminiy, kiekis. Teisinga Oilerio teorema:

2 teorema. Jei ¢ yra naturalusis skaicius ir (n,¢) = 1, tai ¢#") — 1 dalijasi

Irodymas. Naudosime jprastinius skaiciy teorijos zZymenis: jei a dalo b,
rasysime alb; jel @ ir b dalijant i§ ¢ gaunamos tos pacios liekanos, rasysime
a = b(mod ¢). Priminsime, kad i§ ay = by(mod ¢) ir as = by(mod ¢) isplankia
ayay = brbe(mod ¢) ir 18 ad = bd(mod ¢),(d, c) = 1 isplaukia a = b(mod c).

Tegu ay,as,...,a, k= (n), yra visi naturalieji skai¢iai, nedidesni uz n ir

tarpusavyje su juo pirminial. Tada skaiciai
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yra tdip pat tarpusavyje pirminiai su n. Priestaros metodu nesunkiai jsiti-

kinsime, kad visus juos dalijant 1§ n gaunamos skirtingos liekanos. Tarkime,
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Clm = bp(mod n),1 <m < k,1 < b,, < n. Tatiau tada skaiciai by, oy .., by

gaunami tiesiog perstacius skaitius ay,as, ..., ap. Taigi

cay-cag-...-cap =by-by ... bp=ay-az-... ap(mod n).

Suprasting lyginj 15 a; - ap - ... - ay, gausime ¢f = 1(mod n), t. y. n dalija

ck—1=¢e(m 1,

Pritaike 8ig teorema, kai n yra pirminis skai¢ius p, gausime Ferma teorema.

3 teorema. Jei skaic¢ius p yra pirminis, o natiralusis skaicius ¢ nesidalija
i$ p, tai c®~ — 1 dalijasi is p.

Mums dar prireiks tokio teiginio apie sveikaskai¢ius tiesinés lygties spren-
dinius.

4 teorema. Jei a,b yra tarpusavyje pirminiai natiiralieji skaiciai, tai at-

siras neneigiami sveikieji skaiciai z,vy, su kuriais
ar — by = 1.

Irodymas. Priestaros biidu nesunku jsitikinti, kad skaicius 1-a,2-a,...b-a
dalijant 18 b gaunamos skirtingos liekanos. Tada bent vieno i§ ju lickana bus
lygi 1. Tarkime, ax = 1(mod b). Taigi su tam tikru sveikuoju y teisinga lygybe
axr = 1+ by. Taciau

az—1 _a-—1

Yy = > > ().
4 b - b ~

Teiginys jrodytas.”
Aritmetines progresijos nq+1

Siame skyrelyje elementariai jrodysime tokia teorema.

5 teorema. Jei g yra pirminis skaic¢ius, tai sekoje x,, = ng+1, n=1,2,...
yra be galo daug pirminiy skaiciy.

Is pradziy jrodysime pagalbin] teiginj.

Lema. Jei ¢ > 1 yra naturalusis skaicius, tai lygtis
ATV 422 L 1= prn.

su be galo daugeliu pirminiy p turi sprendinj naturaliaisiais skaiciais m, z.
Lema galima ir sitaip suformuluoti:
skaiciy 2971 42972 + ..+ z+41, z=1,2,... skirtingy pirminiy dalikliy

gy

aibé yra begaline.

; 5. ; s < . : .
*  Kaip skaiciams a,b surasti skai¢ius 2, y rafoma ,Alla + omega®, 1996, 1, p. 8.
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Lemos jrodymas. Tarkime priesingai: visy skaiciy z¢=' 4+ 2972 4 ... +
z+1, =z =1,2,..., pirminiai dalikliai yra i§ aibés {p1,p2,...,ps}. Imkime

Z=p;-p2-...  ps. Tuomet
217 4212 4241

nesidalija i§ jokio skaiciaus p;. Gavome priestary. Taigi dalikliy aibé negali biiti
baigtine. Lema jrodyta.

Turbiit pastebéjote, kad lemos jrodymas primena garsyjj Euklido jrodyma,
kad pirminiy skai¢iy yra be galo daug. Akivaizdu, kad lemos teiginys teisingas
su bet kokiu ne maZzesnio uZ 1 laipsnio daugianariu sveikais koeficientais.

5 teoremos jrodymas. Imkime pirminj skaic¢iy p, tokj, kad p # ¢
(p —1,q) = 1. Tada visy skaiéiy

179,29, ..., (p—1)¢
dalybos i§ p lickanos yra skirtingos. I8 tikryjy, jei biity
k*=019(mod p), 1<k<i<p—-1,

bai su bet kokiu natraliuoju = taip pat gautume k%7 = [*?(mod p). Remiantis 4
teorema, egzistuoja sveikieji neneigiami skaiciai z,y, su kuriais gz = (p—1)y+1.
Taciau tada

k97 = k=Dt = L (1) = k(mod p),

197 = (Vv +1 = (1r—Dy = [(mod p);

¢ia pasinaudojome 3 teoremos tvirtinimu. Taigi i§ k7 = [7(mod p) gautume
priestara: k& = [(mod p).

Is to isplaukia, kad pirminiam skaidiui p,p # ¢,(p — 1,¢) = 1, lygybé
z? = 1(mod p) teisinga tada ir tik tada, kai z = 1(mod p), t. y. p|z? — 1 tada
ir tik tada, kai p|z — 1. Panagrinékime lygybe

27— 1=(z2—-1)(" +272 4 ... +2+1) (1)
Jel p yra pirminis, p # ¢,(p — 1,¢) = 1 ir z = 1(mod p), tai
27427 4z 4+ 1 = ¢(mod p)
ir p negali dalyti skaiciaus 297! + 2972 .. 4 z+1. Jei z £ 1(mod p), ir p dalija
297 42972 4 4241, tai i§ (1) gauname, kad p|z? — 1 ir todél z = 1(mod p).

I8 siy samprotavimy gauname tokia svarbig isvada:
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Isvada. Jei p yra toks pirminis skaiéius, kad p # g, (p—1,¢) =1, tai su
bet kokiu naturaliuoju z p negali dalyti 2971 + 2972 4. 4+ 2 4+ 1.

Taciau lema tvirtina, kad skaiciy 297! + 2972 4 ... 4+ z 4+ 1 dalikliy aibeé
yra begaline. Todél egzistuoja be galo daug pirminiy p, kurie netenkina salygos
(p—1,¢q) = 1. Tadiau tokiems skai¢iams (p — 1,¢) = ¢, artha p = 1 + ng, su tam
tikru nataraliuoju n. Teorema jrodyta.

Taigi sekoje ng 4+ 1 yra be galo daug pirminiy skai¢iy. Kadangi jie yra
nelyginiai, tai i§ tiesy visi jie yra posekyje 2mq + 1.

Kas toliau?

Ar galima 5] jrodymo metoda patobulinti, kad jis tikty progresijoms gn+a?
Cia ¢ — pirminis skaidius, 0 1 < a < ¢. Siam tikslui reikty sudaryti daugianarj

P(z), kurio laipsnis biity mazesnis u# g, ir kuris turéty savybe:

jei P(z) = 0 (mod p), tai arba p = a (mod ¢), arba p priklauso

tam tikrai baigtinel pirminiy skaiciy aibei.

Tokio daugianario net ¢ = 3,a = 2 atveju neZinau.

Redaktoriaus prierasas. Giedrius Alkauskas pals sugalvojo ¢ia i5destyta

5 teoremos (specialaus Dirichlé teoremos atvejo) jrodyma. Po to jis ieskojo,
ar tokio jrodymo néra skai¢iy teorijos literatiiroje. Ir rado: I. M. Vinogradovo
»Skaiéiy teorijos pagrindy® paskutiniame uZdaviniy skyriuje & teorema sufor-
muluota ir nurodytas jos jrodymo kelias. Teorema taip pat déstoma H. Hases
knygoje ,Skaié¢iy teorijos paskaitos® (vertimas j rusy kalba i&leistas 1950 m.).

Sia nuoroda taip pat pateiké straipsnio autorius.
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