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Mindaugas Maknys (1944 -1992)

1992 mety liepos 25 diena nelaimingas atsitikimas nutrauké gabaus matematiko
Mindaugo Maknio gyvenimo sitly. Mindaugas baigé tik 48-uosius savo gyvenimo
metus. Sukauptos Zinios, patirtis, darni eima (uzauginti 2 siiniis) leido tikeétis naujy
graziy rezultaty Mindaugo pamegtoje algebriniy skai¢iy teorijoje, deja, likimas buvo
negailestingas. Paskelbti 45 moksliniai darbai, ant darbo stalo, lyg laukdami gei-
mininko, liko atversti nebaigti rasyti rankraséiai apie pirminiy skaiciy pasiskirstyma
aukstesniuose algebriniuose kiinuose.

Laikas béga labai greitai. 1997 mely vasara sukako 5 metai, kal tarp musy nebeéra
Mindaugo. Nebematome jo visur skubanéio, nebegirdime jo simpaltisko balso ir
Juoko. Todel norisi nors trumpai prisiminti Mindaugo nuveiktus darbus bei gautus
rezultatus, juoba kad jo indélis j skaiciy teorija yra tikrai didelis. Néera lengva aprépti
visg gana placia Mindaugo Maknio moksling veikla, todél apsiribosime tik viena is
Jjo darbo krypéiy — algebrinés skai¢iy teorijos didziojo rééio metodu.

Prof. A. Laurin¢ikas
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Mindaugas Maknys
ir didysis reétis

DidZiojo récio metodas

Geral Zinomas senovés graiky matematiko Eratosteno rétis leidzia i§ na-
tiraliyjy skaic¢iy sekos issijoti sudétinius skai¢ius. Eratosteno metoda 1919 m.
plétojo norvegy matematikas V. Brun. Sio metodo esmé tokia: i§ natiiraliujy
skaiciy sekos i8sijojami skai¢ial su maZais pirminiais dalikliais, o likusiy pirminiy
ir beveik pirminiy skai¢ius jvertinamas i§ vir§aus ir i apaéios. Bruno retis leidzia
gauti, pavyzdZziui, tokj rezultaty.

Tegu ai,...,ar yra sveikieji fiksuoti skaiciai. Atmete 1§ sekos
1,2,..., N skaicius, tenkinanc¢ius bent viena i3 salygy

m = a;(mod p), j=1,...,k, p< VN,

gauname, jog lieka i3 viso

BN .
log® N

skaiciy.

Cia ir toliau B, yra skai¢ius, moduliu apréztas konstanta, priklausancia nuo 7
( B apréztas absoliudia konstanta). Naudojant Bruno metods, galima gauti ir
pirminiy dvyniy ( p ir p+ 2 yra pirminiai), nevirsijanéiy @ , skaiciaus jvert] 18

vir§aus, t.y.
Bz
>, 1

= 3 -
sl log”
p+2—pirminiai

Deja, iki $iol neistirta, ar dvyniy aibé yra begaline.

1947 m. kitas norvegy matematikas A. Selberg modifikavo Bruno metoda,
sukurdamas vadinamajj Selbergo rétj. Sis rétis yra paprastesnis uz Bruno ir
duoda tikslesnius rezultatus.

Yra ir daugiau rééiy, tadiau jie nerezultatyvis, kai likiniy klases ir ju
skai¢ius priklauso nuo kurio nors pirminio skaic¢iaus. 1941 m. rusy matema-
tikas J. V. Linnik sukfiré nauja galingg metoda, ir pavadino didZiuoju réeciu.
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Mindaugas Maknys ir didysis rétis 33

Sis metodas remiasi trigonometriniy sumy savybémis ir jveréiais. J. V. Linnik
sprende tokj uzdavinj.

Tegu N(z,N) = {my,ma,...,m.: m; < N} - bet kuri natira-
liyjy skaiciy aibé, o p — bet kuris pirminis skaic¢ius. Kiek likiniy
klasiy modp yra tarp skaiciy m; 7

Aigku, kad jei aibé N(z, N) yra pakankamai gausi, o pirminiai skai¢iai p
lyginant su N, yra maZi, tai tuomet beveik visiems p tarp skai¢iy m; bus
beveik visos likiniy klasés. Tegu 0 < 7 < 1 yra fiksuotas skai¢ius. J. V. Linnik
[1] irodé, kad skaidius pirminiy skaidiy p, p < VN, kuriems likiniy klasiy
skai¢ius modp yra mazesnis uz (1—7)p (tokie pirminiai vadinami iSimtiniais),
nevirsija

BN

T2z

Sis rezultatas, aisku, yra jdomus tik tuomet, kai santykis N/z neéra didelis.
Minéta rezultata J. V. Linnik pritaiké [2] uzdaviniui apie maZiausig kvadratinj
nelikinj mod p spresti. Jis jrodé, kad skaiéius pirminiy skai¢iy p, N*<p< N,
0 < € < 1, kuriy ma#Ziausias kvadratinis nelikinys yra didesnis uz p®, nevirsija
B. , kitaip tariant, apréztas konstanta, priklausané¢ia nuo ¢.

Linniko didZiojo ré¢io metoda toliau plétojo vengry matematikas A. Reényi.
Paminésime tik pora jo rezultaty. Tegu z(p,h) yra j reikdmiy, kurioms

mj = h(mod p),
skai¢ius, @(p) — bet kuri teigiama p funkcija ir

Q= pngi}k_Q( p)-

Tuomet A. Rényi jrodé [3], kad visiems p < VN, i8skyrus

BNZQS
Z2T3/2

pirminius isimtinius, visoms likiniy klasems h , i8skyrus 7, klasiy kiekvienam
pirminiam skaifiui p, teisinga nelygybe

ECOE "\

pQ( )’ @

. Truputélj véliau, remdamiesi tikimybiy teorijos idéjomis, A. Rényi gavo [4]
vidurkinj (1) nelygybés analoga

p—1 9
Z pz ( ph)— —) < 2Nz (2)
PN k=0
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su X = (N/12)'/3 . Suma pastarojoje nelygybéje primena dispersijg, todél ji
buvo jrodyta remiantis tikimybiniais rezultatais.

1965 m. K. F. Roth igvysté [5] Rényi metods ir kaip atskira atvej] jrode
(2) nelygybe su X = (N/log N)'/?. Tolesni didziojo ré¢io metodo laiméjimai
siejami su italy matematiko E. Bombieri vardu. Jo sukurtas metodas [6] leido,
pavyzdziui, gauti (2) nelygybe su X = VN . Taéau svarbiausia Bombieri
metodo isvada, jvertinta Fyldso medaliu, yra labai reikdmingas rezultatas apie
pirminiy skai¢iy pasiskirstyma aritmetinése progresijose. Tegu

U(z;g,a)= Y A(m);

mgz
m=a(mod ¢}

¢ia A(m) yra Mangoldto funkcija, apibréziama taip:

| logp, jei m=p®,
)= { 0, jel m # p.

Bombieri teorema tvirtina, kad bet kurig teigiama konstanta A atitinka tokia
teigiama konstanta b, su kuria

max max
T (@n=1 v<s

U(y; q,a) — 90_%‘ = Ba(log )™, (3)

jei X = /z(logz)™%; &a (q) yra Oilerio funkcija. E. Bombieri pastaraja
lygybe jrodée su b = 3A+427. Tolesni rezultatai susije su konstantos b mazinimu
ir X didinimu. Taéiau yra Zinoma [7], kad (3) néra teisinga su

_ _ 1 1...2
X:MKP{ (a —¢)(loglog @) }

log loglog

DidZiojo rééio metodas paprastai formuluojamas remiantis didziojo récio
nelygybémis. Sakysime, (3) jvertis yra nelygybes

| YHU 2 Y+U

2

E E E am x(m) é2.2(1§1§\:>2c) E |ctm |
g<X X m=Y -1 " m=Y-+1

rezultatas. Zenklelis ,,’ “ &a ir toliau rodo, kad yra sumuojama pagal primi-
. 2, -
tyvius charakterius modgq.
Siuolaikines didZiojo rééio nelygybes sudaro trigonometriniy sumy

3 18()|

TEH

eeo v |+w 000



Mindaugas Maknys ir didysis retis 35

jverdiai. Cia
Y+U

E : 2mwima
Am € 3

m=Y+1

o H yra baigtiné intervalo [0,1] tasky aibé. Pavyzdziui, nesunku paskai¢iuoti,

kad
p—1 9 p—1 .
z ay |2
A5 -2 Els(@
h=0 2 a=1 p

su am, = 1. Taigi (2) nelygybé yra trigometrinés sumos jvercio rezultatas.

Svarbiausi Mindaugo Maknio rezultatai

M. Maknys didziuoju rééiu susidomeéjo dar budamas studentu. 1968 m.
profesoriaus J. Kubiliaus vadovaujamas parasé ir apgyné diplominj darba
,J. V. Linnik didziojo ré¢io tikimybineé interpretacija“, kuriame apibendrino (2)
A. Rényi rezultata. Jis jrodé dvi (2) tipo nelygybes, viena Mangoldto funkci-
jai A(m), o kita bet kuriai aritmetinei funkecijai. Aisku, jog pirmoji i8 jy yra
atskiras antrosios atvejis, todél suformuluosime tik antraja.

1 teorema. Tegu a(m) yra reali aritmetiné funkcija. Tuomet su visais
M<n

> p Pz_l ( > a(m)- % Z a.(m)>2 = Bn Z a*(m).

p<M  r=1 m=1 m=1 m=1
m=r(mod p)

Siai teoremai jrodyti diplomantas pritaikeé tokia vieno A. Rényi tikimybinio
rezultato interpretacija. Tegu

S(&,m) = sup R(f(€),9(n))-
S

Cia R(€,m) yra atsitiktiniy dydziy £ ir 7 koreliacijos koeficientas, o supre-
mumas imamas pagal visas Borelio prasme ismatuojamas funkcijas, kurioms
egzistuoja vidurkiai M f(€), Mg(n) ir dispersijos Df(€), Dg(n). S(&n)
yra vadinama atsitiktiniy dydziy £ ir n maksimalia koreliacija.

Apibrézimas. Atsitiktiniy dydziy seka {€m} yra vadinama silpnai prik-
lausoma su priklausomumo koeficientu C', jel su bet kuria realiy skaiciy seka

{:L'm} ’
oo
$at <

m=1

yra teisinga nelygybe

il

m=1

Z ZS E?m&» T Tk

m=1 k=1
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2 t_eorema. Tegu {{m} - silpnai priklausoma atsitiktiniy dydziy seka, o
n — atsitiktinis dydis su baigtiniu antruoju momentu M n? . Tuomet

oo

> M(M(nlén) — Mn)® < CDy.

m=1

1 teoremai jrodyti yra konstruojama baigtiné tikimybiné erdve (§,F IP)
su

fl
2={1,2,...,n}, P(A)) = ;#{mgn,meA},

ivedami atsitiktiniai dydziai

r, jeim=r(modp),r=1,...,p—1,
&p(m) = {O jei m = r(mod p) !
priesSingu atveju,

n = a(m) ir pritaikoma 2 teorema.

Pastebesime, kad 1 teoremos nelygybé yra duali zinomai Kubiliaus nelygy-
bei. Tokig P. D. T. A. Elliott [8] atrado tik po keliy mety. Taigi Mindaugas
zinoma matematika aplenké net 6 metais.

Veélesnéje savo mokslingje veikloje Mindaugas tikimybiniais metodais ne-
besinaudojo, tafiau nemazai graziy rezultaty gavo patobulintu didziojo récio
metodu. Lietuvoje Mindaugas Maknys buvo bene vienintelis matematikas, gerai
zinojes didZiojo redio galimybes ir mokéjes isradingai jomis pasinaudoti. Jo
visi atlikti tyrimai yra susije su kvadratiniu skai¢iy kiinu, dazniausial mena-
muoju. Primename, kad kvadratinis skai¢iy kinas yra racionaliyju skaicéiy kiino
@ antro laipsnio algebrinis plétinys, gaunamas prie @ prijungiant skaiéiy Vd
(d yra bekvadratis ir nelygus 1). Kai d > 0, tal gauname realy kvadratinj
kiing, o kai d < 0 — menamajj.

Paprastai dél kanoninio skaidinio vienareikdmiskumo yra nagrinéjamas
kvadratinis kiinas K (v/d), zinomu bidu prapléstas iki idealiyjy skaiéiy siste-
mos. Zymésime: maZosiomis graikigkomis raidémis «, 3, ... — kiino idealiuosius
skaidius, o' —skaiéiui « jungtini, Na - idealaus skaiiaus norma, x — grupinj
charakterj modg (¢ — sveikas kiino idealas), ¢ — kiino vienety skai¢iy, h -
kiino idealy klasiy skai¢iy, n > 1 — kiino pagrindinj vienety, m - sveikaj
racionalyjj skai¢iy. Tuomet funkeija

cigm arg o Jel d < O,
é—‘nl(a) — 3 '
exp { il log | &}, jei d >0,

yra vadinamas kuino I (v/d) pirmos riisies Hecke charakteriu su rodikliu m.
Tarkime, kad

x(e)™(e)=1
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su visais kiino vienetais e . Tuomet funkcija

igmarg o

-m

="(a) = x(a)e
yra vadinama antros riisies Hecke charakteriu su rodikliu m . Tegu dar

B = min arg ooy — arg aq|.
O<arg oy ,arg s <27 I & & |
arg o Farg as
PgN(Yl,NCtQ_gP-l-N

1979 m. M. Maknys gavo tokias didZiojo rédio nelygybes menamajam kvadra-
tiniam kiinui [9]:

3 teorema. Tegu P >0, N > 1, M > 1, o a,, yra kompleksiniai
skai¢iai. Tuomet

5

P<Nag<P+N

2
< o( K)max(x~, M) Z B s
|m|<M

> amé™()

|m|<M

Zenklelis ,,* “ &a ir toliau rodo, kad yra sumuojama pagal neasocijuotus
idealiuosius skaicius. Konstanta () yra efektyvi, ji lengvai isreiskiama kiino
I{ parametrais.

Antros riisies Hecke’s charakteriams [9] darbe jrodyta tokia teorema:

4 teorema. Tegu skaiciai P,N,M ir a,, apibrézti 3 teoremoje, Q > 1,
o b(a) yra kompleksiniai skaiéiai. Tuomet

Z Z’ Z* Z amb(a)="(a)

Ng<Q x | PSNa<P+N |m|<M

= B (Q® + Qlog Q) max(x~', M) Z |am|? Z |b(a)|?.

|m|<M PLNagP+N

2

Panasts rezultatai aukstesniems algebriniams kiitnams gauti matematiky
A. G. Samandrov (1967), E. K. Fogels (1969), M. N. Huxley (1968-1971),
W. Schaal (1970), R. J. Wilson (1969), tafiau jie nagrinéjo tik grupinio charak-
terio atvejj. Taigi Mindaugo rezultatai gerokai pranoko minéty autoriu didziojo
recio nelygybes, juose vidurkis imamas pagal visus charakterio = parametrus.
Tai leido jrodyti grazias teoremas apie menamojo kvadratinio kiino pirminiy
skaiciy pasiskirstyma sektoriuose.

Tegu m(z,1,p2) — kiino K(Vd), d > 0, pirminiy idealiujy skaiciy
P, kuriy norma nevirsija z, argp € (p1,¢2) ir kurie néra vienoje tieséje,
einan¢ioje per koordinaéiy pradzia, skaiéius.
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5 teorema [9]. Tegu 0 < ¢y — 7 < 27 . Tuomet

9 o " du . . (log x)?/®
m(2; ©1,p2) = QW(SOJ %91)/2 logu + B exp{ — o(K) (loglog )1/ |

Aigku, teoremos jvertis néra trivialus sektoriams, kuriems

(log )*/5 }

o1 —pr > exp { ~7(10) L AT

(4)

Taigi visada yra bent vienas pirminis idealusis skai¢ius p , priklausantis sektoriui
su vir§tne koordinaciy pradzioje, spinduliu 1/z ir (4) kampo skétra.

Antroji Mindaugo teorema yra vidurkinis pirminiy idealiyjy skaic¢iy pa-
siskirstymo désnio analogas aritmetinése progresijose menamojo kvadratinio
kiino sektoriuose. Tegu

#
w(z; B, ¢, p1,02) = Z Ala).
Nagz
a=f(mod ¢)
1 <arg a<ps

6 teorema [9]. Tegu v — pakankamai didelis skaicius, o 0 < o —tp1 K 27,
Tuomet egzistuoja absoliuti konstanta a tokia, kad

2
% 2™ 2 2—a
§ : E J/J(T': ﬂa%%ﬁ:‘;@) = M) = .B]{:E”(].()g .'?:)"

h
Ng¢<Q A(mod q) “P(Q)
(8,9)=1

su visais

1 1 3ak — 5k —
1<QSexp{(5—-‘_)q—)logm—(—H—d i
2 (k+1) 4(k+1)

=

)logloga} ;

¢ia k > 1 yra fiksuotas natiiralusis skaicius.

Pastarojoje teoremoje ) yra siek tick maZesnis negu E. K. Fogelso,
M. N. Huxley bei W. Schaalo darbuose, ta¢iau juose pirminiai idealieji skaiiai
yra nagrinejami ne sektorinose. Apskritai didjjj ret] taikyti kiino pirminiy
idealiyjy skaiciy pasiskirstymui sektoriuose tirti yra gana sudétinga, nes antros
rusies Hecke charakteriai neturi ortogonalumo savybés. Tadiau Mindaugas
sugebéjo isradingal apeiti tuos sunkumus.

3-6 teoremos sudaro viena M. Maknio daktaro disertacijos ,Menamojo
kvadratinio kiino pirminiy skai¢iy pasiskirstymas® (mokslinis vadovas profeso-
rius — J. Kubilius) skyriy. Disertacija buvo sékmingai apginta 1975 m., oficialiis
oponentai A. V. Malysev ir I{. Bulota aukstai ja jvertino.
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1979-1980 m. Mindaugas émeé nagrineti realy kvadrating kuina ir gavo rezul-
tatus, analogiskus 3-6 teoremoms [10], [11], [12].
Prie didziojo rééio nelygybiy Mindaugas dar sugrizo 1984 m. Tegu

5(s,5)= Y a(a)=(a)Na>.

0<NagN
Jis gavo [13] vidurkiy

To+T

D, Z/ |S(o +it), Z)|” dt

[m|€M X T

ir

R=
DRI EC=H]

|m|€M x r=1

Ivercius 18 virsaus. Jie gana sudetingi, todeél tiksliau ju neformuluosime. Tokie
iveréial yra labai naudingil, naudojami Hecke'e Z -funkcijy nuliy tankio teo-
remoms jrodyti. Minétus rezultatus Mindaugas patikslino ir paskelbé su jro-
dymais 1985 m. [14] ir 1992 m. [15]. Deja, tai buvo paskutiniai darbai. Liko
nebaigti sumanymai apie aukstesniy algebriniy kiiny tyrimus taikant didjjj retj...
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