Vilius Stakeénas
Kreives,
nepanasios ] kreives

Netikétumai Georgo Kantoro rojuje

- Kiek tau mety?

Mazylis i§didziai rodo du pirstus. Siuo lakonigku biidu jis formuluoja
teiginj: tarp jo mety aibés ir dviejy pirsty aibés galima nustatyti abipusiskai
vienareiksme atitiktj, taigi abi aibés yra vienodos galios.

Lyginti aibes tiriant, ar tarp ju elementy galima nustatyti abipusiskai vie-
nareikdme atitiktj, — kas gali biiti papras¢iau? Kol nagrinejame baigtines aibes,
isvados miisy nestebina, netgl atrodo banalios. Pavyzdziui, jei aibe A yra
dalis baigtines aibés B (kitaip sakant, jos poaibis), taciau su ja nesutampa,
nejmanoma nustatyti abipusiskai vienareikimes atitikties tarp A ir B elementy.

Tadiau vos jZenge ] begaliniy aibiy pasaulj matome, kad ta ,,sveiko proto®
igvada pasiliko uz varty. Nedaug perdésime sakydami, kad j § pasaul] matema-
tikus jvedé Georgas Kantoras.

Georgas Kantoras (Georg Cantor, 1845-1918) gimeé Sankt Peterburge. Ma-
tematika studijavo Ciuriche, o véliau Berlyno universitete. Cia jam didelés
itakos turejo K. Vejerstrasas, taip pat kitos to meto jZymybeés — L. IKronekeris,
E. Kumeris. 1869 metais G. Kantoras uzémé pareigas Halés universitete ir ¢ia
dirbo iki atsistatydinimo — 1913 mety. Savo padétimi jis nebuvo palenkintas,
tagiau gauti trokstamos vietos Berlyno universitete jam nepavyko. Revo-
liucingos idejos, kuriomis jis grinde savo aibiy teorija, susilauke tiek karsto
pritarimo, tiek pasipriesinimo. Galima sakyti, kad pasipriesinimui vadovavo
L. Kronekeris — G. Kantoro mokytojas. L. Kronekeris buvo konstruktyvios
matematikos Salininkas. Jis nepripaZino ty objekty, kurie negali bati sukon-
struoti. ,, Kokie naude i jisy puikaus darbo apie skaiéiy m¥" — karty L. Kro-
nekeris paklausé K. Lindemano. - ,Juk iracionalieji skaidiar neegzistuoja®.
G. Kantoras sukiire daugel]j aibiy teorijos savoky, kuriomis matematikai kas-
dien naudojasi. Tarp racionaliyjy skai¢iy ir natiiraliyjy skaiéiy aibiy galima
nustatyti abipusigkai vienareik&me atitikt}, taciau tarp racionaliyjy ir visy
realiyjy skai¢iy aibiy tokia atitiktis nejmanoma. Tai vis G. Kantoro rezul-
tatai. Jo darbus did#iai vertino D. Hilbertas. , Nichas misy nei§varys 5
rojaus, kuri mums sukiré Georgas Kantoras,* — §iuos ZodZius D. Hilbertas

i8taré savo kalboje, pasakytoje K. Vejerstraso jubiliejaus proga.
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16 Vilius Stakénas
Is tikryjy priskyrimas

2Zn—=n, n=12,...,
rodo, kad tarp lyginiy ir visy natiiraliyjy skai¢iy yra abipusigkai vienareiksmeé
atitiktis. Taigi tenka apsiprasti su tiesa, kad begalinés aibés poaibis turi ,tiek
pat elementy® kiek ir visa aibé.

Begalines aibes, kuriy elementus galime sunumeruoti, t. y. nustatyti abi-
pusiskai vienareikime jos elementy ir natiiraliyjy skaic¢iy atitiktj, vadinsime
skaiciomis. G. Kantoras nustateé, kad racionaliyjy skaiciy aibé yra skaiti, tadiau
visy realiyjy skaiéiy aibé néra skaiti.

Vaizduodami skaicius tiesés tagkais, skai¢iy aibiy atitiktis galésime parodyti
grafiskai. Ir ne karta nustebsime.

=41

1 bréz. Taskui t priskiriamas taskas x(t)

Siame brézinyje pavaizduota intervalo [0,1) skaiéiy ir visy neneigiamy rea-
liyjy skaiciy atitiktis. I5 bréZinio matyti, kad, pavyzdziui, intervaly [0;0,5] ir
[0; 1] skaiciy aibés yra vienodos galios. Taip pat vienodos galios intervaly [0; 1)
ir [0; +00) skaidiy aibés.

Taigi baigtiniame pasaulyje igytas intuityvus mazesniy ir didesniy aibiu
suvokimas darosi bevertis, susidiirus su begalinémis aibémis.

Bet vis delto! Net ir susitaikiusiam su minétomis i§vadomis protui vargu
ar kils nuojauta, kad intervalo Z = [0; 1] ir kvadrato

K={<z,y>:0<z,y<1}

tasky aibes taip pat vienodos galios. Greiéiau priedingai!

2 brez. Abipusiskai vienareiksmeé atitiktis? Nejau tai jimanoma?
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Kreives, nepanasios j kreives 17

Tadiau ir ¢ia baigtinio pasaulio intuicijai lemta patirti triuskinantj pralai-
mejimg. Pasinaudokime tuo, kad bet kuris vienetinio intervalo skaiéius gali biiti
isreikstas begaline ¢-aine trupmena:

q (0%}
t=—+—4..., a;€{0,1,...,—1}.
¢ ¢
Rasysime: z = 0(,), a1aza3.... Galime imti ¢ = 2, tada skaitmenys «; igys

tik dvi reikdmes: 0 ir 1. Tiesa, racionalieji skai¢iai, kuriy vardikliai yra dvejeto
laipsniai, reiskiami dviem biidais, pavyzdziui,

= 0(2),0111 e

B =

1
3 =02, 1,

Tokiu atveju susitarsime naudoti israiska su baigtiniu vienety skaiiumi.

Dabar apibrésime abipusiskai vienareiksme kvadrato tagky ir intervalo tas-
ky atitiktj ¢ : K = 7. Tegu < z,y > Kirz = Oy, c1z...,y =03, P10z ...
Sudarykime schemg

o1 g — Q3 (o 7
1 T d: i — @181 faazas ...
B = B Pz — P

ir apibrézkime
(,D(< z,y >) = 0(2),a1ﬁ1/32a2053 —

Siek tiek pagalvoje, sutiksite, kad apibrézta atitiktis yra abipusiskai viena-
reiksme.

Vienas atradimas gimdo kitg. Kodél turétume apsiriboti kvadratu, t. y.
plokstumos aibe. Tarkime,

Kn={<21,22,...,2p >:2; € I}
yra n-matis kubas. Jo ir intervalo Z tagky aibés — taip pat vienodos galios.

Stai vienareiksmeés atitinkamybés tarp trimacio kubo K3 ir intervalo T tasky
nustatymo schema:

[a ] Qg — Q3 4
1 T X )
b1 B2 B3 Br ... = a1f17172fe00a3 ...
J: T 1 i
0 e G Y3 = 74

Taciau ir n-madciais kubais nepasibaigia miisy vienareiksme atitiktj nusta-
tanc¢ios schemos jéga.
Tegu
Koo =1{< ®1,22;... >:2; € I}
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18 Vilius Stakenas

yra seky, sudaryty 1§ Z intervalo skai¢iy, aibé. Zymeékime
x; = 0oy, vpigiay; . .

Nesunku modifikuoti misy schema, kad ji nustatyty abipusiskai vienareiks-
me afitikt] tarp Ko ir Z tasky:

Qg Qo1 — Q31 Qg1
} T 1’ T
Qg —r Qg Q32 s P
+ I
&1z 4 Omy A  oug e T Sn g lga gy v . -
! |

Taigi Kn(n = 1,2,...,00) ir intervalas Z = K; yra vienodos galios aibés.
Taciau griskime prie nagrinétos poros: intervalo Z ir kvadrato K. Intervalg
7T galime suvokti kaip geometrine atkarpg. Ar galime interpretuoti kvadrata
kaip niekur nenutritkstanéia (tolydzia) kreive? Kitaip tariant, ar galima visus
kvadrato taskus sujungti niekur nenutriukstané¢ia kreive?

Protas, intuicijos nekart apgautas, tyli.

Apgaulingas pavyzdys
Gali pasirodyti, kad teigiama atsakyma visai nesunku gauti. Jau Zinome,
kad racionaliuosius intervalo Z skai¢ius galime sunumeruoti. Tada kvadrato K

tasky < z,y > tasky su racionaliomis koordinatémis aibe taip pat skaiti. Kokiu
nors biidu sunumeruokime juos:

Q={<z,y>a,ycl}={P,P,Ps,...}.

Aibé @ yra tirsta kvadrate K, t. y. kokj taska z € K beparinktume, visada
atsiras tasky P,,, kurie bus kiek norima arti z.

Sujunge tasky poras P;, Py, © > 1, atkarpomis, gausime tolydzig kreive,
saplankanéiag® visus kvadrato tagkus su racionaliomis koordinatemis. Galbit ji
eina ir per visus kitus kvadrato taskus?

Py

i

P, Py

3 bréz. Kreiveé, kiek norima arti priartéjanti prie bet kurio
kvadrato tasko, ta¢iau ne visus juos aplankanti.
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Kreivés, nepanasios j kreives 19

Ne. Stal trumpas sio tvirtinimo jrodymas. Tegu A yra koks nors intervalo
T skai¢ius, kuris néra jokios kvadratines lygties su racionaliaisiais koeficien-
tais Saknis. Pavyzdziui, galime imti A = w/4, tadiau tada teks patiketi, kad
§io skai¢iaus negalima gauti sprendziant kvadratines lygtis su racionaliaisiais
koeficientais. Taéiau galima pasirinkti ir paprastesnj skai¢iy. Pavyzdziui, ne-
sudétinga jrodyti, kad skaicius A = 0.5¢/2 irgi tinka.

Pasirinke skai¢iy A, dar raskime maZg racionalyjj skai¢iy ¢, kad taskas
A =< A g/A > guléty kvadrate. Irodykime, kad lauzté, jungianti tasky po-
ras P;, P;y1, neina per taska A.

Tarkime, taip néra. Tada taskas A guli kokioje nors atkarpoje

P,'PH_], Pi = tuy,v >, Pi+1 =< g,V > .

Matome, kad wy # ua, vy # va, nes priesingu atveju skaicius A bty racionalusis.
Taciau tada skai¢ius A turi tenkinti lygybe

g/A=v1  A—u

U2 — ™ Uz — U

(zr. 4 bréz.). Taéiau 8 lygybé reiskia, kad skaiéius A yra kvadratinés lygties su
racionaliaisiais koeficientais Saknis.

Tad viltis greitai atsakyti j i8kelty klausimg neissipildé. Pabandykime tiks- -
liau suformuluoti, ko gi mes i§ tiesy norime.

v2 0 Py q
/A :
" r
: /“_\] Fz
(251 )\ Ua

4 bréz.

Kreives plokstumoje paprastai jsivaizduojame kaip nesutrtkusias (toly-
dzias) linijas. Kartais kreive galima nagrinéti kaip tam tikros vieno kintamojo
funkeijos grafika (kreive I'y 4 brez.). Taciau taip yra ne visada (kreive I'p).
Tad norédami susieti kreives su funkcijomis, turime parinkti po funkecija abiems
koordinatéms.

Apibrézimas. Plokitumos kreive vadinsime tasky aibe
T = {<a(t),y(t) >: ¢ € T}

¢ia x(t),y(t) yra tolydzios funkcijos, apibréztos intervale T ir jgyjancios realias
reiksmes.
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20 Vilius Stakénas

Galétume nagrineti kreives, kuriy funkeijos x(t),y(t) apibréztos ne intervale
Z, bet kokiame kitame intervale [a, b]. Ta¢iau Sitaip pakeite apibrézima naujy
kreiviy negauname. I§ tiesy tasky aibés

[={<a(t),y(t) >:t€a,b]}, T;={< z1(t),y1(t) >: t € I},

jei @1 (t) = z(a + (b — a)), y1(t) = y(a+ (b — a)), sutampa.
Dabar naujai suformuluokime klausima, i kurj norime atsakyti.

Ar kvadratas yra kreivé?

Teigiamas D. Hilberto atsakymas

Taip, kvadratas yra kreivé. Pirmasis tai jrodé G. Peano. Tadiau jo analitinj
irodyma nelengva suprasti. D. Hilbertas savo konstrukeijoje naudojosi ge-
ometrine interpretacija. Tad nuo Hilberto kreivés geriausia ir pradéti.

Davidas Hilbertas (David Hilbert, 1862-1943) gimé Ryty Priisijoje, Karaliauéiuje
(Konigsberg). Baiges Karaliau¢iaus universiteta, lur Jjo mokytojai buve K. Lin-
demanas (C. Lindemann) bei A. Hurvicas (A. Hurwitz), jis ¢ia ir dirbo iki 1895
mety. Nuo 1895 mety iki akademineés veiklos pabaigos — 1930 mety dirbo Getin-
geno universitete. D. Hilbertas — vienas didziausiy visy laiky matematiky. Beveik
visose matematikos srityse jis gavo svarbiy rezultaty. 1900 metais Paryziuje vyko
pirmasis pasaulio matematiky kongresas. D. Hilbertas skaite pranesima ir su-
formulavo 23 matematikos problemas, kuriy sprendimas, jo nuomone, bity itin
svarbus matematikos raidai. Tai i3 tiesy pasitvirtino. Dvidedimtojo amziaus ma-
tematikai padéjo daug pastangy spresdami D. Hilberto suformuluotus uzdavinius.
Pats D. Hilbertas savo matematinés karjeros pabaigoje daugiausia démesio skyre
matematikos pagrindy tyrimui. Taéiau net ir jis nenujauté, kad nepriestaringos
ir pilnos sistemos, apie kokia jis svajojo, i5 tiesy sukurti nejmanoma. Tai véliau
irode K Giodelis (K. Gédel). D. Hilberto optimizma pazinimo srityje geriausiai
rodo ZodZiai, kuriuos jis istaré savo kalboje Karaliau¢iuje, kur 1930 metais jam
buvo suteiktas Garbeés pilie¢io vardas: ,, Wir missen wissen. Wir werden wissen ©

(Mes privalome Zinoti. Ir mes Zinosime).

Pradékime nuo intervalo 7 dalijimo. I§ pradziy dalykime jj j keturias vie-
nodas dalis, kickvieng iy daliy - dar j keturias ir taip toliau — ad infinitum.

o
Y

5 bréz. Intervalo dalijimas
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Kreivés, nepanasios j kreives 21
Kiekvienam taskui « € 7 galime sudaryti mazéejanéiy intervaly seka
I,DIZ oI} o..., S

kad ¢ € I' su visais m. Kita vertus, kiekviena (1) seka apibrézia vienintelj
taska z € T :

{z} = L.
m=1

Akivaizdu, kad ne visos skirtingos (1) sekos apibrézia skirtingus intervalo Z
taskus. Jei & = m/4"™ su kuriais nors natiraliaisiais m,n, tai egzistuoja dvi
sekos, apibréziancios z.

Pirmoji uZgaida. Vietoje intervalo T tasky nagrinésime
visas jmanomas Intervaly sekas:

(L, I, 5L.,...), In DI DI} O...

LI T it E O A

Zinoma, visada atsiminsime, kad tokias sekas atitinka intervalo Z tagkai.
O dabar smulkinkime vienetinj kvadrata K. Ji dalykime i keturias lygias
dalis, o po to — kiekvieng dalj toliau ketviréiuokime.

- e - - 7 - - & s m
K Kl ,K},K}, KI K2,...,K% EKI')n=1,...,4

6 brez. Kvadrato dalijimas
Kiekvienam kvadrato taskui @ € K galime sudaryti mazeéjanciy kvadraty
seka,
K, DK DK, s (2)

]

kad @ € K] su visais m. Kiekviena (2) seka apibrézia vienintelj taska z € 7 :
{2} = ﬂ K.
m=1

Antroji uZgaida. Vietoje kvadrato KX tasky nagrinésime
visas limanomas kvadraty sekas:

(K} K% K3

ny? no? ?l;;?"')‘)

R 5K DKL 3.
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22 Vilius Stakénas

Gali pasirodyti, kad pakeitus intervalo tagkus (1) intervaly sekomis, o kvadrato
taskus — kvadraty sekomis, atitiktj Z — K nustatyti jau nebesunku. Pakanka
kaip nors nustatyti atitiktj tarp intervaly ir kvadraty seimy

{0550, In} = {K K, .. K ) (3)
ir po to apibrézti jg tarp (1) ir (2) seky

2 3
IJL27 In31 e

(I,

ny?

D= (K LKL KD L),

Taéiau kaip tik (3) atitikéiai nustatyti ir reikia meistro rankos! Kad (3) ati-
tiktis reiksty atitiktj tarp intevalo Z ir kvadrato K tasky, visy pirma biitina, kad
mazéjanéiy intervaly seky atitikty mazéjanti kvadraty seka. Be to, skirtingoms,
taciau tg patj Z tasks atitinkancioms intervaly sekoms turi biiti priskiriamos ta
pati K taska atitinkancios kvadraty sekos. Taip bus, jeigu pasiriipinsime, kad (3)
bet kur intervalg I/” smulkinant gautiems intervalams I/" ™! biity priskiriami
Ij" atitinkancio kvadrato " ketvirciai be to, gretimiems intervalams Ij", I},
priskiriami kvadratai taip pat turi bty gretimi.

D. Hilbertas parodeé, kad tokie kvadraty priskyrimai intervalams yra jma-
nomi. Savo idéja jis idreifké vienu sakiniu:

Die fiir solche Abbildung erforderlichen Funktionen lassen sich in tibersichi-
lichen Weise herstellen, wenn man sich der folgenden geometrischen Anschau-
ung bedient.*

Ir pridéjo brézinj:

7 breéz. Hilberto kreives konstravimas

Kag gi reigkia &is brézinys? Pirmoji jo dalis nurodo, kuriuos kvadratus
reikia priskirti intervalams I}, I3, I}, I}, antroji — intervalams I?,1%,...,I%
(¢ia intervalai imami vienas po kito). Intervalui IZ priskiriamas kvadratas
pazymeétas m-uoju numeriu. Treiosios brézinio dalies prasmé analogiska. D.
Hilbertas apsiribojo trimis Zingsniais. Matyt, todél, kad juose yra viskas, ko
reikia, kad truputj pagalvoje isitikintume, minétas savybes turinéiy atitikéiy
(3) jmanomumu. Taéiau dar zvilgtelékime, kaip atrodo 5-ojo dalijimo kvadraty

priskyrimas (zr. 8 bréz.).

* Siam atvaizdziui ( t. y. tolydziam intervalo atvaizdziui j kvadrata) reikalingos funkcijos

gali biiti akivaizdziai sukonstruotos naudojantis siuo geometriniu paveikslu.
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Kreives, nepanasios | kreives 23
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8 bréz. Penktos eilés dalijimo kvadraty priskyrimas

Taigi atitiktis tarp intervalo Z ir kvadrato K tasky apibreézta, zymékime
ja 'y : T — K. Kiekvienas kvadrato taskas priskirtas bent vienam intervalo
taskui. Taclau ar §i atitiktis tolydi?

Reikia jsitikinti, kad artimiems intervalo Z taskams priskiriami artimi kvad-
rato taskai. Tarkime, t1,%y € Tir [t; —22| < 47™. Jei t1,t, yra tame padiame da-
lijimo intervale I}, tai I (¢1 ), T (¢2) priklausys tam paciam dalijimo kvadratui
I ir atstumas tarp tasky I'g(t1), T g (t2) nebus didesnis uz kvadrato jstrizaine,
kuri savo ruoztu néra didesné uz dvi kvadrato krastines, t. y. 2-27™. Jei ¢, ¢,
yra gretimuose dalijimo intervaluose I}, It |, tai kreivés taskai T'g (1), (t2)
bus gretimuose dalijimo kvadratuose, o atstumas tarp ju nebus didesnis uz
keturias kvadrato krastines, t. y. 4-27™,

Hilberto kreivés tolydumg jrodéme. Pats D. Hilbertas pastebéjo, kad &
kreive né viename taske neturi liestinés, t. y. niekur nediferencijuojama.

Skyrelis meéegstantiems skai¢iuoti

Hilberto kreives I'y : T — K taskai uzpildo visg kvadraty, kreivée tolydi,
taciau niekur nediferencijuojama. Turbiit norétume ja padaryti labiau apéiuo-
plama, pavyzdziui, iSmokti skaidiuoti jos tasky koordinates

Tu(t) = (ha(t), ha(t)), teT.

Nors beveik 100 mety po Hilberto kreivés ,gimimo* niekam nepavyko rasti
paprasto buido, tg padaryti, i§ tikryjy néra taip sudétinga, kaip buvo manoma.
Hilberto kreivés konstrukeija remiasi intervalo bei kvadrato dalijimu j ke-
turias dalis. Tad nenuostabu, kad koordinaéiy hi(t), ha(t) skaiciavimui paranku
naudoti skaiciaus ¢ € 7 israiska ketvirtainéje skaidiavimo sistemoje:
t=%-{-i—i—l—i—i-{—...:OH),q]qz..., gi €{0,1,2,3}. (4)
I8 tiesy (1) reiskia, kad skaidius ¢ yra intervalo Z pirmojo dalijimo g-
ajame ntervale Iy, , §io intervalo dalijimo gz-ajame intervale I, ,, ir taip toliau.
Tada taskas I'g(t) yra kvadrato K pirmojo dalijimo g;-ajame kvadrate I, , &io
kvadrato dalijimo ¢s-ajame kvadrate Iy, 4, ir taip toliau, kvadratus skai¢iuojant
Hilberto nurodyta tvarka. Tagkas I'g(t) yra kvadraty K, 41,...,q» Kalriyju apatiniy
virsuniy riba, kai n — oco. Todél pakanka pagal (4) israiska ismokti skaiciuoti
iy virsiniy koordinates. Tai galima padaryti remiantis tam tikra Hilberto
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24 Vilius Stakeénas

kreivés ,panasumo j save paéig” savybe: 'y (t) dalys, atitinkanc¢ios intervalus

= Y= rd i 2
0<t<0,25 0,25<t<0,5, 0,6<¢<0,75, 0,75<¢t<1 yra sumazintos
visos kreives kopijos.

Naudodami skaiciaus ¢ israisks (4) ketvirtainéje skaiciavimo sistemoje, uz-
rasysime Hilberto kreives tasky koordinaciy formules. Tegu ng; yra skaitmeny
q; = 0 kiekis su i < j israiskoje t = Oy, q1qa ..., 0 nyg; — skaitmenu ¢; = 3
kiekis, 7 < j. Apibrézkime

. 0, jel ng; lyginis, 0, jel ng; lyginis,
—_— . . R €34 = b8 «
/ 1, jeil ng; nelyginis, ’ 4 1, jei ny; nelyginis,

0, ](ﬂ] 6()J‘ + €35 = 0,2
1.

d;j = epj + e3;(mod 2), ty. d;j = {1 5 g b
» Jel €gj T egj =

Tada Hilberto kreives T'(t) = (hi(t), ha(t)) tasky koordinatés nzrasomos

taip:
o0

—1)%0i ; ;
hi(t) = ) —5—sen(q;)((1 — d;)g; — 1),
=1 "
[=s] _]_)'30.1'
ha(t) =Y (9—;1.-‘3@;11(0;')(1 = djg;);
=1 -
¢ia: sgn(0) = O;sgn(u) = 1,u > 0. Pavyzdziui, taskg ¢ = 3/15 = 0(4),0333. ..

Hilberto kreive atvaizduoja i taska su koordinatémis

-
&
P
o~
S—
Il
ol !
5. =
S—
[
b | —
—
+ | =
Lo |-
|
=

Peano kreive
Jau minéjome, kad D. Peano pirmasis jrode, kad egzistuoja tolydi kreive,
einanti per visus kvadrato taskus.

Italy matematikas D#iuzepé Peano (Giuseppe Peano, 1858-1932) studijavo
Turino universitete ir &a iki pat mirties profesoriavo. D. Peano darbai svarbiis
jvairioms matematikos sritims. Jis iSvysté simbolines logikos idéjas, sukiire
natiiraliyjy skai¢iy aksiomatika, diferencialiniy lygéiy teorijoje jrodé svarbia
teorema apie sprendinio egzistavima. D. Peano turéjo ne tik matematiniy
idéjy. Jis buvo tarptautines mokslo kalbos Interlingua (latine sine flexione)

kiiréjas ir propaguotojas. Tagiau & kalba, kaip ir Esperanio, neprigijo.
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Konstruodamas savo kreive, jis remeési realiyjy skaiéiy israiskomis treje-
taineje skaiéiavimo sistemoje. Jei t € Z, tai

t oty 13
t=§+3—2+'3—3+...=0(3),f1f2..., tiE{U,l,Z}. (5)
Kaip ir kitose skaidiavimo sistemose i$raiska ne visada vienintelé: racio-
nalieji skaiciai, kuriy vardikliai yra trejeto laipsniai, $ioje sistemoje reidkiami
dviem bidais.
Apibrézkime funkeijas:

u, el = 024, ...
kn(“’) = { ! 1.3.5
? kl E A

2—m, jeln=

Dabar jau galime apibrézti Peano kreive I'p : T — K. Zymésime T'p(t) =
(p1(t), p2(t)). Naudodami skai¢iaus t israiska trejetainéje sistemoje (5), apibre-
sime

p1(t) = Ogays t1 ke, (8 )ty oty (B ) Rt b tatta (B7) -

pQ(t) = 0(3)1 ki-] (tf’»)kh-{'ts(t‘i)kil+13+¢5 (ta) Wi

Naudojantis (6) formulémis patogu skai¢iuoti koordinates p(t), p2(t). Ta-
¢lau kodél turétume patikéti, kad I'p(t) yra tolydi kreive, einanti per visus
kvadrato K taskus? G. Peano pateike analitin jrodyma, t. y. I'p(¢) savybes nu-
stateé tyrinedamas (6) israiskas. Taéiau ir Peano kreivés prigimtj galima vaizdziai

(6)

paaiskinti nagrinéjant intervalo Z bei kvadrato K dalijimus, tik sikart intervalai
ir kvadratail dalijami i devynias dalis.

[Kaip ir Hilberto kreives konstrukeijoje, svarbu nustatyti atitiktis tarp inter-
valy ir kvadraty, kad gretimus intervalus atitikty gretimi kvadratai ir kiekvieno
intervalo dalis atitikty atitinkamo kvadrato dalys. Pirmasis kvadraty priskyri-
mas intervalams atrodo taip:

6 5 4
, 71809
i i

| I I O O I O

"9 breéz. Peano kreives konstravimas
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26 Vilius Stakenas

O stai sitaip kvadratai priskiriami 972 ir 974 ilgio intervalams:

10 bréz. Peano kreiveé
Sierpinskio kreive
Panagrinéjus geometrines Hilberto ir Peano kreiviy interpretacijas, susi-
daro jspidis, kad kelig joms nurodé ne tiek matematiniy désniy biitinybe, kiek

isradinga meistro ranka. Kitas meistras brézty dar kitaip. Panagrinésime dar
vieng visus kvadrato taskus jungiandia kreive, kuria sukiwé V. Sierpinskis.

Lenky matematikas Vaclovas Sierpinskis ( Waclaw Sierpitishi, 1882-1969) gi-
me ir miré Varsuvoje. Tai itin daug lenky matematikos mokyklai nusipelnes
matematikas. Jis studijavo Varsuvoje, daktaro laipsnj gavo Krokuvoje, 1908—
1918 metais dirbo Lvove, véliau — Varduvoje. V Sierpinskis parasé apic
700 straipsniy ir knygy, apie 600 ig jy skirti topologijai. Lenky malema-
tikos mokyklai svarbi ir jo organizaciné veikla: kartu su kitais jis jsteigé
zurnaly ,, Fundamenta Mathematicae®, redagavo Zurnaly ,Acta arithmelica®,
steige Lenkijos moksly akademijos Matematikos instituta. Jo kapo antkapyje

jradyta: , Badacz Nieskoriczonodci“ (begalybes lyrinétojas).
V. Sierpinskis jrode, kad egzistuoja tolydi ir lyginé, tenkinanti lygybes
ft)+ f(t+1/2)=0, te&(—oc0,00),

2f(t/4) + F(t+1/8)=1, teo,1],

funkcija f(t), kad kreive I's(t) = (f(t), f(t — 1/4)), kai ¢ € [0,1] eity per
kickvieng kvadrato @ = {(z,y) : =1 < 2,y < 1} taska.

Sierpinskio kreive taip pat galima apibréiti naudojantis geometrine in-
terpretacija. Pastebekime, kad Hilberto bei Peano kreives T'y(t),Tp(t), kai ¢
perbéga intervalo [0; 0, 5] ir [0; 1/3] taskus, uzpildo atitinkamai puse bei treédalj
kvadrato (zr. 9 bréz.). Sukonstruosime kreive I'g(#), kuri eity per visus vir-
Sutinio trikampio taskus, kai ¢ perbéga visus intervalo J = [0;0, 5] skaicius, be
to, I's(0) = (0,0),I's(0.5) = (1,1). Tada taskus I's(?), kai ¢ € [0.5; 1], apibréze

simetriskal, gausime per visus kvadrato taskus einancia kreive.
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11 bréz. Sierpinskio kreivés konstravimas
Intervalg J dalysime pusiau, gautas dalis — vél pusiau. ] puses ir puscles
dalysime ir statyjj trikampj. Kaip ir Hilberto bei Peano kreiviy geometrinése
konstrukeijose svarbu tinkamai nustatyti atitiktj tarp intervaly ir trikampiy.
Kaip 1-4 dalijimy intervalams priskiriami atitinkami trikampiai, parodyta 11
brez. Mazéjanciy intervaly sekoms priskyre mazéjanéiy trikampiy sekas, api-
bresime Sierpinskio kreive.

Trumpas tikimybinis intermezzo

Nepriklausomi jvykiai, dydziai — svarbiausios tikimybiy teorijos savokos.
Ka bendro jos gali turéti su miisy tema — tolydziomis, kvadrats uzpildan&iomis
kreivémis?

Rysys kuo glaudziausias, taéiau ...

Ispéjimas. Neturintiems pradiniy mato teorijos bei matematinés analizés
Ziniy Sio skyrelio geriau neskaityti.

Intervala T = [0, 1] su jo Borelio aibiy o-algebra* bei Lebego matu A (ge-
ometriniu ilgiu) nagrinésime kaip tikimybing erdve.

Apibrézimas. Macias funkcijas fi, fo : T — (—o0,00) vadinsime neprik-
lausomomis, jei su bet kokiomis Borelio aibémis By, B,

Mfi(w) € By, fofw) € Ba) = A(fi(w) € B1) - A(fow) € By).

1936 metais H. Steinhauzas jrodé tokia teorema.**
Teorema. Jei f1, fo : T — T yra tolydzios, nepriklausomos ir siurjektyvios
funkcijos, tai kreivé

T(t) = (fi(t), fo(t)), teT,

eina per kiekviena kvadrato K taska.

* AS perspéjau!
** Si teorema buvo paskelbta Comptes Rendus de I’Academiae des Sciences 202 tome ir

ilgai liko nezinoma. Po to ja vél jrode ir iSpopuliarino kiti matematikai.
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28 Vilius Stakénas

Irodysime Steinhauzo teoremg. Tegu 0 < a,b < 1 yra du vidiniai intervalo
7 taskai. Tada galime parinkti tokj maza £ > 0, kad intervalai

In=(a—¢e,a+e), Lj=(b—cb+e¢)
biity 7 poaibiai. Kadangi

i) ={w: Aw) e L}, fi'(h)={w: fo(w) € I}

yra atviros aibes, tai Aw : fi(w) € L), MNw : f2(w) € L) > 0. Kadangi funkcijos
f1, f2 yra nepriklausomos, tai

Mw: fi(w) € I, fo(w) € ) = Mw : fi(w) € L) - Mw : folw) € ) > 0.

Taciau tai reiskia, kad atsiras toks w € Z, kad | f; (w)=a| < e, |fo(w)—b| < e.
Taigi tasky aibé T' = {(fi(%), f2(t)) : ¢ € T} yra tirstas kvadrato poaibis.
Taciau kita vertus, I' yra kompaktiska aibé (f1, f2 tolydumas!), todél T' = K.
Teorema jrodyta.

Kokia mums nauda i§ sios teoremos? Ar galima sudaryti funkcijas, apie
kurias joje kalbama? Taip. Bet apie tai ne gjsyk.

Zvilgsnis, vienijantis Kantoro dulkes,
Kocho snaige ir Hilberto kreive

Vel nagrinékime vienetinj intervala Z. Apibrézkime du realiyjy skaiciy
tieses atvaizdzius ¢y ir g :

1

pi1(w) = zw, pa(w) = zw+

Q|
W o

Pirmasis atvaizdis intervalg Z tris kartus suspaudzia, antrasis — tris kartus sus-
paudzia ir pastumia j desing. Tegu

p1(Z) ={p1(w) 1w € I}, 2(T) = {p2(w) : w € T},

C1 = p1(Z) U ps(Z).

12 bréz. Intervalas pavirsta | Kantoro dulkes
Tada aibe C; sudaro du intervalai (zr. 12 bréz.). Pritaikykime atvaizdzius
aibei Cy:

?1(C1) ={p1(w) 1w € C1}, p2(C1) = {p2(w) 1w €1}, C2 = 1(C1) U a(Ca).
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Teskime intervalo Z ,trupinima® ad infinitum:
?1(Cno1) = {p1(w) 1w € Cuct},  92(Co1) = {pa(w) : w € Cp_y },
Ch=p1(Chr) U 02(Crn—1).

Egzistuoja tam tikra aibé C, prie kurios tam tikra prasme artéja aibeés C,. Si
aibé ir vadinama Kantoro dulkémis. Savokai warteja’ galetume suteikti tikslia
matemating prasme. Tadlau tam prireikty keliy gana abstrakéios matematikos
puslapiy! Tad pasitenkinkime nuojauta.

O dabar nagrinékime plokituma P | kurioje jvesta koordinaciy sistema.
Koordinates zymésime wy,wsy. Miisy intervalas dabar misitaises“ abscisiy asies
pradzioje (zr. 13 bréz.).

Wwo . Wy

0 1 w1 0 1 Wy

13 bréz. Kocho kreivés konstravimas
Nagrinésime keturis plokstumos atvaizdzius: 1 suspaudzia plokstuma tris
kartus, taigi intervalas 7 atvaizduojamas 1 I1; 12 suspaudzia plokituma, pasuka
60° kampu pries laikrodzio rodykle ir pastumia, kad Z pereity } Ip; panasiai
veikia ir atvaizdziai 1, q, jie perveda intervaly atitinkamai j I3, I;. Sujunge
vaizdus ¢;(Z) = I; = {p;(w) : w € I} gausime lauzte

K1 = ¢1(Z) U 02(Z) U p3(T) U 04(T),

sudaryty i8 keturiy daliy. Jungdami K; vaizdus, gautus pritaikius visus keturis
atvaizdzius, gausime lauzte K ir taip toliau:

I"-’n = ‘P‘i (I(n—l) U 9‘92("[{?!-—"] ) U (P3(I(n—1) U 304(1{11—1)-

14 brézinyje pavaizduotos lauztés Ky, Is. Didéjant n, lauztés I{,, artéja prie tam
tikros aibés, vadinamos Kocho* kreive. 4-ajame 8o zurnalo puslapyje rasite i§
triju Kocho kreivés artiniy sudaryta, snaige.

of T,
m%ﬁ,;g éw*?”” %

14 brézinys. Kocho kreivés artiniai

* Niels Fabian Helge von Koch, (1870-1924) - svedy matematikas.
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Atvaizdzius, naudotus Kocho kreivei sudaryti, galima uzrasyti analizigkai.
Tasky koordinates rasysime stulpeliu, tada tasky vaizdy koordinates galima

skaicinoti taip:
w1 _ 1 1 0 Wi
L'al wo - 3 0 1 Wwsa ’
w1 _ 1 1/2 —\/5/2 w1 i
P2 lwp ) T 3\V3/2 12 wy
P3lwy ) T3\ =v3/2 1/2. ) \w, ) T3
2
3

w(2) =5 (e W) ()

Jeigu naudotume §itaip apibréztus atvaizdzius

tai riboje vietoje Kocho kreives gautume Hilberto kreive. Atvaizdziai ¢y, @2,
3,4 atvaizduoja intervala Z | atkarpas OA, AB, BC, C'D; tasky koordinateés
yra tokios: O(0;0), A(0;0,5), B(0,5;0,5),C(1;0,5), D(1;0).

Suprantama, kad taikant §] atvaizdziy metods galima gauti ne tik ¢ia ap-
tartas, bet ir daugeli kity kreiviy ir aibiy. Is tiesy stovime prie fraktaly teorijos
slenkscio. Bet §jsyk jo neperzengsime. Taéiau nusiskinkime ka nors atminéiai.
Kad ir sita fraktaline Sakele:
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