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Beieskant absoliuto

Sis straipsnis yra itrauka is autoriaus paraSytos knygos ,,Begalybeés biografija“.

Autorius iesko rémeéjy, galinéiy padéti isleisti sia knyga.

Kas yra matematika?

Atsakyti j & klausimg néra taip paprasta, kaip gali atrodyti i$ pirmo #vil-
gsnio. Tiesa, galima pasakyti, kad matematika — tai aritmetika, geometrija,
analizé ir t.t. Deja, §is kelias néra patikimas — jis tik nuves mus j salj, savotigkai
paklaidindamas matematiniy discipliny ,,miske®. Juk taip ir lieka neaisku, ko-
dél, pavyzdZiui, aritmetika ar geometrija yra matematika. Tad klausimas, kas
yra matematika, nera toks jau paprastas. Ir jei net mes prie apvaliojo stalo suk-
viestuméme Zymiausius visy laiky pasaulio matematikus, nedaug ka laimétume-
me. Pitagoras sugedinty mus; kodél nezinome, i$ kur kiles Zodis ,,matematika®.
Juk graikiskai , mathematike nmathema®, | mathesis“ reiskia ,,7inojimas, pa-
zinimas“. O Platonui matematika tilpo 1 geometrijos rémus. Ar ne todél jis
virs savo Akademijos dury ir pakabino reikalavima: ,, Tenejzengie ¢ionai tas, kas
nemoka geometrijos.“ Su juo nesutikty ankstyvyjy viduramziy araby mokslinin-
kas, kuriam matematika - tai ,, al-gabr“, t.y. algebra. O matematinés analizes
kiiréjas G. Leibnicas matematika apibiidino kaip mokslg apie funkcijas.

Tad kad ir kaip biity keista, pats tiksliausias mokslas neturi tikslaus apibreé-
zimo. O gal tai ir gerai? Juk kiekvienas §is apibrézimas nusako ta matematikos
turinio dalj, kuri tuomet buvo aktualiausia ir labiausiai nagrinejama. Laikui be-
gant, matematikos turinys keitési, tad ir turétas apibréZimas pasirodydavo esas
per siauras. Pateikti galutinj matematikos apibrézimg, vadinasi, apgenéti gio
amzinai Zaliuojanéio ir kerojanéio mokslo medzio Sakas, 1§ anksto pasmerkiant jj
vienpusiskai augti. Bet vis délto turi biiti kazkas bendra, kas jungia aritmetika,
geometrijg, analize. Kas §is pamatas, ant kurio statomas matematikos rimas?

Nuo seno issiskyré dvi matematikos atsakos — aritmetika ir geometrija.
Pirmoji nagrinéjo skaiéius, antroji — figiiras. Skirtingai &a pasireikidavo ir be-
galybés idéja. Aritmetikoje ji buvo iklinyta natiraliyjy skai¢iy sekos begalybéje,
o geometrijoje — erdvés begalybéje ir, be to, galimybéje neapréztai dalyti figiira
1 dalis. Pirmasis, kuris nepanoro taikstytis, kad matematika susidéty is dviejy
skirtingy daliy, buvo Pitagoras. Paskelbes, kad ,skaicius yra visa ko esmé“, jis
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68 A. Baltriinas

mane sujungsigs aritmetikg ir geometrijg skaiciaus pagrindu. Deja, kaip Zino-
me, $ios pastangos buvo bevaisés. Jos tik atvéré duris pirmajai matematikos
pagrindy krizei ir jos isdavai — matematikos geometrizavimui. Nenuostabu —
nors diskretyjj dydj kur kas lengviau logiskai analizuoti, tolydumas geriau ap-
repiamas miisy intuicija. Tad Pitagoras pasieké visai priefingy rezultaty, negu
tikejosi. Kaip 18dava 18 ty laiky mes turime tokius pasakymus: skai¢iaus kvadra-
tas, skai¢iaus kubas ir pan. Po antikos civilizacijy zlugimo matematikos centras
persikele j araby $alis. Tac¢iau Zemés matavimas (toks pazodinis , geometrijos“
vertimas 1§ graiky kalbos) nelabai jaudino klajoklius arabus. Ar bereikia stebé-
tis, kad kaip tik ten suklestéjo algebra? Zaidima su figiromis uzmirsti taip pat
skatino 1§ indy perimta poziciné skai¢iavimo sistema, atvérusi neribotas gali-
mybes skaiiavimams. O po keliy s$imtmeéiy skai¢iavimas su raideémis jsigali ir
Europoje. Treciojo bei ketvirtojo laipsnio lygéiy i8sprendimas suteiké galimy-
be algebrai jaustis pilnaverte su aritmetika ir geometrija. Taip vietoje dviejy
matematikos saky atsiranda trys. Atrodo, sujungti jas jau beveik nebelieka
vil¢iy. Ir stai tuomet R. Dekartas tarsi skestantis griebiasi siaudo — jis pasitlo
tokj matematikos apibrézima: ,Kiekvienas, geriau pagalvojes, supras, kad ma-
tematikai priskiriami tik tie mokslai, kurie nagrinéja arba tvarka, arba mata,
ir visiskai nesvarbu, ar §is matas bus ieskomas skai¢iams, figiroms, Zvaigzdéms,
garsams ar kokiam nors kitam dalykui“. ' Deja, ir R. Dekarto pastangos susi-
lauké priesingy rezultaty — jo darby déka naujy jégy jgavo matematine analize.
Matematikos saky dar pagauséjo.

Todél galima jsivaizduoti matematiky dziaugsmg, kai XIX a. matema-
tiné analizé buvo pagrijsta. Sis dziaugsmas dar labiau sustipréjo, kai loginis
pagrindas buvo sukurtas ir realiyjy skai¢iy teorijai. Galbiit tuomet kai kuriy
matematiky Sirdyse ir suspurdéjo viltis — o ka, jel mes visa matematika imsime
ir aritmetizuosime. B. Paskaliui priklauso tokie zZodziai: Tout ce que passe la G-
eometrie nous passe (Visa, kas atsiduria uz geometrijos riby, atsiduria uz musy
supratimo riby). XIX a. matematikai § posakj perfrazavo taip: Tout ce quz pa-
sse UArithmetique nous passe (Visa, kas atsiduria uz aritmetikos riby, atsiduria
uz miisy supratimo riby). Kad §is posakis tikrai biity teisingas, atrode, reikéjo
visai nedaug — tik aritmetizuoti geometrija. Juk geometrija nuo seno matemati-
kams nekélé pasitikéjimo. Dar B. Bolcanas rasé: ,,Nepaken¢iamas gero metodo
pazeidimas yra tai, kad grynosios (arba bendrosios) matematikos (t.y. aritme-
tikos, algebros arba analizés) tiesas norima i§vesti 1§ samprotavimy, kurie pri-
klauso tik taikomajai (arba dalinei) jos sakai, biitent — geometrijai“. * Ir stai
tuomet, kai matematikams atrodé, kad iki jy i8svajoto tikslo tik ranka paduok,
atsitiko nenumatyta — buvo sukurtos neauklidinés geometrijos. Ilgus amzius
matematikai stengési jrodyti V Euklido postulatg. Taciau tik N. Lobacevskiui,
J. Bojajui ir K.F. Gausui § postulata pakeitus jam priesingu teiginiu, pavyko
atrasti kazkokios naujos geometrijos savybes. Geometrijos, kurios teiginiail nors
ir nesutapo su euklidinés geometrijos teiginiais, buvo patikimi, nes jy jrodymai

1 Dekartas R. Rinktiniai rastai. Vilnius: Mintis. 1978. P. 35.
2 Koasman D. Bepuapn Boabnano. M.: Maa. AH CCCP, 1955. C. 171.
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Beieskant absoliuto 69

buvo nepriekaistingi ir niekuomet nekildavo priestaravimy. Sia geometrija imta
vadinti neeuklidine. Taip vietoje vienos teisinga laikytos geometrijos atsirado
daug ne kg maziau teisingy geometrijy. Tadiau kaip suprasti 5] teisinguma? Juk
tas pats objektas jvairiose geometrijose gali biiti apibidinamas skirtingomis sa-
vybémis. Ir &a zodj taré Zymus vokieéiy matematikas B. Rymanas (1826-1866):
savo paskaitoje 1854 m., isspausdintoje 1868 m., jis jtikina dauguma matema-
tiky, kad neeuklidiné geometrija gali biti fizikinio pasaulio geometrija ir bet
kokie aprioriniai teiginiai apie tai, kokia geometrija yra teisinga, neturi pagrin-
do. Kartu buvo sugriautas jsitikinimas, kad euklidiné geometrija — tai realaus
pasaulio geometrija. O dar véliau buvo jrodyta, kad jei euklidiné geometri-
ja yra nepriestaringa (.y. joje negalima iSvesti vienas kitam priestaraujanéiy
telginiy), tai ir neeuklidiné geometrija yra neprieftaringa. Atsiradus neeuklidi-
néms geometrijoms, pakito matematinés tiesos samprata. Jei ankséiau teisingu
buvo laikomas toks teiginys, kuris nepriestaraudavo musy patyrimui, tai dabar
teisingu imta laikyti tokj teiginj, kuris buvo nepriestaringas. Tad 1904 m. zy-
mus matematikas A. Prinsheimas (1850-1914) turéjo teise pasakyti, kad tiesa,
kurios paieskomis uzsiima matematika, — tai tik nepriestaringumas. Pakito ir
visos matematikos pobfidis. Tapo aisku, kad matematika tarsi du Atlantai laiko
aksiomos ir logika. Ir visa matematiné teorija yra hierarchiné sistema, kuri bai-
glasi pirminiais teiginiais — aksiomomis, kuriy jrodinéti jau nereikia. Aksioma
— tal teorema, turinti alibi. Aksiomos yra cementas, kuris sujungia j vieng vi-
sumg pagrindinius matematikos objektus, sudarydamas ta pagrinda, ant kurio
1§ teoremy kuriama matematiné teorija. Negana to, aksiomos ir apibrézia tuos
pagrindinius matematikos objektus.

Matematika tarsi suskilo j daugelj autonominiy matematiniy teorijy su sa-
vomis aksiomy sistemomis. Jas vienijo logika — tie irodinéjimo metodai, kuriais
btdavo gaunami rezultatai. Todél daugelio besistengianéiy surasti matematikos
pamata akys nukrypo j logika. Juoba kad 1854 m. atsitiko ivykis, kuris jiems
sukele daug viléiy. Tais metais pasirodé D#. Bulio veikalas »Mastymo désniy
tyrimas*, kuriame savamokslis matematikas provincialaus Kvinz koledzo Korke
(Airija) profesorius Dz. Bulis (1815-1864) pabandé formalizuoti logiky. Tiesa,
Dz. Bulis nebuvo pirmas, kuris noréjo jsprausti miisy mastyma ] matematinio
skai¢iavimo rémus. Pries ji buvo R. Dekartas, siekes isplésti logika iki universa-
laus mokslo apie mastyma, bei G. Leibnicas, svajojes surasti universalig mokslo
kalbg (characteristica universalis). Tadiau tik Dz. Buliui pasiseké algebrizuoti
silogistika ir sukurti teiginiy skai¢iavima — vieng 1§ pagrindiniy matematinés
logikos 8aky. Jei ankséiau logika buvo kaip ir virs matematikos, tai Dz. Bulio,
A. de Morgano, C.S. Pirso, G. Freges darby déka logika pasidaré kaip ir ma-
tematikos dalis - ji tapo formalizuota bei aksiomatizuota. Gal todél 1903 m.
B. Raselas savo ,Matematikos principuose® ir pastebi, kad ,,tas faktas, jog visa
matematika yra ne kas kita kaip simboliné logika, — did#iausias milsy amZiaus
atradimas“. Matematikos pamato imta ieskoti logikoje. Ir jis buvo rastas — tai
aibés savoka.
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70 A. Baltrunas
Kiek yra begalybiy?

Apie daug kg gincydavosi tarpusavyje Pitagoras ir Zenonas, Platonas ir
Aristotelis. Tagiau vienu klausimu jie sutardavo — skaiéiy apibrézdavo kaip ,,kie-
kybe, susidedanéig i5 vienety“, t.y. tam tikra vienety visuma (vienetas antikos
graiky nebuvo laikomas skai¢iumi). Bet kodél tuomet aibé pasidaro madinga tik
XIX a.? Kodél iki to laiko matematikai issiversdavo be $ios savokos? Surasti
atsakyma néra labai sunku: tie, kurie anks¢iau nezinojo aibiy, buvo panasis j
pong Zurdeng i§ Moljero pjesés, kuris nugyveno visa amziy nezinodamas, kad
kalba proza. Matematikai ne kartg iki tol pasitelkdavo aibes, vis uzmirsdami
pavadinti jas vardu.

Kas yra aibé? Gal ir nuvilsiu jus sakydamas, kad nepateiksiu tikslaus ir
griezto aibes apibrézimo. O ar galima kitaip? Juk ZodZiu ,aibé“ pazymimas
bet koks rinkinys daikty, simboliy, sagvoky ar Zodziy, kurie yra kazkokiu biidu i3
visos daikty sankaupos isvardijami ar apibréziami. Ir misy visai nedomina sy
aibeés elementy prigimtis. Gal todél V. Ostvaldas, kadaise buves ir Rygos po-
litechnikos instituto profesoriumi, knygoje ,,Gamtos filosofija“, pavartojes zodj
»aibe®, skuba paaiskinti: ,,Prasau su §iuo ZodZiu nesieti nieko ypatingo. Jeigu
jus kada nors dalyvavote motinai kraustant savo desimtmeéio stinaus kisenes,
tikriausiai suprasite, kg a$ turéjau omenyje“. Ragytojo Marko Tveno knygos
herojus Tomas Sojeris ,,turéjo dvylika marmuriniy rutuliuky, &vilpyne, mélyng
butelio suke, pro kurig jdomu zitreti, patranks, padirbtg i§ siiily rites, rakta,
kuris nieko nerakino, gabalélj kreidos, stiklinj butelio kamstj, §vininj kareiveél],
keleta buozgalviy, 3esias kapsules, vienaak] kac¢iuka, varine dury rankena, $uns
antkaklj (tik $uns nebuvo), peilio kriaunas, keturias apelsino Zieveles ir senus
suliizusius lango rémus“. Sie jvairiis daiktai, sudarantys Tomo Sojerio daikty
aibe, ir yra $ios aibés elementai. Stai kodél vokietiy matematikas G. Kantoras
(1845-1918) rase: ,Daugdara, arba aibe, a§ suprantu kaip kazkokia daugybe,
kurig galima mastyti kaip visuma“. Kaip matyti, aibés savoka yra talpi. Gal
todel ji ir buvo pasirinkta matematikos pamatu. Bet kad ji tapty tuo pamatu,
dar reikéjo sukurti aibiy teorija. Sio uzdavinio ir émési G. Kantoras.

Is apibrézimo matyti, kad aibé gali buti sudaryta i jvairiausiy elementy,
kurie susijungdami ir apibrézia visuma, issiskirian¢ia konkreéiomis savybeémis.
Kokios tos savybés, galime suprasti, ivardije (kaip Tomo Sojerio atveju) visus
aibés elementus. Taciau §ig visuma galime nusakyti ir apibrézdami aibe. Ki-
taip tariant, aibe nusakysime, jei bus Zinoma savybe, pagal kurig jeinantys ] ja
elementai skirsis nuo nejeinanéiy. Juoba kad G. Kantoras, pratesdamas savo
aibés apibréZima, pazymi, kad tai ,bet koks apibrézty elementy kiekis, kuris
gali biiti sujungtas j viena visuma kazkokiu désniu“. Pavyzdziui, sakydami,
kad A yra pirminiy skaiiy aibe, tvirtiname, kad kiekvienas A elementas yra
toks nattiralusis skaiéius, kuris turi tik du daliklius: vieneta ir patj save.

Taéiau daugelis nustebs — juk dar Euklidas jrodé, kad pirminiy skaiciy
yra be galo daug. Vadinasi, aibé A yra ,begalybé visumoje“, kitaip tariant,
ji ikiinija aktualigja begalybe. Aibés apibrézimas éia niekuo detas — juk jame
nenurodyta, kad aibé turi biiti baigtiné. Tad apibrézimas leidzia egzistuoti be-

eoo tw 00



Beieskant absoliuto 71

galinéms aibéms. Tadiau ar tai galima — juk dar nuo matematikos atsiradimo
¢ia buvo jsigaléjusi horror infiniti (begalybés baimé). Matematikai aktualiosios
begalybés stengdavosi isvengti, kaip kad vengiama nemalonumy. Ir tam juk bu-
vo priezastis — dél ju kaltés ir kilo pirmosios dvi matematikos pagrindy krizes.
Ar ne todél 1831 m. matematikos karalius K.F. Gausas rage: , Matematiko-
je begalinio dydzio niekada negalima panaudoti kaip kazko uzbaigto; begalybe
~ tal tik fagon de parle (iSraiskos maniera — A. B.), reiskianti riba, prie ku-
rios artéja vieni dydziai, kai kiti be galo mazéja.“ Nenuostabu, kad ilga laika
G. Kantoras buvo nesuprastas. 1883 m. jis su kartéliu rage: »AS atsidiriau
savotiskoje opozicijoje visy paZiliroms j matematine begalybe.*“ Todél daznai,
norédamas atsikirsti savo kritikams, jis buvo priverstas pasitelkti metafizinius
ir net teologinius argumentus. Tadiau pagrindinis jo argumentas aktualiosios
begalybés naudai buvo tai, kad potencialioji begalybe tikrovéje gali bati ima-
ma tik aktualiosios begalybés bazéje. Nebiity aktualiosios begalybes — isnykty
ir potencialioji begalybé. Antai déstydamas degimtaine trupmena iracionalyjj
skai¢iy v/2, niekas nepapriestaraus, kad toks skleidinys yra aktualioji begalybeé,
nes visi turés omenyje, kad /2 yra baigtinis. O juk, kaip raso sovietinis filoso-
fas A. Karminas, begaline aibe nusakant tam tikru désniu nhegalybé tampa jau
ne kaip neapréztai didéjantis procesas, o kaip stabilus darinys, t.y. pagal savo
btities charakterj jis nesiskiria nuo baigtinio, nors kokybigkai ir skiriasi nuo jo
savo struktiira bei kitomis savybémis.* 2

Be to, neuzmirskime, kad XIX a. septintame desimtmetyje, kai G. Kan-
toras emé kurti begaliniy aibiy teorija, § $aka buvo matematikos periferijoje.
Tad galima jsivaizduoti daugelio matematiky sutrikima, kai buvo suzinota, kad
Jis iskeleé, atrodyty, sau nejveikiamus uzdavinius: pirma, apibendrinti filosofinj
begalybés sgvokos turinj; antra, surasti matematiniy priemoniy $iai sgvokai a-
pibrezti. Tiesa, G. Kantoras éjo pramintu taku — jis turejo pirmtaky. Vienas
Ju buvo Zymus éeky matematikas ir filosofas B. Bolcanas (1781-1848). Jau po
mirties (1851 m.) pasirodziusiame savo veikale »Begalybeés paradoksai® B. Bol-
canas pastebi, kad begalybés, aibeés, skai¢iaus savokos igreigkia vidines dalyko
savybes ir nepriklauso nuo miisy pazintiniy sugebejimy. Todeél jis pazymi, kad
nesugebéjimas magstyti vienu metu begaline aibe dar nereizkia jos negaléjimo
egzistuoti. Lyg patvirtindamas &ia isvada, jis jrodo begalinés tiesy aibés eg-
zistencija. B. Bolcanas nesutinka su G. Hegeliu, kuriam begalybe — tai tik
kokybiné begalybé. Pasak B. Bolcano, kiekybiné ir kokybiné begalybés pasi-
reiskia vienybéje. O jei taip, galimos jvairios aktualiyjy begalybiy gradacijos.
Praturtindamas filosofinj aktualiosios begalybés turinj, kartu jis atvéré duris
matematiniam jy tyrimui. Todél jj, kaip aibiy teorijos pirmtaksa, labai aukstal
vertino G. Kantoras: ,Bet ryztinga gynéja tiesioginé begalybé *... rado vie-
name protingiausiy misy amziaus filosofy ir matematiky — Bernarde Bolcane,
kuris i§plétojo savo pazifiras puikiame ir turiningame veikale ,,Paradoxien des
Unendlichen*, isleistame Leipzige 1851 m., turédamas tiksla parodyti, kad prie-

3 Kapmun A.C. lloznanue Geckoneunoro. M.: Muicas, 1981. C. 104,

1 Tiesiogine begalybe G. Kantoras i& pradziy vadino aktualiaja begalybe.
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72 A. Baltrinas

staravimai, kuriuos begalybéje atranda skeptikai bei visy am#iy peripatetikai,
yra visai ne joje...“. 5

G. Kantoro uzdavinys buvo daug sunkesnis — pateikti matematinj apara-
ta, tinkantj nusakyti aktualiai begalines aibes. O tam prireiké surasti kriterijy
kiekybiskai palyginti aktualigsias begalybes. Kitaip tariant, surasti biidg joms
nsuskaiciuoti“. Bet kaip tai padaryti? Juk iki begalybés mes nesuskai¢iuosime.
Pasirodo, kad ir nereikia skai¢iuoti. Jel norime suZinoti, pavyzdziui, kiek Zmo-
niy yra patalpoje, turime juos skaiéiuoti — niekur nesidési. Taéiau jei norime
zinoti, ko ten daugiau — vyry ar motery, skai¢iuoti nebiitina. Pakanka jiems
pasiulyti pasokti. Jei visi Soks, vadinasi vyry ir motery aibés yra lygios. Jei liks
nesokanciy motery, vadinasi, vyry yra maziau, o jei atvirksciai, tal maziau bus
motery. Panasiai galima pasielgti ir su begalinemis aibémis. Tarkime, turime
palyginti natfiraliyjy skaiéiy ir natiiraliyjy skaiciy kvadraty aibes. Zinome, kad
nataraliyjy skaiéiy kvadraty aibe yra dalis natiraliyjy skaiéiy aibes, t.y. yra jos
poaibis. Be to, pirmajame §imte nattraliyjy skaiéiy yra 10 jy kvadraty (t.y. de-
Simtadalis), pirmajame milijone natfiraliyjy skaiéiy yra 1000 nataraliyjy skaiciy
kvadraty (t.y. jau tikstantoji dalis) ir t.t. Perzitirint naturaliyju skaiéiy eile,
natiraliyjy skaic¢iy kvadraty dalis visglaik mazes. ,,Sveikas protas“ sitilo pada-
ryti ivady, kad nattraliyjy skaiéiy kvadraty aibé yra nepalyginamai mazesneé
uz naturaliyjy skaiciy aibe. Taciau ar tikrai taip yra? Ne. Tokia buvo dar
G. Galiléjaus isvada. Nattraliyjy skaic¢iy kvadraty yra tiek pat kiek ir paéiy na-
tiraliyju skai¢iy“. Ir stai jo samprotavimai: ,Jeigu a§ paklausiu jusy, kiek yra
kvadraty, tai galima atsakyti, kad juy yra tiek, kiek egzistuoja sakny, kadangi
kiekvienas kvadratas turi savo Saknj ir kiekviena $aknis savo kvadrata... Taciau
jei a8 toliau paklausiu, kiek yra Sakny, tai jis neneigsite, kad juy yra tiek, kiek
apskritai yra skai¢iy, nes néra né vieno skai¢iaus, kuris negalety biiti kazkokio
kvadrato saknimi; nustaéius tai, tenka pripazinti, kad kvadraty yra tiek pat,
kiek i5 viso yra skai¢iy...“ ¢ Kaip matome, G. Galiléjus ima ir sutapatina Siy
aibiy elementus taip:

1,2,3,...,n,...

I I,

Aisku, kad kiekvienam natiiraliyjy skaiéiy aibés elementui n galima priskirti
viena ir tiktai vieng natiiraliyjy skai¢iy kvadraty aibés elementa n? ir atvirks-
#iai. Tad nattraliujy skaiciy ir natiiraliyjy skaiéiy kvadraty aibés turés po lygiai
elementy.

Sia isvada G. Galiléjus suvokia kaip paradoksa. Ir ieitj i§ jo jis suranda
tares, kad ,lygybeés, taip pat didesnio ir mazesnio dydziy savybes negalioja ten,
kur turime begalybes, ir jos pritaikomos tik baigtinéms kiekybéms®. 7 Ta-
#au G. Galiléjus nebuvo pirmas, atrades tokj paradoksg. Dar T. Bradvardinas

5  Kawmop I Tpyast no Teopun muoxects. M.: Hayka, 1985. C. 77.
6 anpuaet I Us6paunusie Tpyast. M.: ®usmarrus, 1964, T. 2. C. 141.
7 Ten pat. P. 143.
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(12907-1349) veikale, parasytame 13281335 m., kritikuodamas infinitine-ato-
misting kontinuumo samprata, nurodo abipusiskai vienareikime atitikti tarp
dviejy nelygiy atkarpy tasky. Iities begalybés sagvoka sujauké visas ankséiau
matematikoje jprastomis laikytas pazifiras. Jei ligi tol niekas ir neisdrisdavo
suabejoti, kad visuma yra daugiau uz dalj, tai &ie paradoksai parode, jog bega-
lybei netinka $ios baigtinéms aibéms nustatytos savybeés. Juk begalinés aibeés
dalis (natiraliyjy skai¢iy kvadraty aibé) turés tick pat nariy kaip ir buvusi aibé
(t.y. natfiraliyjy skaiciy aibé). Taciau tik B. Bolcanas pirmasis §iuose paradok-
suose JZvelgé ne priestaravimus, o naujo metodo begalinéms aibéms tirti uzuo-
mazgas. Kaip pastebi A. Koire: ,,Jis kartu parodé vadinamuyjy priestaravimy
grynai iliuzing prigimtj, ivesdamas ekvivalentumo savoka, kuri begalybés atveju
atitinka lygybés sgvoka, galiojanéia baigtiniams skai¢iams ir sumoms. “ 3 Todél ir
G. Kantoras perémé sia vaisingg abipusiskai vienareiksmeés atitikties, arba, kaip
Ja vadina B. Bolcanas, ekvivalentumo idéja. Jis net begaline aibe apibrézé kaip
tokig aibe, kuriai galima surasti abipusigkai vienareikime atitiktj tarp kazkokio
jos tiesioginio (t.y. nelygaus padiai aibei) poaibio. Tad G. Kantoras vietoje to,
kad skai¢iuoty begalines aibes, jas lygina su kazkokiomis etaloninémis aibémis.
A. Koire pazymi: ,,Ekvivalentumas neaprepia savyje lygybés: pirmasis santykis
galioja begalybés atveju, antrasis, — atvirkséiai, tik baigtinumo atveju.” ? Juk
pirmuoju atveju tiek vienas angstremas, tiek vienas §viesmetis turi po lygiai
tasky, t.y. tarp 8y atkarpy galima abipusiskai vienareikimé atitiktis. Taciau
Jei begalinés aibés ekvivalenéios savo poaibiui, tai ar nepasirodys, kad Jos visos
yra ekvivalenéios? Ir apskritai kas gali biiti Siomis etaloninémis aibémis?

Ir &ia G. Kantorui labai pasiseké. Dar pries pradédamas plétoti aibiy teori-
Ja, 1874 m. jis buvo jrodes, kad tarp realiyjy skaiciy ir nataraliyjy skaiéiy aibiy
negalima nustatyti abipusiskai vienareiksmes atitikties. Kitaip tariant, kad tu-
rime dvi begalines aibes — dvi skirtingas aktualiagsias begalybes. Tad pirmosios
etalonines aibés gali biti natiiraliyjy skaiciy aibeé, kuriag G. Kantoras pavadino
suskai¢iuojama (nes jos elementus galima sunumeruoti natiraliaisiais skaiéiais),
ir realiyjy skai¢iy aibé, pavadinta kontinuumu. O kokia yra kita etaloniné aibé?
Is pradziy G. Kantoras, zinodamas, kad etaloniné aibé yra vienmatis kontinuu-
mas, kita etalonine aibe laike dvimatj kontinuuma, t.y. plokétumos tasky aibe.
Istisus trejus metus — nuo 1874 m. iki 1877 m. Jis stengesi jrodyti, kad negalima
abipusigkai vienareikmeé atitiktis tarp atkarpos tasky ir kvadrato tagky aibiy.
Kankinamai sunkios paieskos ilgai liko bergzdZios. Ir $tai visai netikétai Jis gavo
priedings rezultata: kvadrato ir atkarpos tasky aibés yra ekvivalen&ios. Sukre-
stas savo atradimo, 1877 m. birzelio 29 d. G. Kantoras rasé¢ R. Dedekindui: Je
le vois, mais je ne le crois pas (A8 matau tai, bet negaliu tuo patikeéti.)

Isties atradus tokj rezultata, tikrai galima nejaukiai pasijusti. Jei tarp a-
tkarpos ir kvadrato tasky galima abipusigkai vienareikimeé atitiktis, tai kartu
pakertamas dimensijos savokos, uzimancios matematikoje svarbia vieta, vaid-
muo. Stai kodél G. Kantoras 1877 m. birzelio 25 d. laiske R. Dedekindui

8 Koiipe A. Capru ucTopun punocoferoit muicau. Mocksa: [Iporpece, 1985. C. 42,

®  Ten pat.
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paraso $iuos zodzius (beje, labal papiktinusius pastargj}): ,,Skirtumo tarp dvie-
ju skirtingy matavimy dariniy tikriausiai reikia ieskoti kitoje priezastyje, negu
kad nepriklausomy koordinaéiy, laikomy charakteristikomis, skaiéiuje.* 1 Ma-
tematikai sunerimo. Isties §i abipusiskai vienareiksmeé atitiktis tarp atkarpos ir
kvadrato tasky yra funkcija, taskui x priskirianti reikéme f(z). Ir, be to, tokios
funkcijos kreivé eina per visus kvadrato taskus, t.y. uzpildo visg kvadratg. Tie-
sa, daugelis skaitytojy gali nustebti — ar ne per daug drgsu pavadinti kvadrata
linija. Taéiau jau 1890 m. italy matematikui Dz. Peanui (1858-1932) pasiscke
sukonstruoti tokia funkcija. Bet ji nebuvo tolydi. Tiesa, Dz. Peanui pasiseke
pateikti kita pavyzdi, kur atitiktis tarp atkarpos ir kvadrato tasky tolydi, bet
jau ne abipusiskai vienareik§meé — funkcijos kreiveé per vieng ir ta patj kvadrato
taska éjo kelis kartus. Pasirodé, kad atitiktis tarp atkarpos ir kvadrato tasky
negali vienu metu biiti abipusiskai vienareiksme ir tolydi. Tad dimensijos sa-
voka galéjo triumfuoti — jai buvo sugrazinta ankstesné jos reiksme (tiesa, jos
supratimas pasidaré ne toks naivus, kaip buvo ankséiau). Taip matematine
forma buvo jtvirtintas toks ,jakivaizdus® faktas, kad jvairiy matavimo objekty
tasky begalinés aibés yra kokybiskai skirtingos. O argi gali bati kitaip? Juk
miisy intuicija snabzda, kad plokstumos taskas turi daugiau kaimyniniy tasky
negu atkarpos taskas. Ne veltui pranciizy logikas L. Kutitira (1868-1914) rase,
kad ,erdvé — tai ne paprastas darinys, o iSdéstytas darinys...“. Tad pasirode,
kad begaliniy aibiy elementy iSsidéstymas turi kur kas svarbesne reikdme negu
baigtiniy aibiy.

10 Kawmop I Tpynel mo Teopun muoxects. M.: Hayxa, 1985. C. 344.
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