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Rimvydas Krasauskas

(Geometrinis dizainas —
nauja matematikos

taikymuy sritis

Siuolaikiné informaciniy technologijy revoliucija atveria naujas matematikos
taikymy galimybes. Cia mes trumpai pristatysime kompiuterinj geometrinj
dizaing (modeliavima, projektavima). Plagiai vartojamas angliskas pavadi-
nimas — Computer Aided Geometric Design (CAGD). Tai nauja, sparéiai
pléetojama informatikos ir geometrijos paribio sritis. Geometrinis dizainas
kompiuterinémis priemonémis tiria kreiviy ir paviriy aproksimacijas ir repre-
zentacijas. Naujausi rezultatai jgyvendinami greitai tobuléjanéiais programy
paketais. Taikymy spektras platus — nuo automobiliy ir lektuvy projektavimo
iki fizinés geografijos Zemelapiy.

Istorija ir pagrindinés koncepcijos

Pries kompiuteriy erg projektavimo uzdaviniai buvo sprendziami pasitel-
kus braizomaja geometrija ir gipsinius (ar medinius) modelius. 50-aisiais me-
tais paplito programuojamos staklés, kurios frezavimo instrukcijas automatiskai
vykdo pagal komandas, surasytas kompiuterinéje programoje. Visiskai naujoms
galimybéms panaudoti, reikia turéti modeliuojamo pavirgiaus aprasyma kom-
piuterine forma. Iskilo poreikis rasti kuo paprastesnj matematin] model;j , laisvos
formos® kreivéms ir pavirsiams. Daugeliu atvejy klasikines geometrijos metody
nepakako. Atsirado naujos kreiviy ir pavirsiy konstrukcijos specialiai skirtos
tam, kad jomis galima biity kuo lengviau manipuliuoti.

Geometrinio dizaino pradzia galima laikyti ta momentg, kai nuo tiesiniy (ir
dalimis tiesiniy) konstrukeijy buvo pereita prie polinominiy ir splaininiy struk-
tary. Bezje kreives pirmasis pradéjo vartoti P. de Kastelzo (P. de Cuasteljau)
» Citroén® firmoje apie 1959 m. Deja, jo darbai buvo jslaptinti, véliau 1962 m.
firmoje ,, Renault“ P. Bezje (P. Bézier) sukurta projektavimo sistema UNISURF
buvo placiai apragyta jvairiose publikacijose. Dél to sioms kreivems, taip pat ir
panasios konstrukeijos pavirsiams prigijo Bezje vardas.

Bezje kreivé — tai polinomiskai parametrizuotos kreives lankas, uzrasytas
Bernsteino polinomy BF(t) bazéje:

w(t) = bgBR(t) + by BP(t) + - + b B (2),

eee v (Ww @00



6 R. Krasauskas
T

1

B0 = ()@ -0t

cia: ¢ € [0, 1] yra lokalus parametras, o by, by,. .., b, — vadinamieji kontroliniai
tagkai plokstumoje arba erdvéje. Kai n = 1, gauname papraséiausia tiesés at-
karpa; kai n = 2 - tai parabolés lankas; kai n = 3 — tai kubine Bezje kreive,
dazniausiai pasitaikanti praktikoje.

A

1 pav.

Kaip matome, lauzte, jungianti kontrolinius taskus, apytiksliai parodo kreiveés
forma. Nesunku patikrinti, kad:

e by ir b, yra galiniai kreives taskai;

o liestinés galiniuose taskuose by ir b, turi atkarpy bob; ir bp_q0, kryptis;

o visa kreive guli kontroliniy tasky by, by,..., b, iskilame apvalke.

Taskas x(ty) ant Bezje kreivés gali biiti apskaic¢iuotas naudojant de Kastelzo

algoritmg, kuris susiveda j rekurentinj tiesinj interpoliavima. Kubinés kreives
atvejis pavaizduotas 2 pav.

2 pav.

Cia kiekviena atkarpg b; —1bip1,x—1 taskas b;; dalija santykiu ¢ : (1 —4p), o
paskutinis tagkas bgz — tai ieskomoji reiksmeé z(ty). Pasirodo, kad tarpiniuose
skai¢iavimuose gauti tagkai turi svarbig informacija. Pavyzdziui, taskai by, b1,
bo2 1r bps yra Bezje kreives lanko, atitinkanéio parametra ¢,0 < ¢ < tg, kont-
roliniai taskai. Tokiu biidu galima paprastai ir greital rasti bet kokia kreivés
dalj.

Norint gauti pakankamai sudeétingas formas, kurias po to galima bty loka-
liai keisti, polinominiy konstrukeijy neuztenka. Cia buvo rasta iseitis naudojant
splainus — dalimis polinomines pakankamai glodzias funkcijas. I. Sionbergas
(I. J. Schoenberg) jau apie 1946 m. atrado patogia splainy erdves baze vadi-
namuosius B-splainus. C. de Biuras (C. de Boor) dirbdamas ,,General Motors“
kompanijoje, 1972 m. pritaike splainus kreivéems modeliuoti. Gordonas ir Rie-
senfeldas 1974 m. parodé, kad Bezje kreives yra tik atskiras naujos teorijos
atvejis.
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Normalizuoti B-splainai N*(u) yra n-ojo laipsnio polinomai kiekviename
intervale (u;, uit1), 0 ,mazgy® taskuose - -+ < ug < uy < ug--- - tai (n—1) kar-
ty tolydziai diferencijuojamos funkecijos. B-splaininés kreivés formule gausime,
jeigu Bezje kreivés formuléje pakeisime Bernsteino polinomus normalizuotais

B-splainais N (u):
s(u) = Z d; N[ (u).

Kontroliniai tagkai d; ¢ia vadinami de Biiro taskais. Faktiskai gauname teorija,
kuri labai panasi j Bezje kreiviy teorija. Yra tik vienas esminis skirtumas: lo-
kalios kontrolés savybé. Kei¢iant vieng de Biiro taska, keivé keiciasi tik lokaliai
(lanke nuo s(u;) iki s(wipnt1)).

B-splainy pritaikymas sukélé tikrg kreiviy ir pavirsiy modeliavimo revo-
liucijg. Tai leido matematiskai aprasyti pavirsius, kuriy aprasymas senoviskais
metodais yra praktiskai nejmanomas. Pavyzdziui, 30-50 tikst. tagky apimties
geometrinial duomenys pasidaré jprasti. R. Saraga i§ ,,General Motors“ tyri-
my grupes tvirtina, kad B-splainy vaidmuo geometriniame dizaine analogiskas
vidaus degimo varikliy reikémei automobiliams.

Svarby geometrinio dizaino istorijos etapa gerai iliustruoja ,, Boeing* firmos
projektavimo sistemy evoliucija. Nuo 1945 m. léktuvy fiuzeliazams modeliuoti
buvo naudojamos konikés (2-osios eilés kreivés). Po to, 60-aisiais metais va-
dovaujant J. Fergiusonui (J. C. Ferguson) buvo pradétos jsisavinti splainineés
technologijos. Deja, §ie du metodai pasirodé sunkiai suderinami. I§ visy koni-
kiy tik parabolés turi polinomines parametrizacijas, o jau apskritimas gali buti
parametrizuotas tik racionaliomis funkecijomis (t.y. polinomy santykiais). Atsi-
radus uzsakovams S. Kunsas ( S. A. Coons) (i3 MIT) 1967 m. ,racionalizavo®
Bezje kreiviy, o véliau ir B-splainy teorija. Naujieji splainai buvo pavadinti
NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines). Isoriskai visa teorija mazai pakito:
tik kontroliniai tagkai b; buvo pakeisti taskais su svoriais (bi,w;), w; > 0. Is 3
pav. matome, kaip keic¢iasi 2-ojo laipsnio Bezje kreivé kei¢iant vidurinio tagko
(b1, w) svorj w: kai w = 1, turime parabole, kai w > 1 — hiperbole, kai w < 1 —
elipse.

(b0.1) o b (b2.1)

3 pav.

Visa tai, kas pasakyta apie kreives, turi savo analogus pavirgiy atveju.
Daugelj siu konstrukeijy galima sutikti jau de Kastelzo darbuose. Pavaizduoty
(2,3) laipsnio tenzorinés sandaugos pavirsiy matome 4 pav.
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4 pav.

Cia taskai {bi;},i=0,...,3, 1 = 0,1,2, sudaro tinkla, kuris visiskai kontro-
liuoja pavirsiy. Pavirsiaus krastas susideda i5 Bezje kreiviy. Pavyzdziui, dvi
artimiausios krastinés kreives turi kontrolinius taskus atitinkamai boo, bo1, oo
ir bz, b12, baa, b3z. Analogiskai konstruojami pavirsiniai B-splainai. Suteikdami
de Biiro taskams svorius gausime pavirsinius NURBS, kuriais galima tiksliai
reprezentuoti visus racionaliuosius pavirsius.

Geometrinio dizaino arsenale NURBS uzima vieng i§ centriniy vietuy. Jy
vertingos savybés (lokali kontrolé, rekursyvus reikémiy skai¢iavimas ir smulki-
nimas, unifikuojanti reiksme) gerokai persveria ju igimta sudétinguma. Nors
dabartiniu metu NURBS de facto jsigaléjo daugelyje programiniy sistemuy (Au-
toCAD, PHIGS+, grafikos standarte OpenGL ir t.t.), teorinis NURBS tyri-
néjimas faktiskai dar tik prasidéjo. Randami ne tik nauji rysiai su klasikine
geometrija, bet gaunami ir visal netikéti geometriniai rezultatai.

Nauji atradimai

Kaip pavyzd] panagrinésime ofsety racionalumo problema, kuri atsiranda
sprendziant uzdavinj, kaip frezuoti tam tikrg pavirsiy programuojamomis stak-
lems.

Tegu plokstumoje yra glodi keive. I§ kiekvieno jos tasko iskelkime fiksuo-
to ilgio statmeni. Gausime naujg kreive, kuri yra vadinama pirmosios kreives
ofsetu (zr. 5 pav.).

O pav.
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Jeigu 81 kreive turi polinomine (arba racionalia) parametrizacija c(t) =
= (c1(t), c2(t)), tal galima apskaic¢iuoti jos ofseta (atstumu d)

1

ca(t) =c(t) +d-n(t), n(t)= Ver(t)? + ca(t)? I

Kadangi normalé n(t) retai yra racionali funkcija, tai ir parametrizacija cq(t)
dazniausiai yra neracionali. Tie atvejai, kai ofsetai yra racionaliis, yra ypaé svar-
bis. Juk tada ofsetas reprezentuojamas Bezje racionaliomis kreivéemis. Tiesés
ofsetas yra su ja lygiagreti tiesé, apskritimo — koncentrinis apskritimas. Bet ¢ia
paprasti pavyzdzial baigiasi. Jau elipsés ofsetas yra neracionali kreive. Kele-
rius metus buvo tyrinéjamos 3-ojo, 4-0jo ir 5-ojo laipsnio polinomines kreivés su
racionaliais ofsetais. Staiga — sensacija: parabolés ofsetai yra racionaliis!

Kinas Vei Liu ( We: L) 1993 m. atrado tokia 6-ojo laipsnio parabolés ra-
cionalig parametrizacija c(t), kurios ofsetas cq4(t) yra racionalus. Pateikiame
formules, kad skaitytojas pats galéty tuo jsitikinti:

_ t' +16dt* — 256dt — 256

B 16(t% +16)t ’

t® — 16t1 — 2048dt® — 256¢% + 4096
256(#2 + 16)t2 '

ci(t)

Cg(t) =

Tiesa, veliau paaiskéjo, kad tai senas V. Blaskes ( W. Blaschke) 1910 m. rezul-
tatas.

Dabar pereisime prie pavirsiy. Ju ofsetai apibréziami analogiskai: 1§ kiek-
vieno pavirsiaus tasko iskeliamas fiksuoto ilgio statmuo &iam pavirsiui. Ploks-
tumos, cilindro, kiigio, sferos ir toro ofsetai yra to paties tipo racionaliis pa-
virSial. Dar yra visa klasé racionaliy treciojo ir ketvirtojo laipsnio pavirsiu,
vadinamy Dupino ciklidémis. Dvi jy rusys (ziediné ir dviragé) parodytos 6 pav.

6 pav.

Ciklidés sudarytos 1§ apskritimy, ir juy ofsetai yra taip pat ciklidés. Jos nau-
dojamos modeliuojant glodzius jvairiy rusiy natiiraliy kvadrikiy, t.y. cilindry,
ktigiy ir sfery, jungimus.
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T pav.

Ir stai 1995 m. Vei Liu vél nustebino publika: antrojo laipsnio pavirsiai
— hiperboloidai, paraboloidai ir elipsoidai — turi racionalius ofsetus!

Si karta (1996 m. duomenimis) tai tikrai naujas ir netikétas rezultatas. Juk
elipsiy ir hiperboliy ofsetai néra racionalios kreivés.

Baigdami paminésime dar vieng nuostaby rezultats. Kiekviename erdvi-
nes kreives taske nubrézkime jai statmena plokstuma, o joje — fiksuoto spindulio
apskritima su centru tame tagke. Visi gie apskritimai sudaro pavirgiy, kuris va-
dinamas tos kreivés vamzdiniu pavirsiumi (pipe surface). 1995 m. Vei Liu ir
H. Potmanas (H. Pottmann) jrodé, kad bet kokios racionalios kreivés vamzdinis
pavir$ius yra racionalus (Zr. 8 pav.).

8 pav.

Cia kyla naujas klausimas. Koks maziausias konkrecios n-ojo laipsnio Bezje
kreives vamzdinio pavir§iaus parametrizacijos laipsnis?

Matyt, dar negreit idseks neatsakyty klausimy sarasas. Gal prie jy spren-
dimo prisidéety ir gerbiamas skaitytojas?
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