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Rimvydas Krasauskas

Klasikine geometrija
ir Bezje kreives

Centrinée geometrinio dizaino tema — Bezje (Bézier) kreivés. Jy teorija per 30
mety buvo nuslifuota iki blizgesio. Cia svarby vaidmenj suvaidinoe atrasti nauji
rySiai su klasikine afinine ir projektyvine geometrija, kuriuos mes trumpai
apzvelgsime. Tikimes atkreipti skaitytojo démesj ir | pacia Geometrija, kuri,
deja, dabar yra gerokai primirsta.

I8 pradZiy naudodami afininés geometrijos elementus jsitikinsime, kad kvad-
ratine Bezje kreivé yra parabolé. Polinés formos bus reikalingos de Kastelio
algoritmui. Parode, kad apskritimas néra polinominé kreive, susipaZinsime su
projektyvine geometrija, kuri pravers nagrinéjant antrosios eilés kreives kaip
racionalias Bezje kreives. ApZvalga baigsime rade apskritimo lanko kontroli-
nius tagkus ir svorius.

Afininé geometrija

Afininés geometrijos tyrimy objektas yra afininés erdveés. Nesigilindami j
detales, jsivaizduosime afinine erdve kaip tiese, plokituma ar jprastine trimate
Euklido erdve. Afininés erdvés taskams Ap, Ay, ..., A, yra apibréztas taskas

A=apAg+ a1+t azdn, ayt+ar++a,=1,

kurio koordinatés randamos sudedant atitinkamas tasky A; koordinates su koe-
ficientais «;, kuriy suma yra 1.

Paprasciausiu atveju, kai n = 1, taskas 4 = apAp + ay4; dalija atkarpa
Ap A, santykiu aq : ap.

a Qe

AU A A]

1 pav.

Is tikryjy:

AU.ZI =A— Ay = (C&fg = 1)A0 + a1 A =a(4) — Ag) =a14pAq,
m =A] —A=—qpdy + (1 — al)A] = O[[](A] = Ag) = apdogdi.
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36 R. Krasauskas

Taigi atkarpy Ao A ir A4, ilgiai sudaro atitinkamai o ir oy dalj visos atkarpos
AoA] 11g10

Santykis «; /ag dar vadinamas paprastuoju trijy kolineariy tasky Ap, A, A,
santykiu ir Zymimas r( Ay, A, A;).

Atvejp, kai n = 2, taskas A = agAg+ a1 4; +az 4, dalija trikampj AgA; As
1 tris trikampius, kuriy plotai atitinkamai proporcingi koeficientams a; :

Ag: A : Ay =ap:ag: as.

A
A
Ao 2 pav. Az

Faktiskai, jeigu taskai Ag, A1, A2 néra vienoje tieséje, tai bet koks plokstu-
mos taskas A gali biiti vieninteliu bidu uZzrasytas kaip juy afininis darinys. Tada
koeficientai «; vadinami tasko A baricentrinémis koordinatémais, kurios turi pa-
prasta mechanine interpretacija. Baricentrines koordinates 1827 m. jvedé A.
Miobiusas (August Ferdinand Mdbius, 1790-1868), atsakydamas i klausima, ko-
kias mases reikia suteikti trikampio vir§ineéms, kad ju svorio centras sutapty su
tam tikru tasku.

Kai afininio darinio koeficientai yra neneigiami, jis vadinamas iskiluoju da-
rindw (Zr. 1 ir 2 pav.). Igkilieji tasky dariniai yra visada Siy tasky ,viduje:
dvieju tasky atveju — tai visi juos jungiancios tiesés atkarpos taskai, trijuy ta-
sky atveju — tai visi trikampio vidiniai taskai, jskaitant ir krastines. Taskuy
Ao, A1, ..., A, 18kilusis apvalkas — tai visy jo i8kilyjy dariniy aibé. Intuityviai
plokstumos tasky aibés igkilajj apvalka galima rasti taip: jsivaizduokime siiila,
juosiant] sukaltus pasirinktuose taskuose vinis. Belieka tik uzverzti sitilg — tada
jis taps ieSkomo igkilo apvalko kragtu. Dabar nesunku patikrinti, kad bet koks
Bezje kreivés P(t) taskas

d
d ..
= d : digy _oand—igi
P =3 Bl0OF, B (Do,
yra kontroliniy tagky P; iskilas darinys. Tikrai
d d_ 14 )
deay _ p)d—igi . At =1
> i ;()(l Bt = (L—t)+1) =1,
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Klasikiné geometrija ir Begje kreivés 37

o Bf(t) > 0, kai tik 0 < ¢ < 1. Iévada: visa Bezje kreive P(t) priklauso
kontroliniy tasky igkilam apvalkui.

Svarby vaidmenj afininéje geometrijoje vaidina afininiei atvaizdziai. Jie
tik truputj bendresni uz tiesinius atvaizdzius. Dviejy afininiy erdviy atvaizdis
f: X =Y vadinamas afininiu, jeigu su bet kuriais taskais Eoy,B1 e X

flawEy + a1 By) = oo f(Eo) + a1 f(Eq),

kai tik ag + a; = 1. Nesunku patikrinti, kad afininis atvaizdis taip pat ,islai-
ko“ ir bet kokio skai¢iaus tasky afininius darinius. Patikrinsime tai trijy tasky
atveju:

flaoEy+ a1 By + agBy) = f(ﬂquo-i-(Oq -I-a'z)( L By o Ez)) =

a1 + ag a1 + ap

= oo f(Eo) + (a1 +052)f( = By + - E2> =

a1 + an vy -+ g
(04 «
= cafB)-+ (o o) (S B + ) -

= a0 f(Eo) + 1 f(E1) + az f(Ey).

Pritaike 8ig savybe Bezje kreivems matome; kad jos yra afiniskai invariantiskos:

d d
F(2oBioR) =Y BlR)

Tai reigkia, kad norint rasti Bezje kreivés afininj vaizda, uztenka suskaiciuoti jos
kontroliniy tasky vaizdus. Pailiustruosime #ig i§vada jrodydami, kad kvadratiné
Bezje kreivé yra parabolés lankas. |
Pirmiausia i$nagrinésime atskira atvejj, kai kontroliniai tagkai turi koor-
dinates Ey = (0,0), By = (1/2,0), E, = (1,1). Tada juos atitinkanti Bezje

kreive

E(t) = (1—=1)*Ey + 2(1 — t)tEy + t2E, =
= (1=t 0+2(1 —t)t-1/24+4> - 1,(1—¢)> - 0+2(1 —t)t- 04 ¢ - 1)
= (tatz)
yra parabolé, nes jos grafikas sutampa su funkcijos y = 22 grafiku. Pastebésime,
kad EyE; ir E1E, yra liestinés taskuose Ej ir E,. Bet kokia kvadratine Bezje

kreive

Q) =(1—t)*Py +2(1 — t)tP, + 2P,
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38 R. Krasauskas

yra afininis keives E(t) vaizdas. Kad tuo jsitikintume, uztenka pritaikyti vie-
nintelj afininj atvaizdj f, kad f(E;) = P;, 1 = 0,1,2. I5 tikryju, afininés tran-
sformacijos paraboles perveda j paraboles (tai déstoma bet kokiame analizines
geometrijos kurse). Kaip i§vads gauname, kad atkarpos Py P, ir P, P, yra Bezje
kreives Q(t) liestinés.

Poliariniy formy Zydéjimas

Pastaruoju metu tapo madinga Bezje kreiviy analizei taikyti multiafininiy
atvaizdziy teorija. P. de Kastelio (Paul de Casteljau, 1985) ir L. Ramsou (Ly-
le Ramshaw, 1987) pirmieji nepriklausomai pradéjo naudoti § metoda. Todél
metodas ir vadinamas dvejopai: polinés formos (forme de péle) ir zydéjimas
(blossoming). Tokia pavadinimy painiava iliustruoja toks paveiksélis:

il

3 pav.

Pradésime nuo paprasto pastebéjimo, kad pirmo laipsnio Bezje kreivés formulé
L(t) = (1—t)Py +tP; apibrézia afininj atvaizdj. Tikrai apibrézimo sritis ¢ia yra
realiyjy skaiéiy tiese R, kurioje fiksuoti du taskai 0 ir 1. Bet kuris taskas t € R
gali biiti uzragytas naudojant baricentrines koordinates t = (1 —¢)-0+1¢-1
(tasky 0 ir 1 atzvilgiu). Be to, L(0) = P ir L(1) = P;. Gauname formule

L((1—t)-04¢-1) = (1 —t)L(0) + tL(1),

kuri jrodo atvaizdzio L afiniskumag.
Pirmas netrivialus atvejis — tai kvadratiné Bezje kreive

Q(t) = (1 — )Py + 2(1 — t)tP, + 2P,
Apibrézkime dvieju kintamujy #; ir 2 funkcijg ¢:

q(t1,t2) = (L —t1)(1 —t2)Po + (1 — t1)tg + t1(1 — t3)) Py + t1 12 Pa.
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Klasikiné geometrija ir Bezje kreivés 39

Matome, kad:
1) ¢ yra simetriska: ¢(t1,t2) = g(t2,%1);
2) ¢ yra biafininé: kai o + 4 = 1,

qlau + v, tz) = aq(u,ts) + Bg(v, t2),
q(t1, au + fv) = aq(ts, u) + Bq(t1,v);

3) ¢ sutampa su @ ant jstrizainés: ¢(t,t) = Q(t);
4) ¢(0,0) = Py, ¢(0,1) = ¢(1,0) = Py, ¢(1,1) = P,.
Simetrinis biafininis atvaizdis ¢ yra vadinamas kreivés Q poline forma (ar-
ba poliarizacija). Dirbti su ¢ yra patogiau, nes galime naudotis afiniskumu
keisdami tik po vieng arguments. Pavyzdziui:

Q(tuo) ZQ((]' —t)O—I—tl,O) =
=(1—-1)-q(0,0)+1-q(1,0).
Kaip matome i§ 4 pav., ¢(t,0) dalija atkarpa, kurios galai yra ¢(0,0) ir ¢(1,0)

santykiu £ : 1 —¢. Analogiskai ¢(t,1) dalija atkarpa tarp ¢(0,1) ir ¢(1,1) tuo
paciu santykiu. Dabar turédami ¢(t,0) ir ¢(t,1) galime rasti

q(t,t) =q(t,(1—1t)-0+¢-1) =
I8 3) savybes isplaukia ¢(,¢) = Q(t). Taigi po pakartotinio atkarpy dalijimo

santykiu ¢ : 1 —1 paskutiniame Zingsnyje gauname Bezje kreivés taska Q(2). Tai
ir yra garsusis de Kastelzo algoritmas.

q@.1)

q0,0)

4 pav.

Gauti nauji taskai q(0,t) ¢(t,t), q(f,1) taip pat vertingi: jie naudojami
kreivés lanko dalijimo procediiroje. Cia vél pravers polinés formos.

Pirmo laipsnio Bezje kreives L(t) = (1 — #)L(0) + tL(1) taskas L(t) da-
lija ja i dvi dalis. Kontroliniai tagkai L(0) ir L(¢;) apibrézia pirmaja jos dali
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40 R. Krasauskas
L'(u) = (1 — u)L(0) + uL(to). Rysys tarp afininiy atvaizdziy L ir L' labai pa-
prastas: L'(u) = L(t); ¢ia t = utg = (1 —u)- 0 + u - ¢y yra afininis parametro ¢
keitinys. Kai ¢ kinta tarp 0 ir g, u kinta tarp 0 ir 1.

Analogiskai kvadratinés Bezje kreivés atveju lanka nuo Q(0) iki Q(t) api-
brés kontroliniai taskai ¢(0,0), ¢(0,t), ¢(t,%). Antroji dalis nuo Q(t) iki Q(1)
tures kontrolinius taskus ¢(t,%), ¢(¢,1), ¢(1,1). Dar viena papildoma igvada:
atkarpa ¢(0,%)g(¢,1) yra parabolés liestiné.

Kubines Bezje kreivés atveju poliné forma turés jau tris kintamuosius, bet
visos minétos konstrukcijos bus visiskai analogiskos (r. 5 pav.).

q0.0,1)

q@.1.1)
qct.t.t)
q(0.0.5 q(0.t,1)

5 pav.

Apskritimas nera polinominé kreive

Pirmiausia uzrasysime spindulio R apskritimo lygt] patogiu pavidalu. Pa-
rinkime Dekarto koordinates taip, kad apskritimo centras sutapty su koordina-
¢iy pradzia. Tada jo lygtis bus visai paprasta

2 + y2 = R?,
Jeigu apskritima galima polinomiskai parametrizuoti, tai atsiras tokie polinomai
p(t) = po + pit +pat? + -+ pat®,  q(t) = qo + @it + o’ + - + git”,

kad
p*(t) + ¢*(t) = R? ()

su visais t. Jeigu priragysime trikstamus narius su nuliniais koeficientais, ga-
lésime tarti, kad n = k. Polinomai lygis tada ir tik tada, kai jy atitinkami
koeficientai lygiis. Sulyging polinomy koeficientus prie #2" kairéje ir definéje
(*) lygties pusése, gausime p2 + ¢5 = 0, t.y. pp = ga = 0. Kartodami $ig proce-
diirg vis mazesniems laipsniams, gausime p; = ¢; = 0 su visais ¢ > 0. Vadinasi,
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Klasikiné geometrija ir Bezje kreives 41

misy polinomai yra konstantos p(t) = po, ¢(t) = qo. Todél apskritimas néra
polinomine kreive.

Matydami, kad polinomy nepakanka, pasinaudosime racionaliosiomis funk-
cijomis. Cia mums pravers elementarios projektyvinés geometrijos Zinios.

Projektyviné geometrija

Renesanso epochoje antikinio mokslo laiméjimai buvo pradéti placiai taiky-
ti praktikoje. Italy dailininkai, panaudodami sukaupta ilgamete patirt] ir graiky
geometrijos zinias, stengesi pavaizduoti erdvines figiiras plokstumoje taip, kaip
jas mato Zmogaus akis. XV a. pradzioje jau buvo aigkiai suformuluotos tiesinés
perspektyvos taisyklés dailéje.

6 pav.

Naudojant perspektyvinj metoda, paveikslas laikomas ,skaidriu langu, pro ku-
r] zvilgsnis tyrinéja pasaulj. Paveikslo plokstuma kerta kiigj, sudaryta i tiesiy
spinduliy, einanciy i§ akies (kiigio virsines). Matematiskai tai reigkia centrine
projekeijg is tasko O (centro) i tam tikra plokstuma IT (projekcijos plokstuma),
kai erdves taskui M yra priskiriamas tiesés OM ir plokstumos II susikirtimo ta-
skas M'. Kai OM lygiagreti su plokituma II, tada centriné tasko M projekcija
neapibrézta.

Pirmojo darbo i§ projektyvinés geometrijos autorius Lijono architektas Z.
Dezargas ( Girard Desargues, 1591-1661) iskélé klausima, kokios plokséiy figury
savybés islieka centriniame projektavime.
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42 R. Krasauskas

Nesunku jsitikinti, kad projektuojant viena plokstuma, j kita centrinés pro-
jekcijos blidu lygiagrecios tiesés gali pereiti j susikertanéias, kampai pasikeisti,
dalis tasky dingti, vaizdas nesutapti su visa plokstuma... Kokios savybes iglieka?

Noréedami atsakyti i & klausima, pasitelksime projektyvinés plokstumos sa-
voka. Tieses, einanéias per fiksuotg erdvés R? taska O, pavadinkime projektyvi-
niais taskais. Visi projektyviniai tagkai, kuriuos atitinkanéios tiesés guli vienoje
plokstumoje, sudaro projektyvine tiese. Projektyvine plokituma P? apibrési-
me kaip visy projektyviniy tagky aibe. Nesunkiai patikrinsime dvi svarbiausias
projektyvinés plokstumos P? savybes:

1) Per du skirtingus projektyvinius taskus eina vienintelé projektyviné tiese.
2) Dvi projektyvinés tieses kertasi.
I5 tikryjy per dvi tieses, einancias per O, galima isvesti vienintele plokstuma
(tai jrodo 1)). Dvi plokstumos, einanéios per tasks O, visada kertasi tiese arba
sutampa (tai jrodo 2)).

Koks rysys su centriniu projektavimu? Kiekvienai erdvés R® plokstumai
IT, kuriai nepriklauso taskas O, galima surasti jos ,vieta“ projektyvinéje ploks-
tumoje P?: uztenka taskui X € II priskirti tiese (OX). Aisku, kad taip mes
negausime tik ty tiesiy, kurios lygiagre¢ios su plokstuma II. Jas atitinkantys
projektyviniai taskai sudaro projektyvine tiese.

Projektyvinéje plok$tumoje mums labai pravers koordinatés. Naudojant
Dekarto koordinates, afinine plokstuma galima sutapatinti su realiy skaiéiy po-
ry aibe R%. Projektyvinés plokitumos atveju situacija sudéetingesné. Erdvéje
R? fiksuokime koordinagiy pradzia O = (0, 0, 0). Tada bet kokia tiesé, einanti
per O, visiskai apibréZiama dar vienu savo tasku (zg, z1, z2) # (0, 0, 0), bet
nevienareikSmiskai. Bet kokie du proporcingi trejetai

(:Eg,a:l,a:g) iI‘ (/\320,}\:1:1,)\:1:2)

reik§ vieng ir tg padia tiese, t.y. ta patj projektyvinj taska, kur] Zymésime sim-
boliu [zg, 1, z2]. Vadinasi, projektyvine plokstuma tapatiname su aibe realiyjy
skaiéiy trejety, kuriy ne visi lygts nuliui. Be to, tariame, kad du trejetai lygis,
Jeigu jie yra proporcingl.

Bet kokia afininé plokstuma R? natfiraliai ,jsideda j projektyvine ploks-
tuma P?: i§ pradziy ja sutapatiname su horizontalia plokituma z, = 1, po to
pritaikome ankséiau minéta konstrukcijg. Tokiu biidu gauname atvaizdj

R* — Pza ($1y) = [1:$1y]:

kurio vaizdas — tai visi projektyviniai taskai [zq,z1,z2], o 7# 0.
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Klasikiné geometrija ir Bezje kreivés 43

“n (20,21,72) = (w,wP)

-
(1,zy) =P

T2

|

7 pav

Atvirkstinis atvaizdis [zo,21,22] — (z1/20,22/20) yra neapibréztas visuose
projektyviniuose taskuose, kuriems zo = 0. Jie vadinami begaliniais (be ga-
lo nutolusiais) taskais ir sudaro begaling projektyvine tlesg Faktizkai gavome
dar vieng projektyvinés plokstumos apibrézimo biida: P? susideda i afininés
plokstumos su prijungta begaliniy tasky projektyvine tiese.

PanagnnekIme kokiais begaliniais taskais yra papildomos tiesés. Tegu plo-
kitumoje R? yra tiesé, apibrézta lygtimi az 4 by + ¢ = 0. Kintamuosius z, y
uzras¢ homogenineése koordinatése © = 1 /g, y = z2/zo ir padaugine is zo,
gausime lygt; homogeninése koordinatése azy + bxs + czg = 0. Pastaroji lygtis
erdvéje R? reigkia plokstuma, einanéig per taska O = (0,0,0). Vadinasi, tai
yra projektyvinés tiesés lygtis. Visi jos tagkai yra baigtiniai, isskyrus vienintelj
begalinj taska [0, b, —a], kuris yra susikirtimo su begaline tiese z; = 0 tadkas.
Jeigu dabar keisime koeficienty c, tai gausime tieses, kurios yra lygiagretios su
pasirinktaja plokstumoje R?. Tuo tarpu jy begaliniai taskai bus tie patys. Taigi
lygiagrecios tiesés kertasi begaliniame tagke.

Pereisime dabar prie antros eilés kreiviy. Tinkamai parinke koordinates
galime apsiriboti jy kanoninémis lygtimis. Pradésime nuo parabolés. Jos kano-
niné lygtis yra 2? = 2py. Iireiske = ir y homogeniniais kintamaisiais z = z; /o
ir y = x /7o, gauname parabolés lygtj projektyvinéje plokstumoje z? = 2pxz,.
Begalinius taskus rasime i5 sglygos zo = 0. Kadangi z? = 0, darome isvada,
kad parabolé turi vienintelj begalinj taska [0, 0, 1].

Elipsés kanonineé lygtis yra
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44 R. Krasauskas

Ieskodami begaliniy tasky, tariame, kad zo = 0, ir gauname z? /a® + 22 /b2 = 0.
Vadinasi, z; = x5 = 0, t.y. begaliniy tasky neéra.
Analogiskai pertvarke hiperbolés kanoning lygtj

.'132 yz _
a—z—b—z—l, a>0,b6>0,
gauname
2 2
s} _of__
a2 b2 0

Du begaliniai taskai [0,a,d] ir [0,a, —b] randami i§ lygties z?/a® — 22 /b2 = 0.
Tai begaliniai tagkai atitinkantys hiperbolés asimptoéiy y = £(b/a)z kryptis.

Racionalios kvadratinés Bezje kreivés — tai konikeés

Antros eilés kreivés Zmonijai Zinomos nuo seniausiy laiky. Apolonijaus
(AmoAlwrios 260-170 m. pr. Kr.) veikalas ,Kiigio pjuviai“ apibendrino vi-
sus ankstesnius senoveés graiky Sios srities laiméjimus. Cia pirma sykj pasirodé
dabar jprasti §iy kreiviy pavadinimai: parabole, hiperbolé ir elipseé.

Apolonijus nagrinéjo antros eiles kreives kaip kiigio plokséiuosius pjiivius,
todel jos daznai vadinamos konikémis. I§ tikryjy tai reigkia, kad jis visas koni-
kes gavo projektuodamas (centrinés projekcijos biidu) apskritima j plokstuma.
Tuo tarpu geometriniame dizaine visos kitos konikés yra gaunamos centrinés
projekcijos blidu i parabolés, kaip palios papraséiausios konikés, nes ji yra
polinominé.

Tegu yra duota Bezje kvadratiné kreivé (t.y. parabolés lankas) erdvéje R®

Q(t) = QuBi(t) + Q1Bi(t) + Q2 B3(1). (*)

Jos kontrolinius taskus @); uZradysime patogia forma Q; = (w;,w;FP;); ¢ia w; —
nuliné koordinaté, o P; — tasko @); projekcija plok§tumoje zq = 1 (Zr. 8 pav.).
Taskas ); visiSkai apibréziamas jo projekcija P; ir koeficientu w;, kuris vadina-
mas svoriu. Perragysime (*) formule naujais terminais

Q(t) = (wo B3 (t) + w1 B (t) + w2 B3 (t), wo PoBg (t) + w1 Py B (t) + wa Py B3 (t))
ir projektuodami j plokstuma zp = 1 gausime racionalig kvadratine Bezje kreive

B(t) = wo Py BA(t) + w1 Py B} (t) + wa Py BE(t)
- woBE(t) + w1 Bi(t) + wa B3 (t)

(o)
Cia vardiklis yra skaliarinis dydis, kurj pazymékime w(¢). Matome, kad
Q(t) = XaPo + M Py + Ay Py;
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Gia A; = w; B}(t)/w(t). Kadangi Ag + A; 4+ Ag = 1, tai \; yra baricentrinés ko-
ordinatés tasky P; atzvilgiu. Vadinasi, C(t) israiska yra afiniskai invariantiska,
kaip ir polinominiy Bezje kreiviy atveju.

Kad kreives @(t) lankas, atitinkantis parametro ¢ kitimo sritj [0, 1], ,ne-
pabégty® i8 trikampio APy P, Py, visi \; turi biiti neneigiami. Tam tikslui yra
vartojami tik teigiami svoriai w;.

Teorema. Racionali kvadratiné Bezje kreivé (**) yra koniké (t.y. antro-
sios eilés kreivé). Ji yra:

(i) parabolé, kai w? — wyw, = 0;
(ii) hiperbolé, kai w? — wowy > 0;
(iii) elipsé, kai w2 — wow, < 0.

Irodymas. Pirmiausia pastebime, kad kreivés @(t) taskai tenkina kvadra-
ting lygti 4w3 oAy = wewz\? baricentrinése koordinatese. Pastarasias isreiske
Dekarto koordinatémis tiesiskai (paliekame tai skaitytojui), gausime antro lai-
psnio lygtj, t.y. Cj(t) yra antros eilés kreive. Norédami nustatyti jos tipa,
suskai¢iuosime begalinius tagkus, kurie atitinka vardiklio w(t) virtimg nuliu.
Kadangi ¢ = 0 tikrai néra lygties w(t) = 0 3aknis, tai padalije is 2 gausime

(55 2015 41 -

Sios kvadratinés lygties diskriminantas (tiksliau jo ketvirtis) yra D = w? —wqws.
Kai D = 0, turime vieng 3aknj (t.y. vieng begalinj taska), o tai reigkia parabo-
le. Kai D > 0, turime dvi §aknis — tai hiperbolé. Kai D < 0, Sakny néra — tai
elipseé.

Farino taskai

Manipuliuoti su svoriais yra ne taip patogu kaip su tagkais. Pavyzdziui, no-
rint nurodyti tasks kompiuterio ekrane, uztenka vieno pelés spragteléjimo, tuo
tarpu skaiciui jvesti reikia klaviatiiros. G. Farinas (Gerald Farin) sugalvojo,
kaip svorius pakeisti taskais.

Isnagrinékime pirmo laipsnio Bezje kreivés atvejj. Turime du taskus su
svoriais Py, wo ir P, wy, kurie apibrézia tiesés atkarpa L(t) erdvéje R®. Pro-
jektuodami plokstumoje xy = 1, gauname racionaliai parametrizuota atkarpa

PUPIC
1'1)0(1 = t)P@ + wltPl

wu(l - t) -+ wlt

L(t) =

Atkarpos taskas Fy = E( 1/2) vadinamas Farino tagku. I$ formulés

wo Py + w1 Py

B, =
wo + Wi

eeo vt w @00
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matome, kad Fy dalina atkarpa Py Py santykiu wy : wg. J eigu yra pasirinktas
Farino taskas Fp, tai svoriy santykj randame naudodamiesi trijy tasky papra-
stuoju santykiu w; /we = r(Py, Fy, P;). Faktiskai svoriy tikrieji dydZiai mums
nera svarbiis, nes parametrizacija E(t) priklauso tik nuo jy santykio. Cia ir
yra Farino atradimas: keisdami tasko Fy padétj atkarpoje, mes automatiskai
manipuliuojame atkarpos galy svoriais.

Racionalios kvadratinés Bezje kreivés atveju turime du Farino taskus Fy,
Fi, priklausanéius atitinkamai atkarpoms Py Py, Py P,. Jie visiskai apibrézia
svoriy santykj wg : wy : wy ir atvirkséiai.

Norédami suprasti, kaip Farino taskai naudojami de Kastelzo algoritme
racionaliy Bezje kreiviy atveju, susipaZinsime su labai svarbia projektyvines
geometrijos konstrukcija.

Dvigubasis santykis

Afininéje geometrijoje pagrindinis nekintantis dydis (invariantas) yra trijy
kolineariy tagky paprastasis santykis (4, B,C). Projektyvinéje geometrijoje
analogigka vaidmen] vaidina keturiy kolineariy tasky dvigubesis santykis

I(Al ) A21 A‘i)

cr(A1, Az, A3, Ay) = (A1, A3, Ag)

Atvaizdis, nekei¢iantis dvigubojo santykio, vadinamas projektyviniu. Papras-
¢lausias pavyzdys — tai centriné projekcija.

Teorema. Centriné projekcija nekei¢ia dvigubojo santykio.

8 pav.

Irodymas. 18 8 pav. matome, kad paprastieji santykiai i8sireiskiami trikampiy

plotais
I‘(A], Ag, A3) = A(Al,Az, O)/A(Az, Ag, O)

eee +w o080



Klasikine geometrija ir Bezje kreivés 47

Tada pazymeéje atkarpos A;O ilgj l;, : = 1,2, 3,4, gauname

_ A(d1,42,0)/A(4s, 44,0)

cr( Ay, Ag, As, Ag) = A(A1, A3, 0)/A(4s, A, 0)

L (Iy - Iz - sina)/(ly - 1y - sin(B + 7)) _
(I - I3 - sin(a + ) /(I3 - Iy - siny)

. sin qv sin vy

~ sin(a+ f)sin(f+7)’

Vadinasi, dvigubasis santykis priklauso tik nuo kampy tarp keturiy tiesiy, be-
sikertanciy taske O. Taigi cr(A1, Ay, A3, As) = cr(Af, Aj, Af, A)).

Keturiy liestiniy teorema. Keturios konikés liestinés kerta viena kita
tuo paciu dvigubuoju santykiu.

q(0.1)

WG

q0.0y © 9 pav. q(1.1)

Irodymas. 15 pradziy teorema patikriname parabolei Q(t) pasinaudoda-
mi jos poliarizacija ¢(t;,f2); t. y. kad visi keturi dvigubieji santykiai (kai
w=0,t,8,1) yra lygiis

cr (q(u,0), ¢(u, 1), q(u, s), ¢(u, 1)) = ey S s

1-—1¢ S
Bet kokia kita koniké yra parabolés centrine projekcija Cj(t) Vadinasi, dvigu-
bieji santykiai islieka.
Kaip isvadg i§ Sios teoremos (kai s = 1/2) gauname de Kastelzo algori-
tmag racionalios kvadratinés Bezje kreivés atveju. Turédami du Farino taskus
Fo =q(0,1/2), Fy = q(1,1/2), papildomai randame atkarpos F F; Farino taska

wi Fo + wi By w! — w; + Wit

) i
w},—l—w% 2

Fy =q(1/2,1/2) = Q(1/2) =

Po to atkarpas PyP; = g(0,0)7(0,1) ir P, P, = ¢(0,1)g(1,1) dalydami fiksuotu
dvigubuoju santykiu  : 1 —# Farino tagky Fy, Fy atzvilgiu, gausime P} = g(0, 1)
ir P! = §(1,t). Pagaliau konikeés taska Q(¢) gausime tokiu pat bidu dalydami
atkarpa Pj P} tagko Fy atzvilgiu.

eeo atw ee00
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Racionalus parametro keitimas

Racionalios Bezje kreivés atveju atsiranda papildoma galimybé keisti para-
metrg nekei¢iant pagios kreivés. Afininé tiesés transformacija yra visiskai api-
brezta dviem taskais. Tuo tarpu projektyviné — jau trimis taskais. Pavyzdziui,
jeigu 0 ir 1 yra fiksuoti, tai dar turime galimybe pasirinkti, kur atvaizduoti 1 72,
Priminsime, kad projektyviné transformacija nekeiéia keturiy tasky dvigubojo
santykio. Zinodami, kur atvaizduojami trys taskai, galime rasti bet kokio ke-
tvirto tasko vaizda, t.y. rekonstruoti visa atvaizdj. Pasirinke du ketvertus 0,
1/2,¢,1ir 0, b, ¢/, 1, 18 lygybeés cr(0,1/2,¢,1) = cr(0,b,#,1) gauname

7/(1-3) _ b/(1-b) r_ Pt . P
t/1—1)  vj1—¢t) = A—tH+pt "1 0

Istate ' reiksme i (**) formule gausime ta pacia kreive, tik su pakeista para-
metrizacija

Ot = (wo) Po By (t) + (pw1)P1BE () + (p*ws) P, B(t)
(wo)BE(t) + (pw1)Bi(t) + (p*w2) B3 (t)

Kaip matome, kontroliniai tagkai liko tie patys, tik svoriai wg, w;, wy peréjo j

Wp, W1, pzwg.

Bet kokios kvadratines Bezje kreivés atveju visy pirma galime tarti, kad
wo = 1 (jei ne, tai padalijame (**) israiskos skaitiklj ir vardiklj i5 wy). Po to
keisdami parametrg pagal isvesta formule su p = 1/,/w3, gausime vadinamajj
normalinj pavidalg, kai abu galiniai svoriai lygas 1.

Apskritimo Bezje pavidalas

Dabar mes visiskai pasirenge rasti apskritimo lanko kontrolinius taskus P;
ir svorius w;. Kadangi tiesés (PyP;) ir (P P,) yra apskritimo liestinés, tai biiti-
na salyga yra [Py Py| = |PyP;|. Tegu ieSkomoji kreivé yra normalinio pavidalo,
t.y. wp = wy = 1. Tada belieka rasti vienintelj svorj w;.

eee xtw o000
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Farino tagkai Fy ir Fy dalija atkarpas PyP; ir P, P, vienodu santykiu wy : 1.
Be to, FoF lietia apskritimg taske C = Q(1/2). Vadinasi, |FoFy| = |,
éPlPUPQ = éPngFl ir

w, — 1Fof0l _ ICRo| _ |PyM| —"
T RP] T (RP |PP ’

¢ia ¢ = LP1PyP,. Dainiausiai vartojami kampai ¢ = 60° ir ¢ = 45°, tada
apskritimas atitinkamai sudaromas i3 3 ir 4 daliy (zr. 11 pav.).

S
I NS

11 pav
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