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Kestutis Karéiauskas

(Geometrinio modeliavimo
pradZiamokslis

Tikimes, skaitytojas jau perskaité pirmajj sio zurnalo straipsnj ir susipazi-
no su trumpa, bet jaudinanéia geometrinio modeliavimo istorija bei prob-
lemomis. NegniuZdydami jo sudétingomis formulémis, bet ir nebarskedami
kaip tus¢ia skardiné, siame straipsnelyje norime paaiskinti pagrindinius 3ios
grazios ir jdomios srities matematinius principus. Tikslas, kaip matome,
kilnus, tik | ji pasirinktas kelias gana rizikingas: mat tokia tarnysté dviem
ponams dazniausiai baigiasi litidnai (lengviau biiti dviejy tarny ponu). Kartu
norime pademonstruoti, kaip kartais sprendziant problema tenka ne tiek
vystyti matemaltinj aparata, kiek pajausti tyrimo vaisiais besinaudosianéio
nematematiko psichologija. Dél to daznokai atrodo, kad tiek gautas rezul-
tatas, tiek jo jrodymas labai jau paprasti. Vis deélto manome, kad daugeliu
tokiy atvejy biidvardis ,paprastas® artimesnis badvard#iui pSuprantamas
negu ,lekstas“. Taip pat norime parodyti, kad nagrinéjami matemadtiniai
geometrinio modeliavimo principai tarpusavyje labai susije. Tas sgsajas ban-
dome isryskinti kiek patrepsédami gios srities pionieriy pramintais takais. Bet
1§ karto prisipaZjstame, kad keliaudami gana laisvai interpretuojame tikraja
istorija. Metodas senas kaip ir Zmonija. Blogai, kai jis naudojamas uzsakius
tironams ar jy aplinkai, ar tus¢iagarbiams politikams (sudélioti skliaustelius,
sukeisti Zodziy tvarka ar papildyli sarasy galite savo nuoziira). Misy tik-
slas, primename, kilnus. Ir nors kelias j pragara taip pal gerais norais gristas,
tikimes, kad kantrus skaitytojas pabaigoje nepasijus atsidiirgs prie jo varty.
Galbiit kai kas pasijus prie jy priartéjes, kai beskaitydamas apie Bezje kreives
ir B-splainus aptiks kelis jrodymus. Bet minétos dvi syvokos - tai geometrinio
modeliavimo Serdis. Todél jas ir nuodugniau nagrinéjame. O Zinodami neza-
linga daugelio skaitytojy jprotj skaityti laikrastj ar Zurnala nuo galo, keleta
svarbiy pastaby paliekame pabaigai.

Apie interpoliacinius daugianarius
ir kodel jie mums nereikalingi

Tarkime, yra tasky seka p;(z;; i), 0 < ¢ < n. Jei z; £ @y, kai 1. 5% 7, tbai
néra kliticiy ieskoti tokios funkeijos f(z), kurios grafikui y = f(z) priklausyty
visi taskai p;, t. y. f(x;) = vy; kiekvienam i. Formuluojant geometrigkiau,
tal reiskia, kad norime taskus p; sujungti kreive, kuri yra kokios nors funkcijos
grafikas. Sprendinio galima ieskoti nagrinéjant jvairias funkcijas. Patyrinékime
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12 K. Kardiauskas

paprasclausias — daugianarius. Geral Zinoma (tiems, kurie stropiai studija-
vo), kad daugianariy, kuriy laipsnis nevirsija n, aibéje toksai egzistuoja ir yra
vienintelis. Tiems, kurie to dar nestudijavo, trumpai paaiskinsime, kad nieko
gudraus ¢ia néra: norédami rasti daugianarj

f(2) = to + 012+ + Gna”,

kuriam f(2;) = y;, 0 <14 < n, gauname n+ 1 lygéiy ieskomuyjy n + 1 koeficienty
ag, ay,- - a, atzvilgiu

g+ arxg + - .- +G’-n.-7f'3 = Yo,
ag + @121 + -+ + anz] = 1,

2l ‘n —_—
ag + a1y + -0+ A, = Yn

O kad &i sistema turi vienintelj sprendinj, laiduoja garsusis Vandermondo de-
terminantas.

Taigi teoriniu pozitiriu atsidiiréme gana geroje situacijoje — sprendinys
egzistuoja ir yra vienintelis. Bet skaitytojo entuziazmas pradés blesti, kai jis
pazvelgs i 1 ir 2 pav.

1 pav. 2 pav.

Pirmajame pavaizduoti penki tagkai. Todél juos turime sujungti daugiana-
rio, kurio laipsnis nevirsija 4, grafiku. Antrajame matome sprendinj. Vargu kas
prisipazinty manas, kad tokia kreive geriausia jungti nurodytus taskus.

I5 Sio paprasto pavyzdzio matome, kad interpoliuojanéio daugianario gra-
fikas gali smarkiai vingiuoti ten, kur mes to nesitikime ir nenorime. Sj vingiavi-
mo (osciliavimo) efekta galima sumazinti jterpiant papildomus taskus, bet tada
auga daugilanario laipsnis. Jo be saiko didinti negalima: praktiniuose uzdavi-
niuose tenka brézti kreive per tukstanéius tasky. O émes doroti tokio laipsnio
daugianar}, pradés springti ir kompiuteris. Todel pries jj pasitelkiant tenka dar
pagalvoti, kaip reikéty sitios uzdavinius spresti.

Taigi nors interpoliuojantys daugianariai teoriniu pozitiriu tikrai svarbius
ir naudingi jvairiose srityse, geometriniame modeliavime mes jy be gailescio
atsisakome.
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Geometrinio modeliavimo pradziamokslis 13

Splaininés kreivés: kas ir kodél,
bet ne kaip, nes formulés dar nepasirodo

Panagios problemos buvo igkilusios ir kitose srityse. Todél tai, kg nusp-
rende daryti kreiviy ir pavirsiy tyrinétojai, nebuvo labai nauja ar originalu -
taskus jungti kreive, sudurstyta i§ gabaliuky, kuriy kiekvienas biity nusakomas
neauksto laipsnio daugianariais. Tik geometriniame modeliavime & paprasta
idéja apsivilko puosny geometrinj riiba, bet kartu ir nepamirso deimos, kurioje
gime. Be to, buvo suprasta, kad kreiviy, kurios yra funkeijy grafikai, klasé yra
ankstoka. Geriau yra nagrinéti parametrines kreives (teorija néra sudétingesné,
o galimybés kur kas platesnés). Tiems, kas su parametrinémis kreivémis ne-
susidiiré arba jas uzmirso, primename, kad parametrinés kreivés — tai kreives
plokstumoje arba erdvéje, kurias sudaro taskai [z(t); y(t)] arba [z(t); y(t); 2(t)],
kai ¢ prabéga visas reikimes kokiame nors intervale. Cia z(t), y(t), z(t) — pa-
rametro ¢ funkeijos.

Chrestomatinis pavyzdys. Vienetinis apskritimas, kurio
centras koordinaéiy sistemos pradzia, yra parametriné kreive
[cost, sint], 0 < t < 2.

Is karto norime pasakyti, kad sinusg ir kosinusg Siame straipsnelyje minime
pirmg ir paskutinj kartz. Mat trigonometrinés ir daugelis kity jums Zinomy
elementariyjy funkcijuy, lyginant su daugianariais kompiuteriui yra sraigés. Bet
panasiai kaip pranciizai vertina specifinj sraigiy skonj (turbiit kad ne greitj), taip
ir specifiniams uzdaviniams spresti pravartu pasitelkti ne vien daugianarius. Bet
norime pabreézti, kad geometrinio modeliavimo stuburas — tai neauksto laipsnio
daugianariai ir racionaliosios funkcijos. Bet apie racionaligsias funkcijas véliau.
Tada ir pamatysime, kad 1§ geometrinio modeliavimo apskritimo nei$metéme
(ka galbiit jau pagalvojo pasiurpes skaitytojas).

Dabar siek tiek apie zZymenis, kuriuos toliau vartosime. Kadangi nagriné-
sime kreives, kurios parametrizuojamos daugianariais, tai jas paprastai uzragy-
sime vektorine forma

P(t)=Py+Pit+ - -+ P,t"
¢ia P;, 0 < i < n, — taskai plokstumoje arba erdvéje, o daugyba i5 skaliarinio
reiskinio, sudetis ar atimtis reiskia, kad visi tie aritmetiniai veiksmai atliekami
su kiekviena tasky koordinate.

Standartiné atkarpos parametrizacija. Atkarpa, kurios galai
yra taskai A ir B, — tai kreivé

P(t)=A(1—-t)+Bt,0<t<1.
Be to,

|AP(t0)] 1o
[P(te)B| 1—to
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14 K. Karciauskas

Nepatikliesiems patariame pasitikrinti, nes tuo naudosimeés. O ir §iaip ne prosal
apsilti prie§ atsliauziant rimtesnéms formuléms.

Ermitinis interpoliavimas
arba kaip paprasta daryti isradimus

Kaip jau minéjome, splaininé kreive geometriniame modeliavime — tai krei-
ve, sudaryta i§ daliy, kuriy kiekviena parametrizuojama neauksto laipsnio dau-
glanariais. I§ pradZiy tas neaukstas laipsnis nevirsijo 3. Dabar tuo neapsiribo-
jama, nes kompiuteriy galimybeés dideja. Taciau realiuose uzdaviniuose laipsnio
prieaugis skai¢iuojamas vienetais, o ne desimtimis. O treéiojo laipsnio kreives
tebéra populiarios dél pakankamo lankstumo ir paprastumo. Todeél ir mes dau-
gel] geometrinio modeliavimo principy aigkinsime remdamiesi jomis ir vadinsime
jas tiesiog kubineémis kreivémis.

Tarkime, Py, Py — fiksuoti kreivés galai, o Py, P; — fiksuoti liestiniy
vektoriai tuose galuose (zr. 3 pav.). Norime nubrézti kubine kreive

P(t) = Ap+ At + Agt® + Ast® 0<t < 1,
kuriai P(0) = Py, P(1) = Py, P'(0) = Py, P'(1) = P}.

Py

—~ B,

-3

K

P, P;

3 pav.

Skaitytojas gali nesunkiai patikrinti, kad tokia kubiné kreive egzistuoja ir
yra vienintele, bei apskaiéiuoti jos koeficientus A;. Nors koeficienty Ag ir Ay
geometriné prasmé akivaizdi, nes Ay = Pg, A; = Py, kity dviejy prasmé yra
neaiski. Viena i§ kertiniy geometrinio modeliavimo problemy yra ne tik su-
konstruoti kreives, bet ir maksimaliai geometrizuoti naudojamus objektus. Tai
labai svarbu interaktyviam projektavimui, kai konstruktorius, norédamas pa-
keisti kreivés forma, pats savo nuozitra keifia tam tikrus duomenis. Todeél
pageidautina, kad jie turety pakankamai aiskia geometring prasme. Be to, tai
palengvina ir patj teorijos vystyma.

Prie sio tikslo buvo priartéta, kai Fergiusonas (J. C. Ferguson) kreivems
projektuoti pritaiké Ermito daugianarius. Mums raupimu kubiniy daugianariy
atveju tai

Ho(t) =2t —3t2 +1, Hi(t) = -2t + 3%,
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Geometrinio modeliavimo pradZiamokslis 15

Ht)=t* -2 +¢, Hi(t)=4#"—1°

Kadangi
Ho(0) =1, Ho(l)=0, Hy(0)=0, Hy(l)=0,
Hi(0)=0, Hi(1)=1, H!(0)=0, H|(1)=0, "
BO)=0, B(1)=0, HO=1 HDH=0,
Hi(0)=0, Hy(1)=0, H{(0)=0, H{(1)=1,

ieskomajg kreive galima uzradyti vadinamamuoju Ermito pavidalu:
P(t) = PoHo(t) + P1Hi(t) + PoHo(t) + P H ().

Naudojant tiesinés algebros savokas, tai tereiskia, kad kubiniy daugianariy stan-
dartiné monominé bazé 1, t, ¢2, ¢*, neturinti aiskios geometrinés prasmeés, pa-
keista Ermito baze Ho(t), Hi(t), Ho(t), Hi(t), issiskirianéia skaidresnémis geo-
metrinémis savybémis.

Isvada. Svarbu aktualiame uzdavinyje laiku pritaikyti paprastus,
gerai zinomus dalykus. Problema tik ta, kad vieni tai sugeba
padaryti, kiti — ne.

Pratimas. Kadangi daZnai tenka vartoti ne tik vienetinj in-
tervalg [0, 1], paskaiéiuokite, kaip atrodys Ermito bazé intervale
[a, b]. Reikia ieskoti tokiy tre¢iojo laipsnio daugianariy, kuriems
isvardytos savybeés (H) bty teisingos, kai daugianariy ir jy i§ves-
tiniy reikSmes skai¢iuosime atitinkamai intervalo galuose a ir b.

Kubiniai ¢! splainai arba kaip svarbu
kiekvienam atseikéti pagal nuopelnus

Mes jau pasirengg (jeigu neuzmirsote atlikti pratima!) per bet kokia ploks-
tumos ar erdves tasky seka pg, p;,- -, P, nubrézti glodzia splainine kreive.
Atsiraitokime rankoves.

Tarkime, skaiéiy tieséje fiksuota didéjanti seka tg, ¢1,---,t,. Norime su-
konstruoti kubiniy kreiviy seka P;(#),0 < i < n — 1, kuriai

Pi(t,‘):pi, Pi(ti+1)=pi+1, 0 S?:STL—].,
Pi(tiv1) = Piy (tiyr), 0<i<n-—2.

Ka tik uzrasyti reikalavimai — tai minimali programa. Pageidaujame, kad
splaininé kreivé biity glodi, o nenorédami komplikuoti teorijos atskiry daliy

eee v+ w o000



16 K. Karéiauskas

sandiros taskais parenkame fiksuotus taskus p,. Isragytos salygos bus paten-
kintos, jei kiekviename taske fiksuosime liestinés vektoriy p; ir naudodamiesi
Ermito daugianariais Hg(t), H{(t), Hi(t), Hi(t) intervale [t;, #;41] uirasysime

Pi(t) = pHy(t) + piy Hi(t) + PLA(E) + ply Hi().

Belicka pasirinkti isvestiniy vektorius p! ir uzdavinys 18sprestas. O kad su is-
vestiniy vektoriais reikia pagarbiai elgtis, jspéja ,grazuolé“ is 4 pav., kuri vargu
ar sulauks gerbeéjy.

Liestinems tinkamai parinkti naudo-
Jami matematikoje paplite metodai ar ju
modifikacijos. Geras pavyzdys yra vadi-
namieji kubiniai C! splainai. Pasiziaréki-
me, kaip jie sudaromi.

Per bet kuriuos tris i3 eilés einanéius
taskus p;_;, P;, Pig1, 1 <1< n—1, bre-
ziame parabole. Tiksliau tariant, imame
apibrézty intervale [¢;—q1, t;y1] antro laip-

4 pav. snio kreive Q;(t), kuriai Q;(ti—1) = p;_,,
Q;(t:) = p;, Qi(ti+1) = Piyy, ir pasirenkame p; = Qi(¢;). (Jei trys taskai y-
ra tieseje, tal parabole issigimsta j tiese.) Tokiu biidu sandiros taskuose p;,
1 <1 < n -1, gauname liestiniy vektorius p}. Krastiniai vektoriai p} ir p/,
daznai biina fiksuoti déka kokiy nors kity samprotavimy (salygu), bet jei
ju netatal® vis délto neuzimti, galime nesivargindami pasirinkti p} = Qp(ty),
pl, = Q) _1(ta). O jei norime brézti uzdara kreive, t. y. P, = Py, tal Zymenimis
Pri1 = P15 tnt1 = tn + (t1 — to) cikliskal pratesiame duomenis ir pasirenkame
Py = P = Q;,(tn).

Kubiniai C'' splainai daZniausia atrodo gana padoriai ir igsiskiria vertin-
ga lokalumo savybe. Bet atidesnis skaitytojas turbut jauéia, kad dar negalima
pakilia nuotaika keliauti toliau. Mat kubiniai C', kaip ir kiti splainai, kons-
truojami remiantis skaiciy seka ¢, t;,--,t,. I8 dangaus ji nenukrenta, o jei
ja fiksuosime neatsizvelge j tasky sekos py, Py, -+, P, ypatumus, tai nubréz-
ta kreive atrodys lyg i§ pragaro igkilusi. Kubinj C! splaina (kreivés i 4 pav.
giminaitj), gauty fiksavus, rodos, papraséiausiag seka 0, 1, 2, 3, matome 5 pav.
Bet skaiéiy seka, kuriai |t;41 —¢;| pas-
tovus dydis, yra gera, jel atstumai tarp
gretimy tasky p; daugmaZz vienodi.
Mes ka tik suklydome nejvertine pir-
mojo ir paskutiniojo intervaly — at-
stumai |pyp;| ir [p,p;| daug didesni
uz |pyp,|. Todél intervaluose [0, 1] ir
(2, 3] skubanti kreive, neturedama kg P, P,
veikti ankstoje erdveje tarp tasky py ir
P, émé ir susuko kilpa. Si skriauda
nesunkiai i§taisoma fiksavus vadinamajj styginj dalijima: intervaly [t;, ti41] il-
gial proporcingi stygu p;p;4 ilgiams |p;p; ;|- (Turbtt nesunku suvokti, kad

D pav.
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Geometrinio modeliavimo pradziamokslis 17

svarbu intervaly [t;, ¢;11] ilgiy santykiai, o ne jy absoliutiis dydziai.) Splainas
igyja grazesng forma, jei fiksuojame dalijima, kurio intervaly ilgiai proporcingi
skaitiams /|p;p;y; |- Ir dar grakstesnés kreives bréziamos, kai atsizvelgiama ne
tik 1 stygu ilgius, bet ir i jy sudaromus kampus.

Verta pazymeéti, kad siuo metu sukurtos jvairios ir vis dar kuriamos naujos
sekos {t;} parinkimo metodikos. Tai su fizika, mechanika ir empirika susiju-
si kryptis, kurioje jauni disertantai jgyja svarbiy praktiniy jgiidziu, reikalingy
Jiems veliau dirbant firmy konstruktoriy biuruose. Deja, turime pripazinti, kad
tos firmos — tai ,,Opel®, ,,Renault®, ,Ford“, o ne ,Lietuvigkas traktorius®.

Paskutiné gaida ne visai linksma. Ir kaip prie televizoriaus pailséti prisedu-
si skaitytoja i§ ekrano uzpliista prievarta, seksas ir siaubas, taip ir ¢a jis i§vysta
ne lauktas graksdias linijas ar formas, o vien tik kreives mutantes. Norédami
praskaidrinti skaitytojo nuotaika, § skirsnelj baigiame dviem paveiksléliais. 6
pav. pavaizduotas kubinis C'' splainas per tuos paéius kaip ir 5 pav. taskus,
kai naudojamas styginis dalijimas, o 7 pav. — uzdaras kubinis C! splainas, kai

intervaly ilgiai proporcingi /|p;p; |-

N 4

6 pav. 7 pav.

Apie dar glodesnius splainus
arba kokie yra svarbiis yra skaitiniai metodai

Glodzius kubinius C'! splainus sukonstravome fiksave liestiniy vektorius.
Taip pat aptaréme, kokios problemos igkyla juos pasirenkant. Tadiau liestiniy
vektoriy galima nefiksuoti, bet reikalauti, kad kreivé sandiiros taskuose bity
dar glodesné, t. y. juose sutapty gretimy daliy antrosios isvestinés. Taigi mes
siekiame, kad biity patenkintos salygos:

Pi(tit1) = Pit1(ti+1) = Pig1,  Pi(tiz1) = Piyi(Bir),
P;f(ti—i-l) e Pi'r.}.](ti-l-l ), 0 S ?: S - 2,
Pﬂ(t(}) = Po> Pn-—l(tn) = Pa-
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18 K. Karéiauskas

Norédami i8spresti § uzdavinj, kiekvieng splaino dalj P;(t), kaip ir anks-
¢lau, uzrasome Ermito pavidalu. Tik nefiksuojame ivestiniy vektoriy p;, bet
skaidiuojame antrasias isvestines ir sandiiros taskuose jas lyginame. Gauname
(n —1) tiesiniy lygéiy (n + 1) i§vestiniy vektoriy p! atzvilgiu ( primename, kad
naudojames vektorine kreiviy uZraSymo forma, todél faktiskai turime dvi tie-
siniy lygéiy sistemas plokstumos atveju ir tris — erdvés atveju). Fiksuodami
ieSkomajai kreivei dar dvi salygas, gauname (n + 1) x (n + 1) tiesiniy lygéiy
sistema kintamuyjy p} atzvilgiu. Ir, aisku, tikimes, kad sistema turés vienintelj
sprendin].

Tos dvi salygos parenkamos jvairiais biidais ir visais tais atvejais i§ tikro
gaunamas vienintelis sprendinys. Mes paminésime tris dazniausiai pasitaikan-
¢ius budus.

e Naturalieji splainai. Natfiralieji splainai gaunami fiksavus kreivés ga-
luose py ir p,, nulinius antrosios isvestinés vektorius. Termino ,natiralieji
splainai“ kilme galima paaiskinti taip: jei leisime stangriai juostai paéiai
pasirinkti marsruty per taskus p;, tai pries taska p, ir uz tagko p,, ji bus
tiesi, o tiesinés parametrizacijos antroji isvestiné tapaédiai lygi nuliui.

o Galuose py ir p,, fiksuojami liestiniy vektoriai pj ir p},. Kartais tie vek-
toriai atkeliauja i§ realios fizinés situacijos, bet dazniausiai jiems parinkti
naudojami skaitytojul turbiit nesunkiai nuspéjami standartiniai matemati-
niai metodai.

e UtiZdarieji splainai. Kadangi uzdarosios kreivées p,, = p, (papildomas
sandiros taskas), tal nenuostabu, kad siuo atveju reikalaujame P!, _,(¢,) =

o(to), Ph_y(tn) = Py(to).

Pasizitirékime, kokia lygéiy sistema gauname natiiraliesiems splainams. Pa-
zymekime A; = t;41 — i, 0 <1 < n — 1. Tada matricine forma lygéiy sistema
atrodo taip:

A.-p'=B-p;
éia,
2A¢ Ag o -- 0 0 0
Ar Hbog+RKy) Ay »- B 0 0
A = . . " . . 1
0 0 An—l Z(An—z + Art—l) An—?
0 0 0 0 An—l 2An—l
-3 3 0 0 0 0
—381 3(Fr-R°) 332 0 0 0
B = : f : : !
-1 n-— n— An_
0 0 0 _32:-—2 3(2n—; - ﬁn—f) 3An—i
0 0 0 —
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Geometrinio modeliavimo pradziamokslis 19

PB Po
P’l P1
pP=| : |, p=| :
p;-,—l pu—]
Pn P»

Pirmoji (n + 1) x (n + 1) matrica, pravarde ,trijstrizainée®, atsako uz skai-
¢iavimy stabilumg (neuzmirskime, kad n nesikuklina virsyti ir tikstantj), ir
skaitiniy metody pasaulyje turi nemaZa autoriteta. Mat:

e nenuliniai elementai tik teigiami;

e jie yra tik pagrindinéje jstrizainéje ir $alia jos;

o jstrizainés elementas didesnis uz greta toje pacioje eilutéje esanéiy elementy
suma.

Tokio tipo tiesiniy lygéiy sistemos sprendziamos stabiliais skaitiniais metodais.

Ka tik pateiktos sistemos lygtys, isskyrus pirmaja ir paskutine, reiskia, kad
sandiiros taskuose p;, 1 < < n — 1, antrosios i§vestinés sutampa. Todél kitais
musy minetais ir neminétais atvejais lygéiy sistemos skiriasi nuo pateiktosios tik
pirmgja ir paskutine lygtimis. Ir nors svarbiu uzdary kreiviy atveju koeficienty
prie p; matrica neissiskiria visomis anksé¢iau isvardytomis savybémis, bet lygéiu
sistema sprendZiama irgi gana stabiliais skaitiniais metodais.

Siame skirsnelyje nagrinétos kreivés vadinamos kubiniais interpoliaciniais
C? splainais. Jie labai svarbiis, nes daznai konkretaus techninio uzdavinio at-
veju vien paprasto glodumo, kai sutampa tik pirmosios i§vestinés, neuztenka.
Ir norime pabrézti, kad be skaitiniy metody niekaip neigsiversime. Cia ne kubi-
niai C? splainai, kur viskas skai¢iuojama paprastomis formulémis, sudarytomis
tik i8 keliy Salia esanciy tasky koordinaciy. Be to, skyrelyje apie B-splainus
suzinosime, kokius dar mokes¢ius tenka moketi uz papildomy kreivés gloduma,.

Bezje kreivés arba kas nuostabaus
buvo jZvelgta drovioje paraboléje

Palikime kol kas ramybéje tikstanéius tasky interpoliuojancias kreives ir
panagrinékime i§ mokyklos laiky gerai pazjstama kuklia parabole. Ir dar sy-
ki jsitikinsime, kad nieko nejmanomo Siame pasaulyje néra: biaurusis anéiukas
virsta puikiuoju gulbinu; sniego gnitizteé sukelia galingg lavina; vagis tampa ger-
biamu bankininku. Kuriai i§ ka tik paminéty nuostabaus virsmo kategorijy
deréty priskirti parabolés sukelty sajidj, nuspresite patys. O triuksma sukélé,
rodos, paprastas teiginys.

1 teiginys. Tegul A ir B — parabolés taskai, C — taskas, priklausantis juy
ribojamam parabolés lankui. Raide K pazZymeékime parabolés liestiniy taskuose
A ir B sankirta, o M ir N — liestinés taske C sankirtas atitinkamai su AK ir

BK. Tada
|AM| _ |IKIN| . |MC|
IMK] - |NB| o |CN|'
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Irodymas. Pazymekime atitinkamomis maZosiomis raidémis teiginyje mi-
nimy tasky pirmasias koordinates (Zr. 8 pav.).

M P--—mmmmmmmmmmaa
T g----------mmmmmmeaa

A=
o

8 pav.

Akivaizdu, kad pakanka jrodyti lygybe

m—a n—~k c—m

k—m b—-n n—c’
I5 pradziy raskime bet kokiy dviejy parabolés liestiniy taskuose (2¢; pzj) ir

(z1; pat) sankirtg. Parabolés liestinés taske (z;; pa?) lygti y—pa? = 2pxi(z—a;)
perrasome pavidalu y = 2pz;z — pz?. Sprendziame lygéiy sistema

y = 2pzox — pag,
y = 2pziz — pa’

ir gauname z = (1/2)(zp + 1) (y misy nedomina). Vadinasi,

a-+b atc b4+c
o m= n= )

= 9 9

Dar keletas aritmetiniy veiksmy ir jrodymas baigtas.

Naudodami standartine atkarpos AK parametrizacijg, taska M uzrasome
pavidalu M = A(1 —t) + K¢t. Tada i teiginio ir jau minétos standartineés
atkarpos parametrizacijos savybes isplaukia, kad

N=K(1-¢)+Bt, C=M(1l-1t)+ Nt
Istate M ir N israiskas j tasko C israiska, gauname
C=(1-1)>%A+2(1-t)tK +#*B.

Keisdami ¢ intervale [0, 1], gauname parabolés lanko parametrizacija, kuri vi-
siskai apibréziama lanko galais ir liestiniy tuose galuose sankirta.
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O dabar pabandykime ka tik gauta parabolés tagky generavimo rekuren-
ting procediirg apibendrinti (3is maniakiskas polinkis apibendrinti igskiria ma-
tematikus 15 visy kity. Kadangi daznai sekmingai parinkti Zymenys paryskina
apibendrinimo logika, jais i§ pradziy ir pasirupinkime.

Pazymékime Pg = A, Py = K, P, = B. Fiksavus ¢ € [0, 1], procediira
nusakoma tokiais Zodziais: yra tagky seka Py = Py, PY = P, P) = P, (nulinis
etapas); pirmajame etape gretimiems taskams P, P?_H, 0 <1 < 1, priskiriame
ju atkarpos taska P} = (1-t)P? + P} +1; antrajame etape gretimiems tagkams
P,, P priskiriame jy atkarpos tagka P: = (1 -$)P} + tP}. Taskas P2 ir yra
parametra t atitinkantis parabolés taskas P(t).

Tarkime, turime tasky seky Py, Py,---,P,. Pazymékime juos P? = Py,
0 <1 < n, ir fiksuokime ¢ € [0, 1]. Daugelis dabar turbiit parasyty tokia
procediira:

P/ =P/7'(1-t)+Pi}t, 1<j<n, 0<i<n-—j.
Mes tik patarsime &ig rekurentine procediirg jsprausti j tokia kombinatorine
schema:

L3 -

Pl P()

P?:.—'l PL—Z e P:)l—l

P, P, - PI7U PY=P()

Kai n = 3, ja iliustruojame 9 pav.

Si schema svarbi tuo, kad i§ jos nesunkiai

gaunamos kreives, kurios galutinj pavidala pl P
dar nustatysime, i§vestinés. Be to, joje slypi
labai svarbus dalijimo algoritmas. Pati sche- P2l P2
ma vadinama $iy kreiviy atradejo P. de Kas- p Lo By
telzo (P. de Cuasteljau) algoritmu — nors tiek
buvo pagerbtas isradéjas. O pacios kreives
vadinamos Bezje (P. Bézier) vardu. Kiek pa- PO
sigraudene dél tokios neteisybeés, pabandyki- ¢po
me uzraSyti analizing Bezje kreiviy israiska. ’
Taip pat ne prosal geriau suprasti, ka gavo-

me, lengvabiidiskai apibendrine parabolés generavimo procediirs.

9 pav.

2 teiginys. Teisinga tokia lygybe

P(t) =) CL(1-t)"""P,.
=0

see xtw eee
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Irodymas. Teiginj jrodysime matematinés indukcijos biidu. Kain = 1, tai
tiesiog tapatybe, o kai n = 2 — teiginys jau jrodytas (parabolés atvejis). Tarki-
me, kad teiginys teisingas, kai sekg sudaro ne daugiau kaip n tasky. Parodysime

teiginio teisinguma sekai Py, Py, -+, P,.
Nesunku suvokti, kad tasko P(t) generavimo procediiroje taskas Py ~' gau-
namas kaip galutinis procediiros taskas, kai fiksuota seka Py, Py, -+, Pr_1, 0

taskas P?~! — kai fiksuota seka Py, -, P,. Todeél pagal indukcijos prielaida

n—1
Pyt =Y Gk il — " WPy,
=0
n—1
Pyli= Z Ci_ PTIT Py
Israigkoje
P(t)=P;=(1-t)Pg" +tP{™" =
n—1
(1—t¢ (ZC 1 =t)"TTHP) + () Ch (1 =) TPy
=0 1=0

sutrauke narius su tais padiais taskais P; ir naudodamiesi Zzinoma tapatybe
i—1 1
C - C -1 T Cn 13

gauname uzradyta formule ir tuo jrodyma baigiame.

Pazymékime BI'(t) = Ci(1 —t)"~'t'. Tada
P(t) = Y P:B(1)
=0

Funkcijos BT(t) vadinamos n-ojo laipsnio Bernsteino daugianariais ir sudaro
daugianariy, kuriy laipsnis nevirsija n, baze. Taigi negeometring monoming ba-
ze 1, t,--+,t" pakeitéme Bernsteino baze. Gautasis kreivés pavidalas vadinamas
n-ojo laipsnio Bezje kreive, o taskai P; vadinami kontroliniais kreivés taskais.
Isvardysime svarbiausias (bet toli grazu ne visas) Bezje kreivés savybes. Jos ir
laiduoja Bernsteino bazés geometriskuma.

e Iskilo apvalko savybé (convez hull property).

Bezje kreivés P(t), ¢ € [0, 1], taskai priklauso tasky Po, Py, - -, Py, igkilam
apvalkui.

Tai gauname tiesiog i§ kreivés konstrukcijos: pradédami atkarpomis
P;P;., kickvienu etapu imame atkarpos, kurios galai sukonstruoti pries tai
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buvusiame etape, tagka. Be to, tai idplaukia i§ Bernsteino daugianariy vieneto
skaidinio (partition of unit) savybeés:

an BMt) =1
=0

ir i§ Bi'(t) > 0, ¢ € [0, 1]. Minéta vieneto skaidinio savybé yra labai svarbi ir
raudona gija driekiasi per visg Bezje kreiviy ir pavirsiy teorija. O gaunama ji
18 tapatybes ((1 —t) 4+ ¢)" = 1.

o Skaidymas (subdivision).

Taskas P(%9), 0 < tp < 1, suskaido Bezje kreive i dvi dalis, kuriy kie-
kviena irgi yra Bezje kreivé: segmento P(t), 0 < t < tg, kontroliniai taskai
yra P, Py, P2-.. PP o segmento P(t), to <t < 1, kontroliniai tagkai yra
Pg: P?_la Pg—2 T P?l

Irodymas néra labai sudétingas, bet keliomis eilutémis jo neperteiksime.

e Variacijos mazéjimo savybé (variation diminishing property).

Tieses ir plokscios Bezje kreivés sankirtos tasky yra ne daugiau negu tiesés
ir kontroliniy tagky lauztés PyP; - - - P, sankirtos tagky (erdvinei Bezje kreivei
tiesé kei¢iama plokituma).

Trumpai paaiskinsime, kodél yra taip, bet grieztas irodymas reikalauja
kruopstumo.

Naudojantis antraja savybe kiekvienu Zingsniu naujai gaunamos Bezje krei-
ves dalis vél dalijame j du segmentus (paprastumo délei kiekviena sykj galime
imti ¢y = 1/2). Parodoma (tuo nesunku patikéti), kad smulkéjanti kontroliniy
tasky lauzté konverguoja j nagrinéjama Bezje kreive. Taip pat nesunku 1Zvelgti,
kad de Kastelzo algoritmas geometrine forma tai lyg lauztés kampy kapojimas
(zr. 9 pav.). O tiesé plokitumoje (ar plokstuma erdveje) kerta apkapota lauzte
ne dazniau negu paéia lauzte.

o Iskilumo savybé (convezity property).
Jei kontroliniy tasky lauzté PoP; - - - P, iskila, tai ir Bezje kreive yra iskila.
Tai faktiskai yra variacijos mazéjimo savybés isvada.

e Laipsnio kélimas (degree elevation).

Trumpai paaidkinsime problemos esme. Jei naudojama standartiné mono-
mine bazé, tai n-ojo laipsnio kreivé uzrasoma kaip (n 4+ 1)-ojo laipsnio kreivé
paprasé¢iausiai prie t"*! priragant taska su nulinémis koordinatémis. Berngteino
bazés atveju yra sudétingiau, nes keiéiasi visi baziniai daugianariai, o ne vien
itraukiamas naujas elementas. Zodziu, reikia issiaiskinti, kaip n-ojo laipsnio
Bezje kreive

P() = PiBI()

=0

eoeo atw eee
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uzrasyti pavidalu
n+1

P(t) =) P;Br(1).
=0

Tal daroma taip: lygybéje

P(t) = () PiB!)((1—t)+1)

=0

atliekame aritmetinius veiksmus, dedine puse sugrupuojame isskirdami (n + 1)-
ojo laipsnio Bernsteino daugianarius. Gauname

n+41
P(t) =Y P;BIt\(t); &a P;=
=0

2 z

P, +(1—
n+ 1 1H( n+ 1

Pi, 0<i<n+l.

Taigi matome, kaip apskaiiuojami naujieji kontroliniai tagkai P;. Ir turbiit
atkreipéte démesj ] mistinius kontrolinius taskus P_; ir P,4,. Neissiggskite,
nes dauginami i§ nulio, jie pranyksta.

Laipsnio kélimas paprastail naudojamas tokioje situacijoje. Kad skaiciavi-
mai biity unifikuoti ir vykty grei¢iau, daug sistemy apdoroja tik fiksuoto laipsnio
kreives. Tai reiskia, kad su aukstesnio laipsnio kreivemis nereikia juy ir erzinti,
o projektavimo eigoje atsirandanéias Zemesnio laipsnio kreives laipsnio kélimu
kilsteléjame iki sistemos reikalavimuy.

Be isvardyty savybiy, dar lengvai jrodoma, kad:

o BI(t) intervale [0, 1] jgyja maksimuma taske i/n;
o P'(0)=n(P;—Py), P(1)=nP, —Pnr_1);
e P(0) =Py, P(1) =P, (dél akivaizdumo vos nepamirsome pamineti).
Pastarieji trys kukliis bevardziai teiginiai kartu su ankséiau isvardytomis
garbingomis savybémis ir paaiskina, kodél Bezje kreivé mégdzioja kontroliniy
tasky lauztés elgesj. Jei minéta lauzté néra rafinuotai parinkta, tai leidzia ats-
péti kreives forma. Stai keletas pavyzdziy.
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e

10 pav.

Norime atkreipti démesj i Bezje kreiviy savybiy pavadinimus. Tai raktiniai
8ios teorijos terminai. Juos jsidémejes ir dar siek tiek su Bezje kreivémis paeks-
perimentaves, skaitytojas tikrai bus savas bet kurioje anglakalbiy modeliuotojy
kompanijoje.

Ir jau Zinome, kaip svarbu bréziant splainines kreives atsizvelgti j santykinj
intervaly ilgj. Todel Bezje kreivés nagrinéjamos bet kokiame intervale [a, b], ne
vien vienetiniame. Berndteino bazé intervale [a, b| apibréziama formulémis

b—f)n_i(t—a.)i, 0<i<n,

Bi(t) = Ci(;—)" " (1=

o n-ojo laipsnio Bezje kreivé P(t) siame intervale uzrasoma

P(t)=> P:B}t), a<t<h

i=0

Pratimas. Patikrinkite, kad n-tojo laipsnio Bezje kreivei P(#),
apibréztai intervale [a, b], teisinga:
n n

! _ _ . ! - _ .
P(CL) - b—a(P] PU); P (b) b—CI.(Pn Pn—l)x

n(n —1)
(b —a)?
nepy n(n—1)
P (b) - (b . CI,)2 (Pn - 2Pn—] + Pn.—z)-

Verta pazymeti, kad Bezje kreive, kaip tasky visuma, visiskai nusakoma kon-
troliniy tasky seka ir nepriklauso nuo to, kokiame intervale ji apibrézta.

Vis delto turbiit jaudiame, kad isliaupsintos Bezje kreiviy savybés kol kas
lyg aktoriai be scenos. Nors trumpam pasigérékime jy daugiabriauniais talen-
tais ziuredami, kaip jos veikia efektyviame algoritme.

P"(a) = (P — 2P + Py);

Splaininiy kreiviy sankirtos radimas

Pagrindiniai veikéjai: pirmoji splainineé kreive; antroji splaininé kreive;
Bezje kreives ir pirmosios dvi jy savybés bei kontroliniai taskai.
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Veiksmo vieta: Plokstuma.

Pirmasis veiksmas. Abiejy splaininiy kreiviy kiekviena dalis persikii-
nija j Bezje pavidalg. O jei jos tokio pavidalo jau yra, tai laukia savo eilés
uzkulisiuose.

Antrasis veiksmas. Kiekvienai Bezje kreivei randamas ma#iausias jos
kontrolinius taskus apimantis staciakampis, kurio krastinés lygiagrecios su ko-
ordinac¢iy asimis.

Treciasis veiksmas. Perzitirimos visos sukonstruoty staciakampiy poros,
kuriose vienas staiakampis atitinka pirmosios splaininés kreives dalj, o kitas —
antrosios kreives dalj. PerZifiros metu tikrinama, ar jie kertasi. Jei staciakam-
pial nesikerta, tai iskilo apvalko savybé laiduoja, kad ir juos atitinkanéios Bezje
kreives nesikerta. Veiksmo pabaigoje be teisés grizti j scena islydime j uzkulisius
tas Bezje kreives, kurios nerado bendros kalbos su jokia kitos splaininés kreivés
dalimi.

Ketvirtasis veiksmas. Scenoje likusios Bezje kreivés, remdamosios skai-
dymo savybe, skyla j dvi dalis. Ir , but life still goes on“ — naujoji Bezje kreiviy
karta kartoja antrajj, treciajj ir pastaragji veiksmus. O algoritmas stabdomas,
kai visy naujausiy staciakampiy krastiniy ilgiai tampa mazesni uz pasirinkta
leisting paklaida.

Remarka. Konstruoti vietoje jau minéty paprasty stadiakampiy tikruo-
sius Bezje kreiviy kontroliniy tasky iskilus apvalkus gal ir nebiity istorine klaida,
bet energijos §vaistymas tai tikrai. Mat iskily apvalky radimas ir jy sankirtos
testavimas vyksta daug lediau uz atitinkamus veiksmus su stadiakampiais.

B-splainai arba kaip kartais svarbu
riipintis vien savo kiemo reikalais

O dabar grjzkime prie jau nagrinéty interpoliaciniy splainy. Nejaugi be-
sivaikydami didesnio glodumo kubiniai C? splainai nieko, lyginant su kukliais
kubiniais C! splainais, neprarado? Kaip tuoj pamatysime, jie neteko labai svar-
bios lokalumo savybés. Pasiaigkinkime, kas tai.

Tarkime, jiis nubrézéte kubinj C?! splaing ir esate nepatenkinti kokia nors
jo sritimi (projektavimo eigoje tai daznokai atsitinka). Jei likusi splaino dalis
atitinka lukes¢ius, aisku, keisite tik tuos sekos p; taskus, kurie yra jus erzinan-
¢ioje srityje, ir vél brésite kreive per pakeisty tasky seka. Kadangi igvestinéms
ivertinti kubiniai C! splainai inaudoja tik kelis gretimus tagkus, pakeitus viena
taska p; splainas pasikeis tik tarp tasky py_s, Pr—1) Pk» Pry1s Pryo- Tai reis-
kia, kad reikia naujai perskai¢iuoti tik keturias splaino dalis ir gausime nauja
kreive (zr. 11 pav.).
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Pz Pxa
Pra Pxa
PE Prea Pre1
Pz P2
11 pav.

Jei tasky nedaug, tai & savybé ypatingo vaidmens nevaidina. Taéiau jau
esame mineje biitinybe brézti kreive per tukstanéius tasky. Todél nesunku su-
vokti, kad tokioje situacijoje splaino lokalumo savybé — pakeitus dalj duomeny
splainas keiciasi tik nedideléje srityje — yra labai vertinga. Bitent &os savy-
bés ir tritksta interpoliaciniams kubiniams C? splainams. Mat, pakeitus viena
taska py, keiciasi kiekviena splaino dalis. Jei taskai igsidéste tolygiai, tai, kuo
toliau nuo kei¢iamo tasko, tuo splainas kei¢iasi maziau, o tie pokyéciai paprasta
akimi daZnai ir nepastebimi. Juos galima ignoruoti, pavyzdziui, modelinojant
batus. Bet jei taip atsainiai biity elgiamasi su nezymiais pokyéiais aviacijos
firmos konstruktoriy biure, sukonstruoti léktuvai aerodinaminémis 9'1vybcm1:3
tikriausiai tapty panasis j Niutono obuolius.

Norint isvengti brestancios tragedijos buvo atkreiptas démesys i Sionbergo
({. J. Schoenberg) atrastas B-splainines funkcijas. Remiantis jomis islaikomas
pageidaujamas splaino glodumas ir neprarandama lokalumo savybé. Bet pries
pateikiant tiksly (gana formaly) juy apibrézima, pabandykime pasiaiskinti, kaip
mums riipimoje situacijoje geometriskai isnyra B-splainai.

Geometriné B-splainy kilmeés versija

Tarkime, turime dvi gretimuose vienetinio ilgio intervaluose apibréztas ku-
bines Bezje kreives, kuriy kontroliniai taskai yra atitinkamai ag, a;, as, as ir
bg, by, ba, bs. Jei pirmosios kreivés pabaiga
sutampa su antrosios pradzia, tai az = bg. Jei
siame sanduros taske, kur] pazymésime p, su-
tampa juy pirmosios ir antrosios i§vestineés, tai
gauname, kad 3(az —ay) = 3(b; — by) ir 6(az —
2as+a;) = 6(b2—2b;+by). Is pirmosios lygybés
gauname p = a4 3by, o i§ antrosios gauname
2&2 —a; = 2b1 — bg. Paéyméjg. d= 2&2 — aj,
gauname a; = %al —|—%d irb; = %d«}— %bg. Geo-
metrine §iy formuliy interpretacija yra paprasta:
taskas d yra tiesiy, jungianéiy vidinius kontroli-
nius taskus a; ir ap bei by ir by, sankirta; a; yra atkarpos a;d vidurio taskas,

by

12 pav.
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o by — atkarpos db, vidurio taskas; p yra atkarpos azb; vidurio taskas (zr. 12
pav.).
Pritaikykime §ig patogia geometrine igvesti-
niy sutapimo interpretacija C'? splainams, kai b
intervaly [t;, t;41] ilgiai lygiis 1. (Ne veltui iy Lt D
mes jkyriai zyzéme apie butinybe geometri-  ba, //M,’ﬁ/hn,m N
zuoti naudojamas savokas.) Tuo tikslu kiek- '
vieng kubineg kreive P;(t) uzrasome Bezje pa- d /
vidalu ir jos kontroliniy tasky seka pazymi- '
me bU,i; b]’i, bg’i, b3’i, 0 S ) S n—1. Tie-
siu by i, by i ir by i11, by i41 sankirtos taskus
pazymime d;y1, 0 <7 < n—2 (zr. 13 pav.).
Kadangi by ; yra atkarpos d;b, ; vidurio taskas, o bs; — atkarpos by ;d;41
vidurio taskas, gauname, kad by ; ir by ; dalija atkarpa d;d;4; ] tris lygias dalis.
Todeél procediira

b‘:,i+1 dhz

13 pav.

2 1 1
b 1 = ”*di '_'di 3 b i 1 =2
1, 3 +3 +1 2,7 3d+3d+1 (1<i<n )
1 1 i
by = Sb2i1+ ;bl.i, b3 ;= 950 it = bl i1 [(2€i€m—2),

naudodama vien taskus d;, 1 < ¢ < n — 1, visiskai atstato kreiviy P;(¢), 2 <
¢ < n— 3, kontrolinius tagkus. Nesunku suvokti, kaip sekg {d;} reikia papildyti
taskais d_y, dg, dn, dp41, kad minéta procedira galétume atstatyti ir kreivig
Po(t), P1(t), Pr—2(t), Pr—1(t) kontrolinius taskus.

Keliomis skaic¢iavimy eilutémis galite patikrinti, kad, paémus bet kokig ta-
sky d; seka, $ia procediira sukonstruota Bezje kreiviy seka sanduros taskuose
turés sutampanéias pirmasias ir antrasias iSvestines. Todel, jei keisite ne pa-
¢ius taskus p;, o taskus d;, tai galésite norima linkme keisti nedidele splaino
sriti. Mat 1§ konstrukcijos isplaukia, kad taskas d; daro jtaka tik kreivems
P;_2(t), P;—i(1), Pi(t), Pix1(t). Ir jokios mistikos, kaip kai kas gal spéjo pa-
galvoti, éia néra — mat keisdami tik vieng taska d; specialiu biidu kei¢iame tris
sandiiros taskus p;_y, P;, Piy (2r. 14 pav.).

14 pav.

Dabar tarkime, kad parinkti tagkai do,dy, ...,d,. Pazymékime d_; =
2dy —dq,dpy1 = 2d, —d,—1. Tada aptartoji procediira pagamins mums kubinj
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splaing, kurio galai yra do ir d,, i§vestinés galuose atitinkamai lygios 3(d; —dy)
ir 3(d, — dy—1), o pati kreivé mégdzioja lauztés dy,d; ...d, elgesi. Panasu i
Bezje kreive, tiesa? Bezje kreivé ir jos kontroliniy tasky lauzte pavaizduota 15
pav. kairéje, o tg lauite atitinkanti B-splaininé kreivé —desinéje. Pastaroji, kaip
matome, tikrai yra ,guvesné bezdzionélé®.

15 pav.

Matematiskai § jos guvumg pagristi néra sunku. Taip pat sitilome pagal-
votl, kaip cikliskai pratesti duomenis tuo atveju, kai dg = d,,, ir kaip nubrézti
uzdarg B-splaing. Jei gausite kg nors panasaus j 16 pav. kreive, tai B-splainai
jau yra jusy draugai.

Ka tik pateikta kreiviy brézimo schema, daz-
nai vadinama ,kampy kapojimu®, labai patinka
Zzmonems, meégstantiems kombinatorinius meto-
dus, o pacios funkcijos jiems nertipi. Bet pabandy-
kime, nors ir glaustai (ir be formuliy) issiaiskinti,
kur ¢ia pasislépusios B-splaininés funlkecijos.

Norint gauti analizine B-splaininiy funkeijy
israiska, tereikia Bezje kreiviy Px(t) kontrolinius
taskus isreiksti taskais d; ir gautas iSraiskas sug-
rupuoti tasky d; atzvilgiu. Israiskos prie d; ir yra B-splaininés funkcijos. Kie-
kviena juy nelygi nuliui tik keturiuose gretimuose intervaluose. Kiek kruopséiau
tenka skaiGiuoti, jei intervaly [t;, t;41] ilgiai nevienodi. Tokia veikla tikrai nau-
dinga, nes padeda geriau pajausti B-splainy geometrija. Bet gilios teorijos taip
nesukurtume. Tad trumpam pazvelkime j formaliaja B-splainy puse, kuri kai
kam gal pasirodys kaip tik §viesioji juy pusé.

16 pav.

Formalioji B-splainu versija

Tarkime, fiksuota skaiciy, vadinamuyjy mazgy, seka

o

to <ty <ty <-+ <lptk <tntk+1, N

2
Normuotos r-ojo laipsnio B-splaininés funkcijos N7, 0 <
apibreziamos formulémis:

1,jeit € [t;, t;
N”(t):{ jeit € [ti, tit1),

r < k, rekursyviai

: 0<21<n+k;
’ L0,jeit & [ti, tigr), 7
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kair > 1,

. t—t t;
Nz(f)ZFN (t)+‘t_:_:l-—l_t“N:ﬁl(f), 05&571-’-;\7—7'

Taip apibreztos funkcijos N tenkina salygas:

o NX(t) >0,jeit € (i, tigry1),

- Nto(t) = 07 Jel t ¢ (ti': ti+r+l)1

b Z?:D N:(t) =1,jeit e (tra tn+1)a
-]

intervale ¢ € [t;, ¢i}.rq1] funkcijos N7 yra (r — 1)-diferencijuojamos.
Fiksavus tasky d; seky, 0 <7 < n, r-ojo laipsnio B-splaininé kreive apibré-
ziama formule

Pt] = idiN}"(t), t € [tr, tnti]-

Taskai d; vadinami de Biro (C. de Boor) taskais.

Pateiktas funkecijy V] apibrézimas néra pats bendriausias. Jis nesunkiai
modifikuojamas taip, kad galioty ir jei kai kurie mazgai sutampa (kartotiniai ma-
zgai). O jei visy intervaly [¢;, t;41] ilgiai lygis 1, tai integravima permaniusiam

skaitytojui gal bus lengviau suvokti tokj rekursyvy funkcijy N7 apibrézima:

NI = .[—1 NI (u) du.

Racionaliosios Bezje kreives
arba dar karta apie pagarba konstruktoriui

Kol kas Bezje kreive idrjso biiti tik paraboles lankas. Todel visiskai neto-
leruotina, kad uz borto liko ne tik didysis Zmonijos atradimas — apskritimas,
bet ir konstruktoriy seniai naudojamos elipse bei hiperbolée. Jas pilnaveréiam
ktrybiniam gyvenimui graziname } modeliuotojy arsenalg jtraukdami vadina-
masias racionaligsias Bezje kreives. Aiskinant, kaip jos atsiranda, uzteks vien
centrinés projekcijos. Tadiau rimtai tiriant racionaligsias kreives, reikia neblogai
orientuotis tiek projektyvineje, tiek algebrineje geometrijoje.

Tarkime, fiksavome erdvés koordinaéiy sistema Ozyz. Plok§tuma, kurioje
gyvens biisima racionali Bezje kreive, tai z = 1, o centrines projekcijos centras —
tai koordinagiy pradzia O. Racionali plokiéia n-ojo laipsnio Bezje kreive apibre-
7iama kaip erdvinés n-ojo laipsnio Bezje kreivés centriné projekeija plokstumoje
z = 1. Bet jei daugiau niekuo nesirtipintume, tai konstruktoriui dirbant su plo-
ks¢ia racionalia kreive tekty jsivaizduoti jos pirmtake erdveje. Tai vargu ar jam
patikty. O jei tekty dirbti su pladiai vartojamomis erdvinémis racionaliomis
kreivémis ar racionaliais pavirsiais, tai kiekviena karta vargsui konstruktoriui
tekty ropstis ] keturmate erdve. Manome, jo ten nei riestainiu priviliotumeéme,

eee -tw 0080



Geometrinio modeliavimo pradziamolkslis 31

nei lazda nugintume. Todél privalome pasirtipinti, kad jis galéty ramiai dir-
bti jprastoje aplinkoje su jam jprastais kontroliniais tagkais. O apsvarste, ko
siekiame, pazitirekime, kaip tai jgyvendinama.

Erdves tasko (z; y; z) centriné projekcija plokstumoje z = 1 yra taskas
(z/z; y/z). Paskutine koordinate mes samoningai praleidziame, nes ji visiems
plokstumos taskams lygi 1. Pazymékime P;(a;; v;) erdvinés Bezje kreivés la(t)

kontrolinio tasko P;, 0 <7 < n, centrine projekcija. Tada P; = (Wi wigs; wy),

T

B(t)= Y PiBI(t) = (D wiaiBI(t) Y wisBr(e); Y wiB}(1)).
=0 i=0

=0 i=0

Pazyméje P(t) kreivés P(t) centrine projekcija, gauname

_ (DimowimiBR(t) Yo, wiyiBR(1)
P(t)_( Z?:n wiBR(t) ' Yoo wiBE(t) )

Veltorine forma racionali n-ojo laipsnio Bezje kreivé uzrasoma taip:

D i wiPBE(1)
Z?:o wiB?(t)

Jei Sioje iSraiskoje plokstumos taskus pakeisime erdves taskais P;, tai gausi-
me erdving racionalig Bezje kreive. Taskai P; vadinami kontroliniais taskais, o
skai¢iai w; — atitinkamy kontroliniy tasky svoriais.

Lengva patikrinti, kad racionalios kreivés P(t) galiniai tagkai yra Pg ir P,
kuriuose ji lie¢ia tieses Py Py ir P,,_1P,,. Taigi racionalios kreivés yra panasios j
paprastas Bezje kreives (visy panasumy ir nevardijame). Bet kartais turi ir savy
kaprizy (todel ir jdomesnés). O kaip kontroliniai tagkai tukdami ar liesedami
veikia kreives forma, konstruktoriai greitai suvokia siek tiek paeksperimentave
su naujojo tipo kreivemis. Tokio eksperimento fragmentg matome 17 pav. (prie
kontroliniy tasky parasyti ju svoriai).

P(t) =

Cadmt

17 pav.

Manome, kad 18 pav. pades be formuliy suvokti, kodel didéjant kontrolinio
tagko svoriui kreive artéja prie jo, o mazejant — tolsta.
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z 2
7 3A &
—l.’( 3
=1‘,,"' l A
=10 A Z=1-9———9
"" ; ’,'
42 Y.
;2IA
0;0) X (0;0) x
18 pav.

Apie racionaligsias antrojo laipsnio Bezje kreives bei apskritimo, elipsés ir
hiperbolés reabilitacijg skaitykite R. Krasausko straipsnj ,,Klasikiné geometrija
ir Bezje kreives® §io Zurnalo puslapiuose.

Bezje pavirsiai
arba atsisveikinimas pobiuivio jkarstyje

Prisijaukine Bezje ir kitokias kreives, nors akimirkai zvilgtelkime } geome-
trinio modeliavimo pavirsius.

Sudétingo pavirsiaus geometrija daznai galima lengviau suprasti jsivaizduo-
jant jj kaip kintané¢iy pazistamy kreiviy Seima. Tad ir mes pradékime konstruoti
paviréiy i§ besikei¢ianéiy n-ojo laipsnio Bezje kreiviy. Uzrasykime 8ig kreiviy
Seima pavidalu

P(u, v) = 3 P;(w)B}(o);
1=0

¢ia Pj(u) jau nebe fiksuoti, o nuo parametro u priklausantys taskai. Kadangi
nenorime igsiskirti su tokiomis mielomis Bezje kreivéemis, nusprendziame, kad
P;(u) — tal m-ojo laipsnio Bezje kreives. Uzrase

Pj(u)=) PyBl"(u), 0<j<n,
1=0

ir jstate tai ] ankstesne P(u, v) idraisks, gauname

m L

P(u,v) =Y Y PyBl"(u)Bj(v), (a<u<b c<v<d)

1=0 j=0

P(u, v) vadinama bilaipsnio m x n Bezje skiaute. Taskai P;; vadinami kont-
roliniais tagkais ir sudaro vadinamajj skiautés kontrolinj tinkly. Kreives, ribo-
jandios skiaute, yra Bezje kreivés, o pati skiaute bando mégdzioti kontrolinio
tinklo elgesj.
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Ka tik apibréztos Bezje skiautés vadinamos tenzorinés sandaugos pavir-
Siais. Labai svarbios teoriniu pozitriu (nors praktikoje maziau prigijusios) yra
trikampeés Bezje skiautés. Deél paprastumo tarkime, kad jy apibrézimo sritis yra
parametry u, v plokstumoje esantis trikampis, nusakomas nelygybémis v > 0,
v >0, u+v < 1. Trikampé n-ojo laipsnio Bezje skiauté apibréziama formule

'n! = | k
Twv)= > Tijpgruvi(l—u=v)"
0L,j, k>0
idjfhk=n
Taskai T;; vadinami kontroliniais taskais ir sudaro frikampés Bezje skiautés
kontrolinj tinklg. Jo ir tenzorinés sandaugos pavirsiaus kontrolinio tinklo struk-
turos yra skirtingos. Bilaipsnio 3 x 3 Bezje skiauté ir jos kontrolinis tinklas
pavaizduoti 19 pav., o trikampé 3-ojo laipsnio skiauté ir jos kontrolinis tinklas
—-20 pav.

7 RS AL
Ay thﬁ,‘l.\ & “"‘\
T A
G

19 pav. 20 pav.

Stai Sioje vietoje, gal kam ir netikétai, spaudziame stabdzius. Mat da-
bar reikety suformuluoti kelety kreiviy teorijos savoky atitikmeny pavirgiams.
Kartais tai trivialu, kartais tenka elgtis atsargiau. Manome, atidesnis skaityto-
Jas daZnai kuo puikiausiai susidoroty su §ia uzduotimi. O norint supazindinti,
pavyzdziui, su pavirsiy glodaus jungimo problemomis (Kunso (5. A. Coons)
pavirsiais, Gregory (J. A. Gregory) skiautémis), tekty atlikti siokj tokj paren-
giamajj darbg. Bet senka ir skaitytojo kantrybeé, ir redakeijos skirtas puslapiy
limitas. Tai tegul ir liecka intriga. Ja dar pakaitinsime pazymédami, kad pavir-
Sy geometrija yra kur kas sudétingesné. Netyrinéty sri¢iy éia taip pat daugiau.
Bet negi norétume, kad bity atvirkséiai? Be to, pavirsiy gerosiosios savybeés
ir kaprizai visapusiskiau atsiskleidZia nagrinéjant juos ne atskirai, o tarpusa-
vio sgveikoje. Nes ka nors konstruojant, tenka pavirsius ir sukirsti, ir sankirta
suglodinti, ir kokia nors skyle ispjauti. Sie ir daugelis kity konstravimo etapy
dabar pakankamai automatizuoti. Vystantis kreiviy ir pavirsiy teorijai, tobuléja
1 projektavimo sistemos. Sparciai ,raumenis auginantis“ kompiuteris taip pat
Jas daro daug efektyvesnes. Bet mus supantis pasaulis toks jdomus, sudétingas
ir neissemiamas. Todél daugelio geometrinio modeliavimo eksperty nuomone,
visuomet bus reikalingas Zzmogus su savo neformalizuojama intuicija. Galingasis
kompiuteris jo nepakeis, bus tik labai §aunus pagalbininkas. Neuzmirskime gito.
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Matematikg ir tapyba sieja didelis panasumas. Tapybos i§-
takos yra fizinéje realybéje, matematikos — irgi, taciau dailininkas
nera fotografas, o matematikas néra inzinierius... Kaip arti re-
alybés turi bati tapyba (ir matematika) — tai subtiliy svarstymy
tema. Paprasyti dailininko nutapyti konkrety siuzeta tolygu pa-
pra8ytl matematiko i8spresti realy uzdavinj. Dabartiné tapyba ir
dabartiné matematika domisi zymiai bendresniais dalykais, kai kas
sako — pernelyg bendrais. Galbiit biity idealu, jei realybeés jaus-
mas nuolatos islikty, taciau ne taip akivaizdziai kaip aprasomo joje
geometrijoje arba tapyboje, iliustruojanéioje medicing. < ... >

Perspektyvos atradimas davé dailininkams naudinga techni-
ka, panasiai kaip nulio atradimas matematikams. Senasis menas
yra toks pat geras kaip ir naujasis, senoji matematika yra ly-
giai tokia pat gera kaip naujoji. Skoniai kei¢iasi abiejose srityse,
bet dvidesimtojo amziaus dailininkas jaudia simpatijg pirmykséiy
zmoniy tapybai ant urvy sieny, o dvides$imtojo amZiaus mate-
matikas — babilonieéiy trupmeny dziungléms.

Paveikslas turi btti nutapytas, o po to Zifirimas; teorema turi
biiti atspausdinta, o po to skaitoma. Dailininkas, kuris masto apie
gerus paveikslus, ir matematikas, svajojantis apie grazias teore-
mas, yra diletantai. Nematomas meno kiirinys yra neuzbaigtas.
Tapyboje ir matematikoje egzistuoja tam tikri objektyviis kokybés
kriterijai. Dailininkai kalba apie struktiira, linija, forma, tekstiira,
matematikai — apie teisingums, galiojima, naujumg, bendruma,
taciau 8iuos reikalavimus lengviausia patenkinti. Tiek dailininkai,
tiek matematikai diskutuoja tarpusavyje, ar siuos objektyvius kri-
terijus verta aiskinti jauniesiems; pradedantieji gali juos neteisin-
gai suprasti ir pervertinti, prarasdami svarbesniy subjektyviy ko-
kybés kriterijy nuojautg. Tapyba ir matematika turi istorija,
tradicijas ir plétra.

P. Halmos. Mathematics as a Creative Art.
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