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Skyrelj tvarko Giedrius Alkauskas

Uzdavinius, kurivos Sjkart skelbiame, sprendé Lietuvos jaunyjy
matematiky olimpiados dalyviai Svencionyse (a.81 - a.38) ir ma-
tematikos komandinés olimpiados ,Baltijos kelias 1996 dalyviai
Suomijoje (a.34 - «.58). Pabandykite ir jis. Galbat juos be-
spresdami sugalvosite naujy. Primename, kad galite mums siysti
tiek naujus uidavinius, tiek jou paskelbty widaviniy sprendimus.
Tewsangus ir grazius sprendimus spausdinsime.
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a.21. I8kilojo Sesiakampio RSTUV Z krastiniy ilgiy suma lygi P, jstrizainiy
RU, SV ir TZ ilgiy suma lygi D. [rodykite, kad

< & 2

L
S|

@.22. Su kiekvienu natiiraliuoju n pazymékime S(n) visy natiiraliyjy skaiciy
nuo 1 iki n skaitmeny sumy suma. Raskite S(1996).

«.23. Ar galima plokstumoje nubrézti:
a) 5 vienodus apskritimus,
b) 6 vienodus apskritimus, kad kiekvienas apskritimas liesty lygiai tris ap-
skritimus.

@.24. Keliautojas, eidamas i§ Vilniaus } Kaung, kiekvieng diena nueina kaskart

vis didesnj atstuma, bet ne daugiau kaip % viso kelio. Jrodykite, kad

kurios nors dienos pabaigoje jis bus nutolgs nuo abiejiy miesty ne maziau
kaip po % viso kelio.

«.25. Trapecijos ABC'D pagrindai AD =4, BC = 2, soniné krastine AB = 2.
Raskite visas galimas kampo AC'D reiksmes.

«.26. Irodykite, kad daugianario
(14 2z —2® 432 + 832*), n>2,

eeovw oeee



a.29.

«.30.

a.31.

«.32.

«.33.
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visi koeficientai teigiami.

. Skaiius 365 idreikstas keliy skirtingy kvadraty suma. Kiek daugiausiai

démeny gali biti toje sumoje?

. I8 deSimties skai¢iy rinkinio

2, 3, 5, 6, 7, 8 10, 11, 12, 13

reikia taip i§braukti kelis skaiéius, kad i3 likusiy nebebiity galima suda-
ryti sumos, lygios tiksliam kvadratui (t. y. jokiy dviejuy, trijy, keturiy,
..., visy skaiéiy suma néra lygi sveikojo skai¢iaus kvadratui). Kiek dau-
glausiai skaiéiy gali likti rinkinyje?

Ant begaliniy laipty n pirmyjy laipteliy padéta po akmenj. Sizifas ir
kipsiukas akmenis perkélinéja pakaitomis. Sizifas gali perkelti bet kurj
pasirinkta akmenj aukityn ant pirmojo neuZimto laiptelio. Kipsiukas
gali bet kurj akmenj nukelti vienu laipteliu Zemyn, jei tas laiptelis laisvas
(zinoma, jis neturi kur nukelti akmens nuo pirmojo laiptelio). Sizifas
pradeda ir stengiasi bent vieng akmenj uzkelti kuo aukiéiau, o kipsiukas
stengiasi Sizifui trukdyti. Ant kelinto laiptelio auks¢iausiai Sizifas gali
uzkelti akmenj, kad ir kaip jam trukdyty kipsiukas?

Isspreskite lygtj
3 —y® =y + 61

naturaliaisiais skaiéiais.
Sekos a1,...,8n,...,01,...,bn,... yra tokios, kad a@; > 0,b; > 0,

1 1
Bt = By s

Qpi1 = Gp + b a
n n

Irodykite, kad
aos + bos > 10\/5.

.......

vietoje Zvaigzduéiy ] sistemag

*T + *y + %z = 0,

*z + %y + %z = 0,

*T 4y +*xz2 =0
jrasinéja skaiCius. Pirmasis zaidéjas laimi, jei gautoji lygéiy sistema turi
nenulinj sprendinj. Ar visada pirmasis zaidéjas gali laiméti?

Nustatykite, kiek krastiniy turi j apskritima jbréztas daugiakampis, ku-
rio krastiniy ilgiy kvadraty suma yra didZiausia.
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a.34.

a.35.

«.36.

a.37.

«.38.

«.39.

a.40.

a.dl.

.42,

Uzdaviniai

Per bet kurias dvi nelygiagrecias taisyklingo 1996-kampio jstrizaines
isveskime tieses. Tegu a,f yra &iy tiesiy sankirtos kampai. [rodykite,
kad a/f yra racionalusis skaiéius.

Skritulys C' lietia du pusskritulius bei atkarps PQ, kuri yra statmena
skersmeniui AB. Raskite skersmens AB ilgj, jei skritulio C' plotas ly-
gus 97, o didZiojo pusskritulio dalies be skritulio C ir abiejy mazyjy
pusskrituliy plotas lygus 39x.

Q

A P B
Tegu ABC'D yra vienetinis kvadratas, o P, @ yra du plok§tumos taskai:
@ yra apie trikampj BPC, D - apie trikampj PQA apibréztyjy apskri-
timy centrai. Raskite visas galimas atkarpos P@Q ilgio reikémes.
Keturkampis ABCD yra trapecija (AD lygiagreti BC), taskai P, Q pa-
rinkti tiesése AB ir CD taip, kad kampai ZCPD, /BQA yra didziausi.
Tarkime, taskas P yra atkarpoje. Jrodykite, jog ZCPD = /BQA.
Iskilusis keturkampis ABCD yra jbréztas j apskritima, o ry, 7y, 7¢, 7 yra
atitinkamai } trikampius BCD, ACD, ABD, ABC jbréztyjy apskritimy
spinduliai. Jrodykite, kad rq + r. = rp + rg.
Tegu a,b,c,d yra sveikieji teigiami skaidiai, ab = cd. Jrodykite, kad
skaiéius a 4+ b + ¢ + d yra sudeétinis.
Sveikyjy skaiéiy seka a;,az,... sudaroma pagal tokig taisykle:
a1 =1,a; =2;je1n >3,

| ban—1 —3an_2, jei an_2an_; yra lyginis skaicius,
On = Gn—1 — Qp—2, jel @n—2a,-1 yra nelyginis skaiéius.
Irodykite, kad su visais n a, # 0.
Apibrézkime tokiag nattraliyjy skaiéiy seka:
z1 =19, z2 =95, z, = [a:n_l,xn_z] +2p-0, n>3;
¢ia [a, b] yra bendras maziausias sveikyjy skaiéiy a, b kartotinis. Raskite
bendrq, dldilaumz_&]; Skaiéiq T1995,Z1996 dahkl;

Tegu k,n yra du sveikieji skaidiai, 1 < k£ < n. Raskite sveikaj; skaiciy
b ir aibe A, sudaryts 1§ n sveikyjy skaiéiy, kad blty patenkintos sios

salygos:
1) jokiy skirtingy k — 1 aibés A elementy sandauga nesidalija i3 b;
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a.43.

.44,

a.45,

a.46.

a.47.

a.48.

«.49,

2) bet kokiy skirtingy & aibés elementy sandauga dalija. b;
3) jel a,a’' € Air a # d', tai a nedalija a'.

Skirtingy natiiraliojo skai¢iaus n dalikliy skai¢iy (jskaitant 1 ir n) Zyme-
sime d(n). Tegu @ > 1 ir n > 0 yra tokie sveikieji skaiéiai, kad a™ + 1
yra pirminis. Irodykite, kad

d(a® —1) > n.

Tegu z1,32,...,Z1996 yra tokie realieji skaiciai, kad su bet kokiu antrojo
laipsnio polinomu W(z) bent trys i§ skaiéiy

W(z1), W(z3),... y W(z1996)

yra lygis. Irodykite, kad tada bent trys i skaitiy z1,z2,..., T 906 irgi
yra lygis.

Tegu S yra sveikyjy skaiéiy aibé, 0 € §,1996 € S. Tarkime, bet kurio
nenulinio daugianario su koeeficientais i3 .S sveikoji 8aknis (jei jis ja turi)
irgi priklauso S. [rodykite, kad tada —2 € S.

Raskite visas lygines ir visas nelygines funkcijas, apibréztas sveikyju
skai€iy aibéje ir su bet kokiu sveikuoju = tenkinanéias salyga

f(z) = f(z® +z + 1).
Funkcijos
Flz) = o™ f @pai®™ ™ Littagd™ 2 4 o oty B 4 ag, n>1,
grafikas kerta ties¢ y = b taskuose By, Bs,...,Bp, 0 tiesey = ¢ (¢ # b
) taskuose C1,Cy,...,Cy (tatkai numeruojami is kairés j desing). Tegu
P yra desiniau tasko C', esantis tiesés y = c tadkas. Raskite suma

ctg(£B1C1P) + ctg(LB2CyP) + ... + ctg(£LB,C, P).

Su kokiomis realiosiomis teigiamomis a ir b reiksmémis nelygybé

. b b b

Z1T2 + ...+ Tu1Tn + ThTy 2> TiT23 + ToT3TE + ...+ ThT Ty
yra teisinga su visais sveikaisiais n > 2 ir su visais teigiamais realiaisiais
skaidiais @1, zg,...,2,7

Du Zaidéjai paeiliui Zenklina begalinés sachmaty lentos langelius. Vienas
rafo Zenkla X, kitas — o. Laimi tas Zaidéjas, kuris savo Zenklu sugeba
pazymeti 2 x 2 dydzio kvadratg. Ar pradedantis zaidéjas visada gali
laimeti?

eeetw o000
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a.50.

a.0].

a.b2.

Uzdaviniai

Panaudojus skaitmenis 1,3,4,5,6,7,8 ir 9 lygiai po vieng karta, uz-
radytas triZzenklis skai¢ius A, du dviZenkliai skaiéiai B,C,B < C, ir
vienzenklis skai¢ius D. Keliais buidais tai galima padaryti, jeigu zinoma,
kad A+ D=B+C=1437

Olimpiados pradzioje Ziuri sudaro 30 nariy. Kiekvienas narys mano,
kad dalis Ziuri nariy yra nekompetentingi. Si nuomoné néra kei¢iama.
PosedZiy metu Ziuri nariai balsuoja isbraukdami jy nuomone nekom-
petentigus asmenis, taciau niekas nebalsuoja pries save. Jeigu pries
asmen] balsuoja daugiau negu pusé Ziuri nariy, jis i§braukiamas i§ ziuri
nariy saraso iki olimpiados pabaigos. Jrodykite, kad daugiausiai po 15
posedziy daugiau pasalinimy nebebus.

Keturiose degtuky dézutése yra atitinkamai po 38, 45, 61, 70 degtuky.
Pirmas Zaidéjas pasirenka bet kurias dvi dezutes ir i§ima i3 kiekvienos po
tam tikrg nenulinj (nebiitinai ta patj) skaiéiy degtuky. Po jo ta patj daro
antrasis zaidejas, vél pirmasis ir taip toliau. Pralaimi tas Zaidéjas, kuris
nebegali paimti degtuky. Kuris i§ dviejy zaidéjy turi islosimo strategija?

. Ar jmanoma visus natiiralivosius skai¢ius suskirstyti j dvi klases taip,

kad:
a) jokie trys A elementai nesudaryty aritmetinés progresijos,
b) 1§ B elementy negalima bty sudaryti jokios begalines didéjanéios
aritmetinés progresijos?

Kai biidavau nelaimingas, uzsiimdavau matematika, kad
tapéiau laimingas. Kai biidavau laimingas, uZsiimdavau
matematika, kad laimingas i8likéiau.

Alfredas Renji (Alfréd Rényr)
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w.4.

w.H.

w.6.

w.8.
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Skyrelj tvarko Artiiras Dubickas

Pirmieji Sedn §1o skyrelio uidaviniai neretkalauje universi-
tetiniy matematikos kursy #iniy. Juos sprende pasaulinés
matematiky olimpiados, vykusios Indijoje, dalyviai (Zr.
R. Kasubos straipsng). Kitus uwzdavinius pasiilé Vilniaus
unwversiteto studentas Giedrius Alkauskas.
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Staciakampé lenta ABCD,AB = 20,BC = 12, padalyta j 20 x 12
vienetiniy kvadratéliy. Tegu r yra natiiralusis skai¢ius. Monetg i3 vieno
kvadratélio galima perkelti j kita tada ir tik tada, kai atstumas tarp siy
kvadrateéliy centry lygus /7. Reikia rasti tokia éjimy seka, kad atlikus
visus éjimus moneta i§ kvadrato su virsine A biity perkelta j kvadrata
su vir§tine B.

a) Irodykite, kad to nejmanoma padaryti, jei  dalijasi i§ 2 arba 3.

b) Irodykite, kad monety galima siuo biidu perkelti, jei r = 73.

¢) Ar jmanoma tai padaryti, kai r = 977

Tegu P yra toks trikampio ABC tagkas, kad
LAPB — (ACB = LAPC — LABC,

o taskai D, E yra | trikampius AP B ir APC jbréztujy apskritimy centrai.
Irodykite, kad AP, BD ir CE kertasi viename tagke.

Tegu S = {0,1,2,...} yra neneigiamy sveikyjy skaic¢iy aibé. Raski-
te visas funkcijas, apibréztas aibéje S bei jgyjanéias reiksmes toje pat
aibéje, kad su visais m,n € S bity teisinga lygybé

fm+ f(n)) = f(f(m)) + f(n).

Tegu aibg S sudaro ty natiiraliyjy skai¢iy poros {a,b), su kuriais abu
skai¢iai 15a + 16b,16a — 15b yra natiiraliyjy skai¢iy kvadratai. Raskite

min{min{15a + 16b, 16a — 15b} : (a,b) € S}.

Tegu ABCDEF yra iskilusis sesiakampis, kurio krastiné AB yra lygia-
greti krastinei ED, BC lygiagreti FE ir CD lygiagreti AF. Tarkime,

eeeo(ytw @00



96

w.9.

w.10.

w.11.

Uzdaviniai

Ra,Rc, Rg yra apie trikampius FAB, BCD, DEF apibréstyjy apskri-
timy spinduliai, o p yra Sesiakampio perimetras. Jrodykite, kad

Rs+ Rc+ Rg 2>

SRt

Tarkime n, p, ¢ yra natiralieji skai¢iai tokie, kad n > p+q. Tegu sveikieji
skaidiai g, 21,...,%, tenkina salygas:

(&) &p =@n =0

(b) su visais sveikaisiais 1 <i <n

arba z; — z;_1 = p, arba z; — z;_; = —q.

Irodykite, kad atsiras indeksy pora (7,j) tokia, kad i < j,
(i,7) # (0,m) ir a5 = ;.

Kiekvienai aibés {1,2,...,n} elementy perstatai

(1 2 8 s n)
g = ' . . ¥
29 g 13 ... 1In

apibrézkime f(V(0) = o2, f*+(0) = FO(f(K) (o). Natiraliajam &
nustatykite: '
a) kiek yra perstaty, tenkinanéiy lygybe f*) (o) = o;
b) kiek yra perstaty, tenkinanéiy lygybe f(¥)(c) = e; &a e yra tapa-
tinga perstata.
Giedrius Alkauskas

Baigtinés aibés A elementy skaiéiy Zymésime |A|, atstumg tarp dviejy
plokstumos tasky z,y Zymeésime d(z,y). Baigtinei plok§tumos tasky ai-
bei A apibrezkime:

dmaez(A) = max{d(z,y) : z,y € A,z # y},

dmin(A4) = min{d(z,y) : 2,y € 4,z # y}.

Tegu
dma:u (A)

Rn = inf{ T

c A |A| = n}
Irodykite, kad egzistuoja du realieji skaidiai «, 3, kad

R, ~an®, n— .

Raskite &iluos skaiéius.
Giedrius Alkauskas
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w.12. Su kokiais nataraliaisiais m, ¢ egzistuoja tokie du nenuliniai daugianariai
Pluy,ug,...,u;m), Q(u1,us,...,un), kad

(=t Fwgt o oo b B ) Plei s Bovones Bm) = Q] j2dssves 2L )

su visomis z; reikdmemis?

Giedrius Alkauskas
w.13. Apibrezkime skaiéiy seka

1 1
20=0, auss = (o + =) (1-—5).

Irodykite, kad skai¢iy seka a konverguoja ir jos riba « yra iracionalusis
skai¢ius. Kam lygus skaifiaus a dvejetainés israigkos i-asis skaitmuo?
Ar o yra algebrinis skaiéius?

Giedrius Alkauskas
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Ne vien tik skaitykite, grumkités! Formuluokite savo
klausimus, ieskokite pavyzdziy, kurkite savo jrodymus.
Ar i prielaida buitina? Ar atvirkstinis teiginys teisin-
gas? Ka gauname specialiuose klasikiniuose atvejuose?
Kg gauname ribiniuose atvejuose? Kaip jrodyme pa-
naudojama prielaida?

Paulius Halmosas ( Paul Halmos)
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Sprendimai

e ey ey e ey

w.1l. Kompleksinis skaicius w atvaizduojamas j kompleksing z pagal taisykle
z = 2w+ w?. [ kg atvaizduojamas apskritimas lw| =12

Sprendimas. Uzdavinj i8sprendé VU Matematikos fakulteto studentas
Remigijus Jodelis.

Jeigu vienetinis apskritimas C; neslysdamas riedés vienetiniu apskritimu
Co, tai taskas A (Zr. 1 bréz.) brés Sirdies formos kreive, kurj vadinama
kardioide. Remigijus siiilo panagrinéti 2 bréz. ir jsitikinti, kad minétasis
atvaizdis perveda vienetin] apskritima j kardioide.

z = 2w + w?

1 brez. 2 brez.

w.2. Tequ E bet kokia skaiti apskritimo tasky aibé. Ar galima apskritimg
pasukts apre jo cenirg kokiu nors nenuliniu kempu ¢, kad aibeé E pereity
1 atbe Ey, nesikertanéig su E?

Sprendimas . Remigijus Jodelis issprendé ir 5 uzdavinj. Stai jo
sprendimas.

Nagrinékime apskritimo S postkj kampu ¢ pries laikrodzio rodykle.
Tasko s € S vaizda pazymeékime e(s|¢). Tegu E = {z1,z3,...}. Sudarykime
aibe

b = {gbij : e(:n,-]qﬁ,-j) = 2,4, = 1,2,.. -
Tada ® C [0,27) ir @ skaiti aibé. Todél bitinai atsiras ¢ € [0,27),¢ ¢ .
Tada su bet kokiais z,y € E,z # y bus e(z|¢) # y.
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