Gintaras Bak§tys

Draudimo matematika?
Kodel gi ne!

Ivadas

Yra knygy, skambiai pavadinty draudimo ar aktuarine matematika. At-
sivertes bet kurig i8 ju, pamatysi nejprastus Zymenis. Akj traukia ir &urpulj
varo dydziai su indeksais ne tik virSuje ir apaéioje, bet ir kairéje, ir desinéje
pusese. Mistiskas* riibas dengia elementarig ar kartais Siek tiek sudétinges-
ne, bet vis vien standarting matematikg. Sia prasme, draudimo matematika,
kaip specifiné matematikos dalis, su vien jai biidingais metodais neegzistuoja.
Tera tik tikimybiy teorijos, atsitiktiniy procesy ir matematinés statistikos
taikymai. ‘

Antra vertus, draudimo praktikos uZzdaviniai smarkiai pastiiméjo mi-
netgsias matematikos disciplinas j priekj. Matematika yra taip iSaugusi ir
issisakojusi, kad papraséiausiai triiksta laiko moksleiviui ar studentui paro-
dyti kiekvienos sgvokos istakas ar vystymasi. Dazniausiai pateikiama tik sut-
varkyta ir i§dailinta matematiné teorija. Sutvarkymo logika paprasta: pries
tai buve rezultatai yra biitini gauti po jy pateiktiesiems, sie salygoja tolesnius
ir t. t. Taip patogu mokytis, bet nevisada aisku, kodél prireiké vienos ar kitos
teoremos. DaZnai nauji ir svarbiis rezultatai atsiranda sprendziant praktinius
uzdavinius. Draudimas, o dabar ir kiti finansinio neapibréztumo sumazinimo
mechanizmai, pilni netikétumy. Cia profesionalus matematikas gali bandyti
pritaikyti savo sugebéjimus.

Ir dar, neuZmirskime, kad daug universitetus baigusiy matematiky jsi-
darbina draudimo kompanijose. Draudimo kompanijos matematikas privalo
ivaldyti standartinj jam reikalingy Ziniy rinkinj, kuris ir vadinamas draudimo,
arba aktuarine, matematika.

Laikui bégant pasirodo, kad sie istoriskai susikloste Zymenys yra tikrai patogis

naudoti.
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6 G. Balkstys

Gyvybés draudimas

Draudimas yra paprastas ir, kaip rodo praktika, efektyvus atsitiktiniy
nuostoliy suglodinimo mechanizmas. Besidraudzianéiy asmeny jmokos su-
daro fondg, kuris véliau naudojamas i§ anksto aptartoms zaloms atlyginti.
Matematikas turi suskaic¢iuoti draudimo jmokas taip, kad jos nebiity pernelyg
didelés arba mazos. Jei jmokos yra maZos, tai fondo pinigy gali neuztekti
visiems nuostoliams atlyginti. Jei jmokos dideles, nickas nenorés tokio drau-
dimo.

Aptarsime gyvybés draudimg. Gyvybes draudimo kompanijos draudzia
nuo finansinio nuostolio, kuris susijes su apdraustojo asmens amZiaus trukme.
Nuostolio dydis yra i§ anksto aptariamas ir vadinamas draudimo suma. San-
doriy, panadiy j gyvybés draudima, pasitaikydavo jau paéiais seniausiais
amziais.

Genujos pirkliy gudrybés: aktuarinis diskontas

Genujos pirkliai laivais leisdavosi | ilgas ir pavojingas keliones. Rizi-
kingais Zygiais jie susikrové turtus, kuriais viduriniaisiais am#iais garséjo &is
miestas. Kiekviena karta isplaukdamas prekijas zinodavo, kad gali prarasti
savo prekes ir laiva. MaZa to, dazni tuo metu gaisrai ir plésikai galéjo su-
naikinti kitg jo turts. Reikéjo garantijos, kad istikus nesékmei vél bus galima
bandyti testi savo versla. Kartais grupelé pirkliy susitardavo palikti saugioje
vietoje po tam tikrg sumg pinigy. Praéjus sutartam laikui, tarkime vie-

niems metams *

, like gyvi pasidalydavo visus surinktus pinigus. Kiek tek-
davo kiekvienam, sulaukusiam nustatyto termino pabaigos? Tarkime, kad
i§ pradziy I, besidraudzianciyjy sumokéjo po P. Jei po 1 mety liko 11

asmenuy, tai kiekvienas isgyvenes gavo po

P,
ot

Akivaizdu, kad lo > lo41. Todél gauta suma yra didesné nei jmoka P. Ati-
dave savo pinigus saugoti bankui, taip pat atgausime ** truputj daugiau, nei
pradzioje investavome. Siuo atveju analogija yra gilesné, nei atrodo i5 pirmo
zvilgsnio. Jei bankas sumoka 7 palikany per metus, tai po mety jdéta suma
Ap padidéja iki

Ay = Ao(1 +4).

*  Siuo atveju terminas yra visiskai neesminis.

**  Ne visi susigundo nepatikimy banky didelémis paliikanomis
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Draudimo matematika? Kodél gi ne! 7

Akivaizdu, kad po mety norédami gauti A; dabar turime jdéti Ay = Ayv; éa

1
T 1440

v

Daugiklis v yra vadinamas metiniu diskonto daugikliu, o Ay = Ajv — isipa-
reigojimo 1smoketi po 1 mety sumg A; diskontuota verte.

Jel Genujos prekijai savo draudimo fonda biity patikéje tokiam bankui,
tal kiekvienas, sulaukes termino pabaigos, biity gaves po

Pl (1+9)
lot1 '

Jmokos P ir po mety iSmokamos sumos santykis yra

P _ lo+1 )
P'l.'(l‘l‘i)_ l.
Tl
Pazymeékime
I.+1

Pe = l ) E. = Pov.

Matome, kad atsargus Genujos pirklys, sulaukes vieneriy mety termino pa-
baigos, gaus S, jei i§ pradziy buvo jmokéjes

P=.9-FE,.

Isitikinome, kad pazadas po 1 mety i§gyvenusiam sumokéti suma S yra vertas
S - E,. Dydis E, yra vadinamas aktuariniu metiniu diskonto daugikliu.

Jei pirkliai bty susitare susitikti po & mety, tai lo4; i8gyvenusiyjy
pasidalyty savo P - I, - (1 + ¢)*. Jmokos ir po k mety i¥mokamos sumos
santykis blity

P — l.+k . k
P.l,-(1+1)k le ‘
Lok
Pazymeje
l. o 3
kP = —XX, LBy = rpav®,

Lo

matome, kad jsipareigojimas po k mety iSgyvenusiam sumoketi suma S yra
vertas

P = Sz By,

Dydis E, yra vadinamas aktuarine diskonto funkcija.
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8 G. Bakstys

Pensija. Mirtingumo lentelé

Pensija yra jsipareigojimas nuo tam tikro momento iki gyvenimo pabai-
gos periodiskai mokeéti sutarty pinigy suma. Zinome, kad pazadas po k mety
ismoketi sumg S yra vertas S yE,. Akivaizdu, kad visy isipareigojimy suma

S+81E-+52E0+:S(1+1Eo+2Eo+)

ir yra pensijos po S kasmet iki gyvos galvos diskontuota verté. Matome, kad
81 verte tiesiskai priklauso nuo idmokos dydzio S. Intuityviai aisku, kad verté
turéty priklausyti ir nuo pensijinio am#iaus z.

Pasielkime taip, kaip tai daré prie§ porg simtmeéiy. Tarkime, kad is I,
naujagimiy savo pirmojo gimtadienio sulaukia [/, antrojo — Iy, ir t. t. Gauta
skai¢iy seka

lo,l1,1o,...
vadiname mirtingurmo lentele. Padarykime dar vieng prielaida: jei i pradinés

T amZiaus Zmoniy grupes, kurioje pradiniu momentu buvo I, asmeny, po
mety liko le41, po 2 — lega, ir t. t., tai

l P —

be IO-H _ l.+2 _
IJ: l:r+1 II+2

Pateiktasis modelis vadinamas determinuotos iSgyvenanéiyjy grupés modeliu.
Mirtingumo lentelé konstruojama pagal turimus statistinius duomenis. Po
to suskaiciuoti, pavyzdziui, pensijos verte yra nesunku. Siuo atveju gauname

kE. — l“"‘kvk = lx+kvk.
le Iy

Todél z amZiaus Zmogaus pensijos po S kasmet iki gyvos galvos diskontuota
verté yra

g. (I—I’UO + l:::—l—lvl + lz+2vg L. ) '
le L ls
Cia diskonto daugiklis v priklauso nuo metinés paliikany normos .

Sis modelis naudojamas iki iol. Yra sugalvota jvairiy iSradingy priemo-
niy, dar palengvinanéiy nesudétingus, bet gana monotoniskus skaiéiavimus.
Paprastumas ir naudojimo patogumas atperka akivaizdZius jo trikumus. Ak-
tuarinial skaiiavimai pasidaro labai panagiis j finansinius. Jsitikinkite tuo,
apibrézdami ; E, ir E, bei jrodydami, kad

kB =E; - Ez-—l—-l = 'E:n+k-
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Draudimo matematika? Kodél gi ne! 9

Ar uzteks pinigy?

Viskas buty grazu, tik let, kartu ir aktuarinio diskonto funkecija E,
realiame pasaulyje yra atsitiktiniai dydziai. Vadinasi jsipareigojimo mokeéti
pensija verté taip pat yra atsitiktinis dydis. Ateéjo eilé truputj sudétinges-
niam: stochastiniam (atsitiktiniam) i§gyvenanciyjy grupés modeliui. Jsiti-
kinsime, kad determinuotas modelis pateikia mus dominanéiy jsipareigojimy
vidutine diskontuota verte.

Pagrindiné modelio prielaida yra ta, kad kiekvienas z amZiaus asmuo
nepriklausomai nuo kity su ta paéia tikimybe p, iSgyvena dar vienus metus.
Tikimybiy seka

Po,P1,P2,- -

taip pat vadiname mirtingumo lentele. Tikimybe, kad =z amZiaus sulaukes
asmuo i5gyvens dar k mety pazymeékime pp,. Nesunku jsitikinti, kad

kPz = Pz ' Pa+1 """ Pz4(k—1)-

Jei I, yra skaidius z amZiaus asmeny pradiniu laiko momentu, dar k mety
i8gyvenusiy skaiciaus le4 vidutiné reikdme

El.+k = I. * kPz.

Todél diskonto funkcijos vidutiné reikime

logk 4 .
E.E, = E I-H oF = lll.kpmv".

Sutvarke gausime
E]._-E- = Pz " Pz41 " 'Pz+(k~1)'”k-

Matome, kad Zinodami tikimybes pj, galime suskaidiuoti mus dominanéiy
isipareigojimy viduting diskontuotg verte. Dydis

By = ExE,

yra vadinamas aktuarine diskonto funkcija.
Jei pradétume stebéti l, = Iy naujagimiy grupe, tai k mety amZiaus
sulaukusiyjy vidutinis skaiéius

lk = El.+k = IO “PoP1Pk—1-
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Seka I ankstesniame skyrelyje pavadinome mirtingumo lentele. Nesunku
patikrinti, kad

Bz = lﬂ}:k Uk:
t. y. sutampa su aktuarinio diskonto funkcija, apibrésta determinuotame
modelyje.
Paprastai draudimo kompanija turi ne viena kontrakta, o visg jy paketg.
Tarkime, kad prisiimty jsipareigojimy vidutinés vertés ir dispersijos yra

V1,21, V2,%8,,...

Jei kompanijos pardavimo strategija yra pakankamai apgalvota, jsipareigoji-
mai yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. Tuo atveju suminis jsipareigoji-
mas vidutinigkai vertas

V=VitVat--,
o jo dispersija

D=Si+ Tt
Jei kontrakty yra daug, tai, kaip teigia centriné ribiné teorema, jsipareigojimo
pasiskirstymas yra artimas normaliajam, kurio vidurkis V ir dispersija .

Siuo atveju lengvai galime suskai¢iuoti jsipareigojimy vertés nuokrypiy nuo
vidutinés reiksmeés tikimybes.
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