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Finansy
matematiniali modeliai

,Siuolaikinés finansy teorijos matemalinivose mo-
delivose sutinkami kat kurie grafiaust tikimybiy ir
oplimizavimo teorijy tathymai. Tadiau, Zinoma,
viskas, kas moksle yra grazu — mebilinai prakiiske
ir, supraniama, ne viskas, kas moksle praktiska yra
grazu. Cia gi turime abi puses. Sudélingi, 15 pirmo
Fvilgsnio, finansy teorijos matematiniar modeliar
iuri tiestoging bet reik¥mingq jlake finansy prak-
tikai. ©

Robertas Mertonas

Remiantis fiuolaikine samprata, finansy teorijos esmé yra ekonominiy
agenty veiklos, tvarkant savo resursus tiek supancios aplinkos, tiek laiko
atzvilgiu, aprasymas. Supancios aplinkos neapibréztumas ir laikas yra pa-
grindiniai faktoriai, saglygojantys finansine agenty veikla. Tai diktuoja ir pa-
grindinius taikomus finansy teorijoje matematinius metodus: tikimybiy teori-
jos ir optimizavimo. NezZinoma aplinka lemia stochastin} uzdaviniy pobudj.
Kita vertus, sprendziant investavimo-taupymo dilemsa atsiranda optimizavi-
mo uzdaviniai.

Vertybiniy popieriy rinka,
opcionai ir busimieji kontraktai

Vertybiniy popieriy rinka

Pagrindines finansy teorijoje nagrinéjamos struktiiros yra individai, fir-
mos, tarpininkai ir vertybiniy popieriy rinka. Svarbiausia vietg tarp Siy
struktiiry uzima vertybiniy popieriy rinka, kuria labiausiai ir domisi finansy
matematika. Vertybiniy popieriy rinka laikoma visuma organizuoty finan-
siniy institucijy, kuriose vykdomos operacijos (prekyba, mainai,...) stan-
dartizuotais vertybiniais popieriais — akcijomis, obligacijomis, blisimais kon-
traktais, opcionais ir t. t. Be operacinés funkcijos, vertybiniy popieriy rinka

eo0o x|w o000



12 R. Leipus

pasiZzymi svarbia informacijos 8altinio funkcija. Cia nustatomos akcijy ir kity
vertybiniy popieriy kainos, paliikany normos ir pan. Naudodamiesi §ia infor-
macija, individai ir firmos sprendzia iskylanéius investavimo uzdavinius.

Pagrindiniai vertybiniai popieriai cirkuliuojantys vertybiniy popieriy
rinkoje yra akcijos bei obligacijos. Kiti vertybiniai popieriai — opcionai,
biisimieji bei iSankstiniai kontraktai ir t. t. — vadinami isvestiniais verty-
biniais popieriais (derivative securities).

Opcionai

Praktiniu pozitiriu, didziausig jtaka $iuolaikinei finansy teorijai turejo
Bleko-Soulso modelis. Jo autoriai - amerikieciai F. Blekas (Fischer Black,
1988-1995), M. Soulsas (Myron Scholes) [1] ir R. Mertonas (Robert C. Mer-
ton) [21]. Sio modelio pasirodymas sutapo su Cikagos opciony birzos CBOE
(Chicago Board Option Ezchange) atidarymu 1973 metais. Sekminga besi-
plecianti prekyba vis sudétingesniais i§vestiniais vertybiniais popieriais sti-
muliavo didziulj teoriniy ir praktiniy opciony teorijos srities darby skaiéiy.
Netrukus Bleko-Soulso formulé, kuria naudojantis birZos dalyviai galéjo su-
skai€iuoti opciono racionalig verte ir konstruoti hedzingo (hedging — ap-
sidraudimas, siekiant sumaZinti rizika, angl.) strategija, buvo jvesta j fi-
nansinius kalkuliatorius. Antra vertus, opciony vertinimo teorija suformavo
bendrosios finansiniy ieskiniy vertinimo (contigent-claims pricing) teorijos
metodologinius pagrindus. Apie tai pakalbésime detaliau.

Pirmiausia, susipaZinsime su opciono savoka.

Opcionu vadinamas kontraktas, pagal kurj viena i3 jo saliy jgyja teise
pirkti arba parduoti preke fiksuota kaina fiksuotu laikotarpiu, o kita — uz tam
tikrg kaing (premija) jpareigojama jvykdyti kontrakto sglygas, parduodant
arba perkant sandorio objekta fiksuota kaina.

Zodis ,teise“ reiskia, kad opciono pirkéjas gali atsisakyti pirkti arba
parduoti nurodyta kontrakte preke, jeigu tai jam nenaudinga. Jeigu jis nu-
taria realizuoti savo teise, tai opciono pardavéjas privalo jvykdyti kontrakto
isipareigojimus parduodamas arba pirkdamas preke.

Standartiniai opcionai yra dviejy formy: pirkimo (call) ir pardavimo
(put).

Pirkimo opciono atveju jo savininkas uz tam tikra premija jgyja teisc
fiksuota kaina pirkti norimg prekg. Opciono pardavéjas jsipareigoja parduoti
preke, jeigu opciono pirkéjas pareikalauty.

Pardavimo opciono atveju jo savininkas uz tam tikra premija jgyja teise
fiksuota kaina parduoti norimg preke. Opciono pardavéjas jsipareigoja pirkti
preke, jeigu opciono pirkéjas pareikalauty.

Kaina, kurig opciono pirkéjas sumoka pardavéjui, vadinama opciono
verte.

Opciono jvykdymo kaina (sirike price, ezercise price) — tai kontrakte
fiksuojama kaina, kuria opciono savininkas gali pirkti arba parduoti norimg
preke.
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Finansy matematiniai modeliai 13

Pagal opciono realizavimo laikg i3skiriami europietiskasis ir amerikie-
tiskasis opcionai (European and American options). Europietiskojo opciono
atveju kontraktas jvykdomas tiksliai nurodyta dieng (maturity, ezpiration
date). Amerikietiskasis opcionas gali biti jvykdomas bet kada iki nurodytos
dienos.

Didziausiose pasaulio vertybiniy popieriy birZose investuotojams siiilo-
mas didelis opciony pasirinkimas: akeijy opcionai, indeksy opcionai (pa-
vyzdziui, S&P 500, NYSE), obligacijy opcionai, prekiniai opcionai (javy,
aukso,...), valiuty opcionai ir pan.

Patys populiariausi vertybiniy popieriy birzose yra akeijy opcionai. Tar-
kime, kad sandorio objektas yra akcijos ir jveskime Zymenis:

T - opciono jvykdymo data (metai);
Sy — akcijos kaina momentu #;
I - opciono jvykdymo kaina.

Nagrinékime europietiskajj pirkimo opciong. Momentu T kaina St gali
nevirsyti jvykdymo kainos K arba baiti didesné uz K. Jeigu St < K, tai op-
ciono pirkejas pagal kontrakto salygas akeijy uz kaina K nepirks, kadangi gali
jas pigiau nusipirkti rinkoje. Taigi kontraktas tokiu atveju nepasiraSomas ir
opciono pirkéjas turi nuostolj, lygy sumokeétai premijai. Jeigu St > K, tai
opciono savininkas kontrakta pasirasys, kadangi jis nusipirkes uz K, akci-
Jas rinkoje parduos uz S7. Taigi iSmoka opciono pirkéjui momentu T yra
(ST — K)t := max{St — K, 0} ir jo visas pelnas &iuo atveju bus (Sr — K)*
minus sumokeétoji premija. Vadinasi, pirkimo opciong verta jsigyti Zinant,
kad akcijy kainos kils.

Panasiai samprotaudami matome, kad pardavimo opciono savininko pel-
nas momentu T yra (K — S7)7.

pelnas pelnas

Sidkifas pardavéjas

_____ N /,. = s as
% /
- /
T K /°\ St ,’ St
opciono verte \ ;
\l— ardavéjas® A

pirkéjas
1 pies. Pirkimo opciono 2 pies. Pardavimo opciono
pelno diagrama pelno diagrama

Pagrindinés matematinés problemos, iskylanéios nagrinéjant opciono
kontraktus, yra:
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14 R. Leipus

(i) racionalios (teisingos) opciono vertés nustatymas. Pavyzdziui, pirkimo
opciono atveju reikia nustatyti iSmokos (St — K)* biisimu momentu
t = T dabarting, t. y. momentu ¢ = 0, verte;

(ii) hedZingo konstravimas. Opciono pardavéjui, gaunandiam dabartiniu
momentu opciono vertés dydzio premija, reikia sukonstruoti apsidrau-
dimo (hedzingo) strategija, kuri europietigkojo pirkimo opciono atveju
laiko momentu ¢ = T dubliuoty i¥moka (S — K)*.

Opciony modelis yra pla¢iai naudojamas aprasant firmos, kurios in-
vesticinis kapitalas didinamas isleidZiant akcijas ir skolinantis, kapitalo
struktira.

Tegul S, kuri anks¢iau Zyméjo akcijos kaina, yra firmos verté (firm
value). Akcininkai tokioje firmoje yra pirkimo opciono savininkai: jeigu mo-
mentu T' firmos verté virsys paskolos su paliikanomis dydj (jvykdymo kaing),
tai akcininkai tokj opciong pasirasys, sumokédami skolg kreditoriams ir pasi-
likdami sau likutj. Jeigu momentu T' firmos verté yra mazesné uz paskolos
su palitkanomis dydj (bankrotas), tai skola kreditoriams nebus grazinta, t. y.
opcionas nebus pasiragomas. Tiksliau, bus grazinama tik dalis skolos, bitent
firmos verté bankroto momentu.

pelnas
(10 tikst. Lt)
3
ra
Pl
-8 s
e
P
7l L7

3 pies. Akcininky ir kreditoriy pelno diagrama

Pavyzdziui, tarkime, firmos investicijoms reikia 100000 Lt vieniems metlams. Ji
nutaria 70000 Lt gault imdama kredilg su 10% metiniy palikany, likusius 30000 Lt
i§leisdama paprasigsias akcijas. Visos po mely gaulos pajamos bus paskirstomos kred-
woriams ir akcininkams. Tarkime, nustalyla, kad firmos pajamos po mety su tikimybe
0,6 bus 200000 Lt, su tikimybe 0,8 - 60000 Lt ir su tikimybe 0,1 — 0 Lt. Vadinasi,
vidutinés pajamos po mety: 0.6-200000+0,3-60000+0,1-0=138 000 Li. Jeigu & reikimé
bity pasiekiama, ji atnedty akcininkams 138 000— 70 000— 7000=61 000 Li pelng. Tadiau
retkime 138000 Li néra pasiekiama. Firmos pajamos yra 0 Lt arba 60 000 Li, arba 200 000
Lt. Jeigu pajamos bus 0 Li arba 60000 Li, tai Jios surnos bus priskaiéiuojamos kredito-
riams, o akcininkai negaus nieko. Jeigu firmos verté po mely bus 200 000 L, tai kredito-
riams bus grgZinama 77000 Li, Likusieji 200 000-77000=123 000 Li — akcininky turias.
Taigi fiuo atveju, akcininky pozicija suiampa su pirkimo opciono pirkéjo (jvykdymo kaina
77000} pozicija.

Tarkime, kad galimos firmos vertés po mety reikimeés yra intervale [0,00). Tada,
jeigu firmos verlé po metly bus maZesne ui 77000 Li, akcininkai praras save 30000 Li.
Jetgu verté virdys 77000 Li, akcininkai pasirafys opciong, 1. y. i¥mokés skolg kreditori-
ams.

Panagiai galima nagrinéli kreditoriy pozicijg, kuri sulampa su pardavimo opciono
pardavéjo pozicija. Nagrinéjamojo pavyzdiio akcininky ir kreditoriy pelno diagrama pa-
vaizduotla 8 pies.
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Finansy matematiniali modeliai 15

Biusimieji ir iSankstiniai kontraktai.

Busimuoju kontraktu (futures contract) vadinamas susitarimas deél kon-
trakte nurodyto aktyvo buisimo pristatymo. Sudarydamas kontrakta, jo par-
daveéjas pazada parduoti, o pirkéjas — pirkti aktyva fiksuotu ateities momentu
uz kaina, fiksuotg kontrakto sudarymo metu.

Kontrakte nurodytas aktyvas gali biiti tiek materialiné vertybé — nafta,
auksas, grudai, tiek ir finansinis instrumentas — valiuta, vertybiniai popieriai,
indeksas.

Minétoji kaina, fiksuojama kontrakto sudarymo metu, vadinama biisi-
maja kaina.

Esminis bisimojo ir opciono kontrakty skirtumas yra tas, kad Zodis
teisé opciono atveju kei¢iamas } pazada busimojo kontrakto atveju. Taigi
opciong jo pirkéjas pasiraso tada, kai apsimoka, ir nepasira$o tuo atveju, kai
neapsimoka. Tuo tarpu biisimieji kontraktai privalo biiti pasiradyti.

Labai svarbus biisimyjy kontrakty bruozas yra tas, kad pats kontrak-
tas vel yra vertybinis popierius, kur] galima parduoti (,,uzdaryti pozicija®)
iki prekes pristatymo datos. Todél busimieji kontraktai praktiskai naudo-
jami ne norint jsigyti ar parduoti preke, o apsidrausti perkant ar parduodant
tg preke vadinamojoje tiesioginéje (spot) rinkoje, t. y. tokioje rinkoje, kur
pirkimo ar pardavimo operacijos atlieckamos tuo pa¢iu momentu kai sudaro-
mas kontraktas.

Vienas 15 svarbiausiy uzdaviniy sudarant buisimajj kontrakty yra nus-
tatyti biisimasias kainas. Tam yra nemazai buidy. Jie priklauso nuo aktyvo
ir rinkos pobtidZio. Pavyzdziui, jel rinka nearbitraziné (zr. kitg skyrelj) ir
egzistuoja nerizikingos investicijos su metine palitkany norma r galimybé o
kontrakto galiojimo laikotarpiu i$ aktyvo papildomo pelno néra, tai kontrakto
biisimoji kaina F' lygi

F= S[) BrT;

¢ia Sy — aktyvo dabartiné kaina, T' — aktyvo pristatymo momentas.
Reziumuojant busimajj kontrakts matematiskal galima interpretuoti
kaip kontrakta su iSmoka momentu T' lygia S — F. Kaip matome, skirtin-
gai nuo opciono, busimojo kontrakto ismoka gali biiti tiek teigiama, tiek ir
neigiama. Taciau sudarant tokj kontrakta, jo pardavéjui nemokama premija.
Isankstinis kontraktas (forward contract) apibréziamas panasiai kaip ir
biisimasis. Ta¢iau yra keli skirtumai. Pirma, buisimaisiais kontraktais pre-
kiaujama organizuotose birzose, o iankstiniai kontraktai sudaromi tarp indi-
vidy ar kontrakto Saliy ne birzoje. Antra, nei pirkéjo, nei pardavéjo pozicija
negali buti uzdaryta iki pristatymo momento parduodant ja treéiai saliai.

eee vt w o000



16 R. Leipus
Matematiniai modeliai

Bleko-Soulso modelis

Dar 60-ujy pabaigoje F. Blekas ir M. Soulsas nustaté europietizkojo
pirkimo opciono, kurio jvykdymo kaina K ir jvykdymo data T, racionaliajg
verte¢ momentu ¢. ISvesdami formule, jie daré tam tikras prielaidas, kuriy
pagrindinés yra Sios:

e akcijos, esandios opcioninio kontrakto objektu, nemoka dividenduy;
akcijos yra be galo dalios;
rinkoje Zinoma pastovi paliikany norma;
nera transakcijy kainuy;
prekyba vyksta tolydziame laike ir akcijy kainos keiciasi pagal logarit-
minj normalyji pasiskirstymo désnj (zr. (10) formule).
Tuomet, remdamiesi arbitrazo negalimumu, F. Blekas ir M. Soulsas
parodé, kad minétoji racionalioji verté yra F(t,5;); ¢ia F(t,x) tenkina dife-
rencialing lygt] dalinémis i§vestinémis

OF 1 , ,0°F  OF
g{—ga T W-l_TxE_TF_O’ (t,$)€[0,T]XR+ (1)

su krastine salyga
F(T,z) = (z — K)*, z € R4 (2)

Cia r yra nerizikingos investicijos metiné palikany norma, t. y. investave
nuliniu momentu vienets, momentu ¢ ,banko sgskaitoje* turésime S? = e™.
Grazos dispersijos augimo greitis o2, vadinamas nepastovumu (volatility) yra
vienintelis nezinomas parametras. (Aprasant akcijos kainas S; (4) stochastine
diferencialine lygtimi, nepastovumas o lygus dydzio In(S;+1/5:) dispersijai.)
(1) diferencialiné lygtis su (2) krastine salyga turi vienintelj sprendinj

F(t,z) = 28(dy) — Ke " T=98(d,); (3)
éla

i g
@(I):-—\/z_-;r-/e—%du,

_ In(z/K)+r(T 1)+ 30%(T — 1)
B ovT —1t ’
dg =d1 —UVT—t.
(3) lygybé yra zymioji Bleko-Soulso formulé. Jos pasirodymas paskatino

naujus teorinius tyrimus ir kitose matematikos sakose. PavyzdZiui, skai-
tiniuose metoduose ji stimuliavo naujus tyrimus, reikalingus atitinkamoms

d
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Finansy matematiniai modeliai 17

lygtims dalinémis i§vestinémis spresti, statistikoje — atsitiktiniy procesy dis-
persijos augimo grei¢io vertinimo metodika.

Bearbitrazeés rinkos teorija

Pradedant Roso (Stephen A. Ross) [24] darbu, Siuo metu dauguma
finansy rinkos modeliy remiasi arbitraZo teorija. Mes pateiksime pagrindines -
teorijos idéjas.

Arbitru vertybiniy popieriy rinkoje paprastai vadinamas Zmogus, kuris
sistemingai isloia, turédamas daugiau informacijos negu kiti rinkos dalyviai.
Arbitro negalimumas paprastai formuluojamas kaip bearbitrazés rinkos prie-
laida: nejmanoma su nulinémis investicijomis be rizikos gauti pelno.

Pasirodo, vienintelé prielaida apie arbitraZo negalimumag leidzia anali-
zuoti rinkos savybes, pvz. nustatyti CAPM sarysj, kurio iSvedimas réemesi
optimalaus portfelio savybemis. Arbitrazo teorijoje optimalumo prielaida
nebereikalinga, tac¢iau atsiranda reikalavimai kainy procesy savybéms.

Remdamiesi arbitrazo idejomis Dz. Koksas (John C. Coz) ir S. Rosas
[2] parodé, kad racionaligjg opciono verte galima suskaiéiuoti papraséiau.

Visy pirma reikia nustatyti, kokiu tikimybiniu modeliu apragomas akeijy
kainy kitimas (Zr. istorine apzvalga). Papraséiausias ir labiausiai priimtas
tolydusis kainy modelis yra geometrinis Vynerio procesas, apibréziamas ly-
gybe

St — Sne(;:—o'Q/Z)t-l-frW:, Sl] > 0,

¢ia {W;} yra standartinis Vynerio procesas tikimybinéje erdvéje (92, F, P).
Dazniausiai pastaroji lygtis uzrasoma kiek kitokiu pavidalu. Naudojant

stochastinj] Ito skai¢iavimag, kurio turinj trumpai nusakyti ¢ia bty sunku,

galima parodyti, kad tenkinama tokia Ito stochastiné diferencialine lygtis:

dSt = St(}'.tdt -+ G'de).

Naudojant stochastiniame skai¢iavime gerai Zinomg mato keitimo, arba
Girsanovo teorema, tikimybin] mata P galima pakeisti ,rizikai neutraliu®
ekvivalen¢iu matu P*, kurio atzvilgiu vidutinis kainy proceso S; augimo
greitis p biity lygus nerizikingos investicijos augimo grei¢iui r:

dS; = Sy(rdt + cdW,). (4)

Pastebésime, kad diskontuoty kainy procesas {S;/S?} yra martingalas mato
P* atzvilgiu. Pasirodo, tokio mato (vadinamojo ekvivalentaus martingalinio,
arba rizikai neutralaus) mato egzistavimas yra biitina ir pakankama bearbi-
trazes rinkos salyga.

Pirkimo opciono, kurio jvykdymo kaina K ir jvykdymo data T, raciona-
lioji verté momentu 0 yra

e—F‘TE*(ST _ I{)+ —
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18 R. Leipus

(z=+4o2T)2

1 o . '

F(t,z) yra randamas i8 (3) lygybés. Svarbu pastebéti, kad Bleko-Soulso
formulei neturi jtakos vidutinis augimo greitis u, kuris isnyksta rizikai ne-
utralaus mato parinkimo déka.

Kitas svarbus Bleko-Soulso modelio bruozas yra tas, kad esant paten-
kintoms pakankamai bendroms sglygoms, egzistuoja (vadinamoji hedzingo)
strategija, kuri dubliuoja opciono i&moka momentu 7. Paaiskinsime tai de-
taliau.

Tarkime, kad investuotojas laiko intervale [0, T] gali operuoti dviem ver-
tybiniais popieriais: nerizikinga investicija (paprastumo délei tegu tai obli-
gacija) kainomis {S} = e™} ir rizikinga investicija (tegu tai akcija) kainomis
{S:¢}, tenkinandiomis (4) lygtj. Kiekvienu momentu ¢ jis gali pasirinkti H?
obligacijy ir Hy akeijy. Pora (H, H) = {(HY, H;),0<t< T} vadiname port-
feliu, arba strategija. Tuomet portfelio verté momentu t yra

Ve= H}S? + H;S..

Svarbi Bleko-Soulso modelyje yra finansavimosi strategijos samprata.
Intuityviai finansavimosi strategija galima suprasti kaip tokia strategija, ku-
rial atitinkamo portfelio veréiy pokyéiai dV; gaunami dél kainy pokyéiy dS?
ir @5y (grieztai tai suprantama Ité prasme):

dVy = H)dS? + H,dS,.

Finansiniu ieskiniu, arba tiesiog ieskiniu (contingent clasm) vadinsime
bet kurj neneigiama F-maty atsitiktinj dydj h. Kaip ir daugelio kity finan-
siniy terminy, kol kas néra nusistovéjusio contingent claim vertimo 1 lietu-
viy kalbg. Pagal savo prasme tai ,ieskinys dél nenumatyty jvykiy itakos*.
Pavyzdziui, pirkimo opciono atveju h = (Sp — K)*. Strategija (H°, H) va-
dinama leistinaja, jeigu ji yra finansavimosi ir V; >0, V; € L*(Q,F,P*) su
visais t.

Dabar galime apibrézti hedzingo strategija. Sakome, kad (H°, H) yra
finansinio ieskinio & hedZingo strategija, jeigu ji yra leistina ir Vo = h.

Pasirodo, kad Bleko-Soulso modelyje kiekvienam finansiniam ieskiniui
h € L*(Q, F, P*) egzistuoja hedingo strategija.

Pastarosios terminologijos, stochastinio skaiiavimo metody panaudo-
Jimo ir matematiky susidomejimo arbitraZo teorija pradzia laikytini Harisono
(J. Michael Harrison), Krepso (David M. Kreps) [8], ir Harisono, Pliskos
(Stanley R. Pliska) [9] darbai.

Stochastiniais skai¢iavimais Bleko-Soulso opciony vertinimo teorija buvo
apibendrinta i§vestiniy vertybiniy popieriy su netiesine iSmoky funkcija (Ble-
ko-Soulso modelio atveju ji yra (ST — K)™*), priklausanéia nuo vieno ar dau-
giau vertybiniy popieriy ir kainy istorijos, atvejui. Susiformavo nauja finansy
teorijos saka — finansiniy ieskiniy analize CCA (contingent claims analysis).
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Finansy matematiniai modeliai 19

Daugeliu atveju galima gauti ,grazias® formules, i8sprendzianéias anks-
¢iau suformuluoty (ii) problema.
Pavyzdziui, jeigu h = (Sp — K)T, tai

oF
H,= 87(*%5:):
F(t,S:) — H,S
HtU — ( t‘;? i l;

da 2L2) _ §(q,).

Binominis modelis

Sis modelis buvo pasiiilytas 1979 metais Dz. Kokso, S. A. Roso ir M. Ru-
binstaino (Marc Rubinstein) |3], todel dar vadinamas CRR modeliu. Dél savo
paprastumo ir kartu pakankamo bendrumo jis paplito jvairiuose kainy mo-
deliavimo uzdaviniuose, nors pirmiausia buvo pritaikytas greitai apskai¢iuoti
opciono verte. Pabréztina, kad jis ypa¢ pladiai taikomas amerikietiskiems
opclonams skaiiuoti.

CRR modelis nusako diskreéig finansy rinka, funkcionuojan¢ig momen-
tais n = 0,1, ..., N. Nerizikingos ir rizikingos investicijy kainos yra atitinka-
mai SY = (1 4+ R)™ ir Spt1 = pnt1Sn, So > 0; &a p,, n=1,..., N, igyja tik
dvireiksmes 1+air 1 4+b (-1 < a < b). Reikéme p, = 1+ a atitinka kainos
kritimg, o reikéme p, = 1 + b — kilima.

So(l 1 b)2

4 pies. Binominis medis
Formaliai CRR modelis gali bati aprasytas taip: tegul
Q={l+a,1+0b}"
— aibé visy seky w = (z1, ...,z n); ¢ia kiekvienas z; yra arba 1+ «a, arba 1+ b;
F = 2% — visy Q) poaibiy o algebra ir p;(w) = z; sui=1,...,N.

Kiekvienas w € (2 atitinka vieng binominio medzio 3aka (lauzte). Tarki-
me, kad Zinoma algebry Seima:

Fo = {maﬂ}a
Fu = 08155980 ) =0(P15505Pa)s B=1; un N;
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ir tegu P — koks nors matas macioje erdvéje (Q,F)

P{(rls )} P{P1—$1) 1pN:$N}7 (.‘El,...,.’L'N)E\Q.

Sakykime, kad R € (a,b), ir pazymékime

Tuomet pasirodo, kad taip nusakyta rinka yra nearbitraziné tada ir tik
tada, kai pq, ..., py yra neprlklausoml vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai
ir P*{p1=1+a} =p*=1-P*{p; =1+1b}.

Zymékime C), — europietigko] jo pirkimo opciono, kurio kaina K ir jvyk-
dymo data N, verte momentu n. Nesunku jsitikinti, kad

Cn = (14 B~V EX(Sy — K)t|F:) =

= Sné(ko, N —n;5) — K(1+ R)~ N =™ (o, N — n; p’); (5)
éla
- Sa(14 b) 14+a
o 1+[ X /Inl—l—b]’

$(kyn;p) = ZCP(I p)",

P 1 +a
147
Kaip ir tolydziojo laiko atveju, ¢ia taip pat galima surasti hedzingo
strategija, t. y. tokig strategija, kuriai su visais n = 0,..., N biity teisinga
lygybe

Vo= (14 R)y™W="EX(Sy — K)*|Fy).
Pora (H°, H) randama i§ lygybiy

c(n, Sn—1(14+0))(1 4+ a) — c(n, Sn—1(1 + a))(1 + b)

Ha = A+ R)(a—b) -
H. — c(n,Sn_l(l—]-b))—c(n Sn 1(1+G))
" Sn 1(5—(1)

¢ia ¢(n, x) sutampa su (5) reigkiniu, kuriame S, yra pakeistas argumentu .

Nagrinékime rizikingg investicijg — valiutos pirkimg. Tarkime, 100 USD kaina Sve-
tcarijos frankais nuliniv momentu yra 150 SFR (Sy =150) ir yra du prekybos momentai.
100 doleriy kursas Sveicarijos franko atzvilgiu gali kristi iki 90 SFR arba kilti iki 180
SIFR, L. v.

180, su likimybe p,
e {90, su ttkimybe 1 — p.
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Tikimybé p néra #inoma,

Nagrinékime pirkimo opciong: pirkéjut suteikiama teisé, sumokéjus tam tikro dydzio
premijg pardavejui, momeniu n = 1 pirkii JAV dolerius uz jy debarting kaing, 1. y.
K = Sp =150. Tokio opciono iymoka momentun =1 yra

X = (81 — 150)* = {30, su h.kt-mybe P,
0, su tikimybe 1 — p.

Paprastumo délei tarkime, kad rinkoje galima gauli nerizikingg paskolg su palikenomais
R =0. Laikykime S) = 87 = 1.

Kokia yra tokio opciono verté? Jeigu dolerio krilimg ir kilimg laikysime vienodai
tikétinu, 1. y. p =1/2, tai grubi opciono verié bus EX =30p=15. Tadiou nesunku malyli,
kad tokiu atveju yra arbitrafo galimybé. Teisingg opciono verte Cy reikéty skaidiuoii i§
lygybiy (zr. (5) lygybe):

Cp = E*X = 20p*

ir (pagal ankséiau suformuluotg bearbitrazés binominés rinkos kriterijy)
So = E*Sl.

13 ¥ia gauname

150 = 180p* + 90(1 — p*),

taigi p* = 2/3 ir Cp = 20.

Pagrisime ekonomidkai fig verle. Tarkime, opciono pardavéjas, gaves ¥ pirkéjo
premijg Cp = 20 SFR, u¢ 50 SFR perka % X 100 USD ir pasiskolina 30 SFR. Taig:
jo strategija (H),Hy) = (—30,1/3). Jg nesunku suskaitiuoti remiantis (6) lygybémis.
Malome, kad tokiv atveju

Co = HYS) + H1 Sp.

Jeigu momentu n = 1 dolerio kursas krenta, lai opcionas nepasirafomas, doleriai
parduodami kursu 0,9 SFR, gaunant 30 SFR, ir grginama skola 30 SFR.

Jeigu momentu n=1 dolerio kursas kyla, iai opcionas pasirafomas, sumokant 30
SFR, doleriai parduodami kursu 1,8 SFR, gaunant 60 SFR, ir grazinama skola 30 SFR.
Abiem alvejais pardavéjo galulinis balansas yra 0.

Apradyloji stralegija ir atilinkamos 1¥mokos yra pavaizduotos lenteléje.

n=>0 n=1
parduodu pirkimo opciong uz 20 SFR 20 —-30 0
perku 130§ -50 60 30
pasiskolinu 30 SFR 30 —30 —30
suma 0 0 0
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Tarkime, kad nagrinéjamasis prekybos laikotarpis yra T' mety. Tolydy
Bleko-Soulso modelj galima aproksimuoti binominiu (CRR) modeliu, suskai-
dant prekybos intervalg [0,T] j N lygiy daliy, parenkant parametrus ay, by,
Ry ir N — pakankamai didelj.

Tarkime

lim (1+ Ry)N =¢™7,
N—co
o akcijos kainy uoliai aprasomi parametrais a = ay ir b = by; &ia

T

ltany=(14rn)e "VF,
1+bony =(14+ rN)e“\/g.

Tegu C‘éN) Zymi europietiskojo pirkimo opciono, kurio jvykdymo kaina
K ir galiojimo data T, verte nuliniu momentu. Tada

dim 6™ = F(0, 5)
¢la F(t,z) yra apibréztas (3) lygybe.

Palukany normy modeliavimas

Pastaruoju metu atsiranda vis daugiau finansiniy kontrakty ir i§vestiniy
vertybiniy popieriy tiesiogiai ar netiesiogiai susijusiy su paliikany norma.
Tokiy kontrakty pavyzdziai gali biiti obligacijy opcionai, mainy opcionai
(swaptions), paliikany normy kepurés (interest rate caps) ir t. t. Tai salygoja
vis didesn] démesj paliikany normy modeliams.

Populiariausi vertybiniai popieriai, priklausantys nuo paliikany normos,
yra obligacijos (bonds). Jos paprastai yra skirstomos j obligacijas su kupo-
nais (kai iki iSpirkimo datos mokami kuponai) ir obligacijas be kupony arba
nulinio kupono obligacijas (zero-coupon bonds).

Nulinio kupono obligacijas, arba tiesiog obligacijas, mes suprantame kaip
Isipareigojima ismokeéti tam tikra fiksuota suma fiksuotu laiko momentu atei-
tyje.

Zymékime P(t,T) - obligacijos su ispirkimo data T' kaing momentu .
Tegu paprastumo deélei P(T,T) = 1.

Pagrindiniai obligacijos ir akcijos skirtumai yra sie: (1) artéjant ispir-
kimo datai, obligacijos kainos issibarstymas (volatility) mazéja ; (2) artéjant
ispirkimo datai, obligacijos kaina artéja j vienetg. Akcijos ir obligacijos
nezinomybés evoliucija keiéiantis laikui pavaizduota 5 pies.
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 igsibarstymas

- laikas
5 pies. Nezinomybes evoliucija
Paprastai obligacijos kaina laikoma tiesiogiai susieta su paliikany norma
lygybe
P(t,T) = e~(T-OR(LT),
¢ia R(-,-) yra vidutiné paliikany norma (mean interest rate).

Nesunku jsitikinti, kad esant determinuotai vidutinei palikany normai
R(-,-) nearbitrazinéje rinkoje turi galioti lygybé

P(t,u) = P(t,s)P(s,u), t < s < u.

Todél esant gana bendroms sglygoms galime perrasyti:

T
P{t,T)= i reds,

¢la ry vadinamoji momentine paliikany norma (spot arba instantaneous in-
terest rate).

Atsitiktineje aplinkoje {r{,0 <t < T} yra nezinomas (atsitiktinis) dydis
ir sakoma, kad tai yra atsitiktinis procesas filtruotoje tikimybinéje erdvéje
{Q,F,FY, P}; &a Y yra Vynerio proceso W generuota o algebry Seima.

Tuomet remiantis Harisono-Pliskos nearbitrazinés rinkos kriterijumi ga-
lima gauti iSraigka ;

P(t,T) = B (e ) "R, (")

¢la E* yra vidurkis, atitinkantis ekvivalenty martingalinj mata P*, kurio
atzvilgiu procesas
t
{e” Js r’dSP(t, T),0<t< T}
yra martingalas.

Pagrindiniai {r;} modeliai yra Vasiceko ir Kokso-Ingersolo-Roso.
(1) Vasiceko (Oldrich Vasicek) [30] modelis:

drt = (l(b - Tt)dt + O'th.', (8)
¢ia a, b, ir o yra teigiamos konstantos. Tai yra Ornsteino-Ulenbeko (Ornstein-
Uhlenbeck) procesas su vidurkio reversija: kai ry yra didelis, vidurkio reversija

daro jo dreifg neigiama, o kai r; yra mazas — teigiama. Ekonominis vidurkio
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reversijos pagrindimas yra akivaizdus: kai paliikanos yra didelés, Ju paklausa
tarp besiskolinanéiy mazéja, dél to paliikanos mazéja; ir atvirkséiai, esant
mazoms paltikanoms, jy paklausa didéja ir kartu paliikanos pradeda dideti.

Remiantis (7) lygybe, galima suskaiéiuoti obligacijos, kurios igpirkimo
data yra T', kaing momentu ¢:

P(t,T) = A(t, T)e~ BT, (9)

éla

B(t,T) = l(1 S R
a

A(t,T) =exp { (B(t,T) — T +t)(a’b— 0?/2) B a* B, TP }

a? da

Tuo atveju, kai parametrai a, b ir o (8) lygtyje priklauso nuo ¢, taip pat
galima suskai¢iuoti obligacijos kaing P(¢,T) (zr. [12]). Vienas i§ didziausiy
Vasiceko modelio trikumy yra tas, kad momentiné paliikany norma r, gali
1gyti ir neigiamas reik&mes.

(ii) Dz. Koksas, J. Ingersolas (Jr. Ingersoll) ir S. A. Rosas [4] pasiiilé
81y problema apeiti modeliuojant r; lygtimi

dT't = O‘.(b =2 ’n"g)dt + U'\/’n'—‘tth.

Kaip ir Vasiceko modelio atveju, nulinio kupono obligacijos kaina P(#, T)
yra (9) pavidalo,

2(67('-"—1'-) —1)

B(t =
&) = T oE@T 9 — 1)+ 2y
ir
276(0‘.+’Y)(T—f)/2 2ub/02
A, T) = I
(7 +a)(enT=9 —1) + 29

¢la v = Va? + 202. Tadlau tuo atveju, kai parametrai a, b ir o priklauso nuo
t, P(t,T) pavidalas néra isreikstinis.

Kitas kelias yra modeliuoti ne momentine palitkany norma ry, o tiesiogiai
obligacijos kaing P(t,T) arba isanksting norma (forward rate) fi,, (0 <t < u),
apibrézty lygybe

T
P(t,T) = ¢ Jo Fute,
Siuo atveju ry = f(#,1).

D. Hitas, R. Dzerou ir A. Mortonas (David Heath, Robert Jarrow, An-
drew Morton) [10] pasitulé modeliuoti iSankstine norma lygtimi

df(t,T) = a(t, T)dt + o(t, T)dWy;
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¢ia Wy — d-matis Vynerio procesas, o a(-,-) o(-,-) parenkami taip, kad rinka
bty bearbitraze.

Be to, reikia pamineti labai populiary pasitalyta T. S. V. Ho ir S.-B. Li
[11] (Thomas S.Y. Ho, Sang-Bin Lee) diskreéiojo laiko modelj, kuris, panasiai
kaip ir CRR, obligacijy kainas P(¢,T") apraso binominiu medziu.

Istorineé finansy matematikos raidos apzvalga

Baselje akcijy kainy modelis

Istoring matematiniy metody taikymo finansuose apZvalga, be abejo,
reikia pradeti nuo Zinomo pranclizy matematiko L. Baselje (Louis Bache-
lier, 1870-1946), kuris 1900 metais Sorbonoje apgyné disertacija ,Speku-
liacijos teorija“ ("Théorie de la spéculation”). Cia ,spekuliacija® supran-
tama ne jprastgja blogiausia 8io ZodZio prasme, o kaip sandoriy vertybiniy
popieriy birZoje sudarymas siekiant po kurio laiko naudos i§ sandoriy objekty
kainy svyravimo. Akcijy kaina disertacijoje bandoma aprasyti atsitiktiniu
procesu {S;,t >0}, kurio prieaugiai AS; = Sipar — Sy tam tikra tikimy-
bine prasme yra /At eilés. Naudodamasis tokiu akeijy kainy modeliu, L.*
Baselje pateiké formules kai kuriy kontrakty, tuo metu sudaromy Paryziaus
vertybiniy popieriy birZoje, racionaliosioms vertéms skai¢iuoti. Pastaraja
disertacija galima laikyti tiek tolydziojo laiko atsitiktiniy procesy, tiek ir
stochastiniy finansy bei opciony teorijos gimimu.

Sis darbas ilgg laikg buvo uzmirstas ir tai galima paaigkinti tuo, kad
Jis tuo metu nebuvo tinkamai suprastas. Netgi A. Puankaré (Jules Henri
Poincaré, 1845-1912) — L. Baselje vadovas — pazymeéjo, kad jo studento darbo
tema yra gana tolima toms, kurias paprastai pasirenkama tirti.

Tik 1965 metais Zymus ekonomistas P. Samuelsonas (Paul A. Samuel-
son), statistiko L. Sevidzo (Leonard Jimmie Savage, 1917-1971) déka ,atra-
do“ L. Baselje. Pazymeésime, kad P. Samuelsonas 1970 metais uz ekonomikos
srities darbus gavo Nobelio premijg. P. Samuelsonas [26] pastebéjo, kad vie-
toje Baselje akcijy kainy modelio

Sy =Sy + pt + oWy,
¢ia {W;} - standartinis Vynerio procesas, ekonomiskai tikslingiau nagrinéti

teigiama procesy
2
8 = Syele—a ftieWi o5 (10)

vadinamayji geometrinj Vynerio procesa. Pastebésime, kad (10) tenkina sto-
chastine diferencialine lygtj

dS; = Si(pdt + odWy). (11)

Tarkime, kad, be rizikingos investicijos, rinkoje galima ir nerizikinga

investicija (obligacija, banko sgskaita ir pan.), kurios kainos S?, ¢ > 0, tenkina

lygti
dS{ = Sirdt,

eo0o vtw see



26 R. Leipus

t. y. S} = SJe™. Cia r apibrézia metines investicijos paliikanas (augimo
greiti) tolydziyjy sudétiniy paliikany schemoje.

Taigi (11) lygybe aprasomas akeijy kainy procesas gana natiiralus ir yra
ne kas kita, kaip ,uztriuksminta® nerizikinga investicija su p = r. Taip
apibréztas (S°, S) rinkos modelis yra papraséiausias ir, ko gero, pagrindinis
tolydusis finansy rinkos modelis, placiai taikomas iki pat s1y dieny.

Siuolaikiniai finansai

Nuo 50-yjy pabaigos iki 60-yjy pradzios finansai buvo, beveik be 181méiy,
aprafomoji disciplina. Matematiniy metody taikymai daZniausiai apsiri-
bodavo sudétiniy palikany ir dabartiniy veréiy skaidiavimu. Siuolaikines
finansy teorijos pradzia galima laikyti H. Markovico (Harry M. Markovitz)
1952 metais paskelbty portfelio teorija, dar vadinama portfelio vidurkio ir
dispersijos analize (7zr. [18]). Uz portfelio teorijos srities darbus H. Markovi-
cas 1990 metais buvo apdovanotas Nobelio premija.

H. Markovicas pirmasis pastebéjo lyg ir akivaizdy fakta, kad individualiy
vertybiniy popieriy rizika gali biiti sumazinta kombinuojant juos j portfelj.
Antra vertus, individualaus vertybinio popieriaus rizika negali biiti matuo-
jama izoliuotai; ji turéty biiti matuojama pagal jos jnasy j rinkos portfelio
rizikg.

Toliau mes suformuluosime bendra vidurkio ir dispersijos analizés uz-
davinj, pasiiilyta Markovico darbe [19]. Tarkime, kad yra n vertybiniy
popieriy su grazomis X1,..., X,; ¢a (graza (return) vadinamas biisimosios
ir dabartinés kainy pokyéio bei dabartinés kainos santykis. Matematiskai
jas galime jsivaizduoti kaip n atsitiktiniy dydziy, kuriy vidurkiy vektorius
p = ({1, .-y pin) ir kovariacijy matrica & = (oy;).

Investuotojas sudaro porfelj w = (wy,...,w,)'; &a w; nurodo i-ojo ver-
tybinio popieriaus dalj portfelyje. Jveskime apribojimus:

Aw = b,
Zwi = .}, (12)
w = 0;

¢ia: A yra m x n matrica, o b — m x 1 vektorius. Portfelis vadinamas leisti-
nuoju, jeigu jis tenkina (12) apribojimus.

Viso portfelio vidutiné graza ir dispersija (ji nusako portfelio rizika)
atitinkamai yra

! - - - e <
E=pyw ir V=wilw= E Wiw;0i;.
4,

Leistinasis portfelis w® = (w,...,w?), kurio vidurkis E® ir dispersija
. . . .. . . . ) . 1 _ 1 IRY
V0, vadinamas efektyviuoju, jeigu néra kito tokio portfelio w! = (w!,...,wl),

kurio vidurkis E! ir dispersija V! tenkinty salygas:

E12E0 ir V1<V6
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arba
Ei>Ey, ir Vi<VW.

Pagrindiniai portfelio analizés uzdaviniai yra nustatyti:
e ar (12) apribojimai yra leistini,
e jeigu taip, tai rasti efektyviyjy portfeliy aibe.

Kaip pastebéjo H. Markovicas, tai néra grynai tiesinio programavimo
uzdavinys, t. y. efektyvus porfelis néra tas, kuris maksimizuoja vidurk] E
esant fiksuotai dispersijai V' ir minimizuoja V esant fiksuotam E.

Markovico modelyje reikia Zinoti visas tarpusavio individualiy vertybiniy
popieriy kovariacijas. Tai, esant dideliam ju kiekiui, sulétina skaiéiavimus.
V. F. Sarpas ( William F. Sharpe) [27], kartu su H. Markovicu 1990 metais uz
ekonomikos srities darbus gaves Nobelio premija, pasiiilé $iek tiek modifikuoti
modelj, vietoje tarpusavio kovariacijy skai¢iuojant kovariacijas su kazkuriuo
vienu dominuojanéiu faktoriumi.

Dz. Tobinas (James Tobin) — dar vienas ekonomikos srities Nobelio
premijos laureatas (1981) — suformulavo porfelio atskyrimo teorema, t. y.
istyre salygas, kuriomis bet kuris efektyvusis porfelis gali biiti iskaidytas
1 keliy fiksuoty portfeliy kombinacija. DaZniausiai tai nerizikingas akty-
vas ir portfelis, sudarytas vien tik i§ rizikingy vertybiniy popieriy, be to,
81 struktura nepriklauso nuo investuotojo naudos funkcijos ir yra visigkai
apibrézta rizikingy vertybiniy popieriy tikimybinémis charakteristikomis.

Nors H. Markovico i§vystyta portfelio teorija nurodo, kaip reikéty ma-
tuoti rizika, taiau ji neatsako j klausima, koks yra rysys tarp rizikos ir
vidutinés grazos. Rizikos ir graZos rysj apibrézia vadinamasis CAPM ( Cap-
ital Asset Pricing Model) modelis, pasiilytas nepriklausomai Dz. Lintnerio
(John Lintner) [17] ir V. Sarpo [28]. CAPM remiasi tam tikromis salygomis,
kuriy svarbiausia — tobulos kapitalo rinkos (perfect capital market) prielaida,
kad visi rinkos dalyviai turi vienoda informacija, pagal kurig daro optimalius
sprendimus. Sios salygos lemia, kad susiklosgiusioje pusiausvyroje individu-
alaus rizikingo vertybinio popieriaus ¢ vidutiné graza yra lygi

EX; =R+ ﬁt(EX — R);

¢ia: R - nerizikingo vertybinio popieriaus graza; EX - rinkos portfelio
vidutine graza. Tuo atveju, kai rizikos matas yra dispersija, f; — 7-0jo verty-
binio popieriaus beta koeficientas randamas i lygybés

_ Cov(X;, X)

DX; .
bi=—px

= COI‘I‘(X i3 X ) ﬁ

ir nurodo $io popieriaus grazy vidutinj i3sibarstyma rinkos porfelio atzvilgiu.
Taigi CAPM modelyje rizikingo vertybinio popieriaus vidutiné graza

priklauso nuo trijy faktoriy: 1) nerizikingos investicijos graZos, 2) rinkos

portfelio vidutinés graZos, 3) vertybinio popieriaus beta koeficiento.
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Reikia taip pat paminéti Modiljanio (Franco Modigliani) ir Milerio (Mer-
ton H. Miller) [22], [23] darbus tiriant optimalia firmos kapitalo struktiira.
Tam tikromis ,geros® rinkos sglygomis, firmos verté priklauso tik nuo jos
biisimy kapitalo jplauky ir nepriklauso nuo kapitalo finansavimo galtiniy
(akeijy i8leidimas ar paskola). Pazymésime, kad abu finansininkai tapo eko-
nomikos srities Nobelio premijos laureatais, F. Modiljanis — 1985 metais,
Mileris — 1990.

Kitas svarbus 60-yjy tyrimas buvo atliktas jau minéto P. Samuelsono [25]
ir E. Fama [7] (Bugene F. Fama). Juo noréta patikrinti rinkos efektyvumo
hipoteze, t. y. kad rinkoje, kurioje

e informacija yra vienodai pasiekiama,

o mnera mokeséiy bei kity sandériy barjery,

e kainos negali biiti veikiamos atskiry asmeny ar institucijy,

e visi investuotojai elgiasi racionaliai (t. y. maksimizuoja savo naudos

funkeija),

diskontuotos vertybiniy popieriy kainos elgiasi kaip martingalas, t. y. geri-
ausias bisimos kainos jvertis (tinkamai parinkto ,rizikai neutralaus“ tiki-
mybinio mato atzvilgiu) yra $ios dienos kaina. Galiojant $iai hipotezei ir
turint informacija apie buvusias kainas ir visg vieai prieinama informacija,
biisimyjy kainy nejmanoma prognozuoti. Tai patvirtino ir Zymaus statistiko
Kendalo (Maurice Kendall) [15] statistiniai tyrimai.

Veliau Markovico statiné portfelio teorija buvo apibendrinta ir pateikta
kaip dinaminé portfelio teorija (Zr. pavyzdziui [20]), o Lintnerio, Sarpo kap-
italo vertinimo modelis CAPM - kaip arbitrazo teorija APM (Arbitrage Pri-
cing Theory), kurioje vietoje vienintelio rizikos faktoriaus beta buvo jvesta
keletas faktoriy (Zr. [24]). Remiantis APM, pusiausvyros biisenoje esanéioje
rinkoje negalima arbitraZo strategija, t. y. su nulinémis investicijomis be
rizikos nejmanoma gauti pelno.

Nuo 70-yjy pradzios finansy teorijoje vis plac¢iau buvo pradéta taikyti
gana sudeétinga stochastiniy diferencialiniy ir integraliniy lygéiy, stochastinio
dinaminio programavimo, lygéiy dalinémis i§vestinémis technika.

Finansy matematikos knygos

Pabaigoje norédiau paminéti keleta vadoveliy, rekomenduotiny besido-
mintiems finansy matematika. Geros pranciizy kalba isleistos knygos [5]
ir [16]. Is daugybeés angly kalba isleisty knygy tinkamiausios yra [6], [13],
[14] ir monografija [20]. Yra keletas knygeliy parengty Rusijoje, pavyzdziui,
[31]-[33], kurios yra skirtos bankininkams ir finansininkams. Reikéty taip pat
pazymeti, kad Steklovo instituto matematiky grupé, vadovaujama A.N. Si-
riajevo, taip pat intensyviai dirba ir publikuoja finansy matematikos srities
darbus. Siai temai skirtas zurnalo " Teopus BepoaTHoCcTe! U ee mpHUMeHe-
Hua 1994 mety pirmasis numeris.
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