Hamletas Marksaitis

Neapibreztines lygtys:
algebrinés skaiciy teorijos
uzuomazga

Seniausiejr rasts matematinias tekstai (molinése lentelése, papirusuose) ro-
do, kad jau apie XX a. pr. Kr. Semoves Rytuose matematika buvo pokankemas
woystyta.  Palyginus su kaimynais, ypa¢ daug buvo pasieke babilonieciai. Tuo
metu jie aritmetikg buvo irutulioje § algebrg, Zinojo vadinamosios Pitagoro teo-
remos bendrgji atvesy, mokéjo spresti kvadratines, netgi kai kurias kubines bei
bikvadratines lygtis ir taip toliau. Lygéiy koeficientai biidavo parenkams taip, kad
lygtys buty i¥sprendZiamos natiraliaisiais arba teigiamais racionaliaisiais skai-
ciazs. VI-III a. pr. Kr. babilonieciai nepaprastar istobulino astronomijos mokslo
reikmems buting skaiciavimo meng. Nors su skaidiais jie operavo apie 1500 me-.
tu, bet, pasirodo, nesuformulavo jokiy bendry skaiciy dalumo ar kitokiy savybiy.
Senovés Ryty matematikoje apskritai neaptikia jokiy jrodymy. Uzdavinias bidavo
sprendZiami Zingsnis po #ingsnio, kiekvienas jy budavo atlickamas pagal tam tikrg
taisykle. Matematikos istorikams kol kas nepasiseké isaiskinti, kaip babiloniecias
19770 matematiniy Finiy.

EBuklido , Elementuose“(Stoicheia, III a. pr.Kr.) randamos ir pirmosios skai-
cuy teorijos wiuomazgos. Mazdaug VI-IIT a. pr. Kr. graikai suformavo aksiomos
sgvokg, grodymo sampraty ber sukiré gana darny plokitumos ir erdvés geometrijos
mokslg.

Visy Sie lavmeégimar susumuoti Euklido ,, Elementuose, kuriuos sudaro 13 kny-
gy. Labai gerai Zinoma, kokj poveiky Euklido ,Elementai® padaré visai tolesnes
matematikos raidai. Euklido ,Elementy® VII-IX knygos skirtos skaiciy teorijas.
Jose déstoma natiraliyjy skaiciy dalumo klausimai. Panaudojus ,Euklido algorit-
ma*, VII knygoje jrodyta, kad egzistuoja bet kokiy dviejy (ir daugian) nataraliyjy
skaiciy bendrasis didziausias daliklis (b.d.d.), taip pat ir bendrasis maziausias
kartotinis (b.m.k.).

Siam faktui ekvivalentishas geometrinis teiginys skamba taip: atkarpos, ku-
riy ilgiar reiskiams naturaliaisiats skaiciais, yra bendramatés. Buklido algoritmu
grindziama ir daugelis kity , Elementuose® iddéstyty tyrimy. Juose nurodytos kai
kurios pirminiy skaiciy savybés, jrodyta, jog pirminiy skaiciy yra be galo daug ir
t.t. Matyt, dél netobuly to latko Zymeny ir sudétingos terminologijos teorema apie
naturaliyjy skaiciy idskaidymg pirminiais skaidiais nebuvo suformuluota bei jro-
"dyta. Siteorema, paprastai vadinama pagrindine aritmetikos teorema, yra mokslo
apie naturalivosius, sveikwosius ir racionalinius skaidius pagrindas.
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8 H. Marksaitis
Euklido algoritmas

Euklido algoritmas pagrijstas dalybos su liekana formule. Tarkime, aq,as; — sveikieji
skaiéiai, a; > 0. Tuomet egzistuoja sveikieji skaiéiai by ir az tokie, kad

a; = azby + as, 0 < a3 <as.

Pasinaudoje §ia formule keleta karty, galime parasyti:

a; = agby + as, 0 < a3 < as,
az = agbz + ay, 0 < a4 <as,
ar—s = ap—1bp_1 + ax, 0 < ap < ag-1,

ag—1 = arbr + 0.
L

Siy lygybiy seka ir sudaro Euklido algoritmo esme.

Jei skaicius d dalija skaiéiy a, sutarsime ragyti d|a, jel nedalija, — d fa.

Irodysime, kad paskutiné nelygi nuliui lickana aj yra skaifiy ai,as didZiausias bend-
rasis daliklis (d.b.d.). DaZznai skaiiy a;,as didZiausias bendrasis daliklis apibréziamas
kaip didZiausias natiiralusis skaidius d, dalijantisir a;, ir az. Mums bus parankiau nau-
dotis kitu d.b.d. apibrézimu.

Apibrézimas. Skai¢iy d vadinsime skaiéiy ai,as,...,a, didZiausiu bendruoju da-
likliu, jei jis turi Sias savybes:

1) d|ai,d|as,...,d|an;
2) _]e.l d’|a1,d"|a2,...,d’|an, tai d'ld

Dabar nesunku jsitikinti, kad paskutiné nelygi nuliui liekana ay yra skaiciy ai,as
d.b.d. Pirmiausia jsitikinsime, kad aj turi pirmaja d.b.d. apibrézimo savybe. I$ pasku-
tinés Euklido algoritmo lygybés matome, kad aj|ag—1, 18 priedpaskutinés — ay|ag—p ir t.
t. Taigi arlag ir ag|a;.

Lieka jsitikinti, kad aj turi ir antrajg d.b.d. savybe. Tarkime, d'|a;,d'|az. Tuomet
i3 Euklido algoritmo pirmosios lygybés matome, kad d'|as, i§ antrosios — d'|asq ir t.t.
Tesdami toliau gausime, d'|ag.

Isvada. Jei d yra skai¢iy ai,as d.b.d., tai egzistuoja tokie sveikieji skaiciai w1, uz,
kad
d= uiay + usas.

Pritaike skai¢iams a;,a; Euklido algoritma, tarkime, d = a;. I8 anks¢iau paraSyty
lygybiy gauname:

d = ar = ag—y — ag—1bg—1 = ar—2 — (ek—3 — @k—2bk—2)bx—1
= —ap_3br—1 + ap—o(l + bp—1br—2) = ... = aau1 + azus.
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Neapibréztinés lygtys 9

Pagrindiné aritmetikos teorema

Formuluojant uzdavinius bei pateikiant atsakymus, patogu remtis pagrindine aritme-
tikos teorema. Tad Siame skyrelyje ja suformuluosime ir jrodysime.

Apibrézimas. Natiralyjj skai¢iy p > 1 vadinsime pirminiu, jei p dalijasi tik i§ 1
i p.

Irodysime svarbia pirminiy skaiéiy savybe.

Teorema. Jei pirminis p dalija natiraliyjy skai¢iy a ir b sandauga ab, tai p dalija
bent viena i$ skaiciy a,b.

Irodymas. Jei pla, jrodymas baigtas. Jei p fa, tai p ir a d.b.d. lygus 1. Pasiréme

ankstesnio skyrelio i5vada, gauname, jog egzistuoja tokie u1,us, kad
1 = auy + pus.

Padaugine 8ig lygybe 18 b, gausime
b = abuy + pbus.

Kadangi p dalija abu 8ios lygybés desinés pusés démenis, tai dalija ir jy suma b.

Pagrindiné aritmetikos teorema. Kiekviena natiiralyjj skaiciy a galime vienin-
teliu biidu uzZrasyti pirminiy skaiéiy sandauga

a=pip2*..." Pry P1LEP2 S £ Dy

Pastabos.
1. I skai¢iaus a =1 skaidinj nejeina né vienas pirminis skaiéius.
Vienas ir tas pats pirminis skaiéius p skai¢iaus a skaidinyje gali pasikartoti. Skai-
Ciaus p pasikartojimy skaitiy a skaidinyje vadinsime skaiiaus p kartotinumu. Tada
galime paraSyti

o

=PI Pt seir PO
¢ia: p1,p2,...,Ps — skirtingi pirminiai skai¢iai, a; > 0,a2 > 0,...,a, >0 — ju kar-
totinumai. Sis vienintelis a skaidinys vadinamas kanoniniu. Analogiskai kiekviena
sveiky skaiCiy a # 0 galime vieninteliu biidu uZrasyti taip:

&= Epripe® duw. s P,

3. Jeigu a # 0 yra racionalusis skaicius, tai jis vieninteliu biidu uzrasomas taip:

oy O . m™a
S 3
ql q2 '.-.‘qrr
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10 : H. Marksaitis

éia: pry..., Dsyq15G2,---,qr — skirtingi pirminiai skaiéiai, a@y,...,as, P1,...,0r —
natiiralieji. Tare, jog sveikieji skaidiai a; # 0,a2 # 0,...,a; # 0 gali buti tiek
teigiami, tiek neigiami, racionaliojo skai¢iaus a # 0 skaidinj galima taip uzrasyti:

a =ikprtpd® - . . opat.

Pagrindinés aritmetikos teoremos jrodymas. Pirmiausia jrodysime, kad kiek-
vieng natiiralyj] skaiéiy galima isskaidyti j pirminiy skaiéiy sandauga, o po to — skaidinio
vienat]. ] skaidiaus b = 1 skaidinj nejeina né vienas pirminis skaicius, o skai¢ius b = 2 yra
pats pirminis. Taigi pagrindiné aritmetikos teorema yra teisinga, kai b = 1,2. Tarsime,
kad ji teisinga visiems b < a ir jrodysime, kad tada ji taip pat teisinga ir natfiraliajam a.

Galimi du atvejai:

1) skai¢ius a yra pirminis;
2) skai¢ius a néra pirminis.

Pirmuoju atveju skaifius jau isskaidytas j pirminiy sandauga. Antruoju atveju eg-
zistuoja skaidiai a' < a,a" < a, kad @ = d'a". Pagal prielaidg skaiciy o',a” skaidiniai
pirminiais egzistuoja. Tada i§ jy galime sudaryti ir skai¢iaus a skaidinj.

Dabar jrodysime, kad skaidinys yra vienintelis, t. y., jei

Q=p1Pa ... Ps =qig2 or " Gr (1)

yra du skaidiniai pirminiais skaiéiais ir daugikliai i§destyti nemazéjancia tvarka, tal s =r
ir p; = ¢; kiekvienam i. Tarkime p; < ¢1, tada

P1|{21112 teeetQry

bet p; fgi,i =1,...r. I8 ankséiau jrodytos teoremos idplaukia, jog taip negali biti. Tada
p1 > 1. Analogiskai jsitikinsime, kad nelygybé p; > ¢1 taip pat negalima. Tada p1 = q1,
ir suprasting lygybe (1) i§ p;, gausime

P2:..."Psg=¢q2 ... {4r.

Pakartoje ankstesnius samprotavimus, gausime py = ¢z ir lygybe galésime veél suprastinti.
Jeigu biity s # r, tai po baigtinio skai¢iaus prastinimy gautume lygybe, kurios vienoje
puséje biity vienetas, o kitoje — keleto pirminiy skai¢iy sandauga. Kadangi tokia lygybe
negali galioti, tai1 s = r.

Teorema jrodyta.

Siuolaikiné skaiéiy teorija buvo pradéta kurti tik XIX a. po Kr. ir intensyviai plétoja-
ma XIX-XX a. Jos atsiradima skatino algebriniy lygéiy (arba tokiy lygéiy sistemy), kuriy
koeficientai yra sveikieji skaidiai ir kuriy sprendiniai — taip pat sveikieji skai¢iai, tyrimas.
Lygtys (lygéiy sistemos), jeigu jose nezinomujy yra daugiau negu lygéiy, daznai vadina-
mos neapibréztinémis lygtimis. Apzvelgsime kai kuriy neapibreztiniy lygéiy pavyzdzius.
Formuluodami uzdavinius arba uzdaviniy atsakymus, remsimeés pagrindine aritmetikos teo-
rema.
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Neapibréztines lygtys 11
Pitagoro trejetai

Neapibréztine lygti
2

2 4yt =z
babilonie¢iai Zinojo jau XX-XV a. pr. Kr. Jy sudarytose 3ios lygties sprendiniy lente-
lése nurodytas sprendinys (4961, 6480, 8161). Vargu ar jmanoma atspéti tokj sprendinj,
nezinant $ios lygties sprendiniy sudarymo taisyklés.

Si lygtis buvo zinoma ir Antikos graikams. Pitagoras (apie 530-510 m. pr. Kr.) Zino-
jo, kaip sudaryti sios lygties sprendinius. Apie juos taip pat rasoma ir Euklido ,Elementy
X knygoje.

Si lygtis sutinkama taip pat ir Diofanto (Diophanti, apie 250 m.) ,Aritmetikoje‘.
Isliko tik 6 sio veikalo knygos, kiek jy buvo — spéliojama. Lygtis suformuluota II knygos 8
uzdavinyje. P. Ferma (Pierre de Fermat, 1601-1665) skaitydamas Diofanto ,Aritmetika”
§io uzdavinio parastéje uzrasé pastaba (tai antroji pastaba i§ 48). Misy laiky Zymenimis
51 pastaba btuty formuluojama taip:

lygtis ™ 4+ y™ = 2™, n > 2, neturi sprendiniy natiiraliaisiais skaiciais.
Tai garsioji Ferma problema, arba — paskutine Ferma teorema.
Dabar aptarsime lygties z? + y? = 2% sprendinius bei jy sudarymo bidus.

Lygties sprendinj (zo,v0,20), jei To,Y0,20 yra natiralieji skaiciai, kuriy d.b.d. lygus
1, vadinsime primityviuoju Pitagoro trejetu. Jeigu (zo,vo,20) yra lygties sprendinys,
o to — natiiralusis skaiéius, tai (t0zo,%0Y0,%020) taip pat yra lygties sprendinys. Sj skaidiy
trejeta vadinsime tiesiog Pitagoro trejetu. Kiekvienas Pitagoro trejetas duoda 8 lygties
sprendinius sveikaisiais skai¢iais, kuriuos gauname daugindami Pitagoro trejeto kompo-
nentes i§ +1. Sitaip gaunami visi lygties 22 + y* = 2z sprendiniai sveikaisiais skaiciais.
Belicka aptarti primityviyjy Pitagoro trejety sudarymo metoda.

Pastebékime, jog, jei natiiralieji skai¢iai z,y,z tenkina lygti, tai bent vienas i8 jy yra
lyginis. Sutarkime, kad nagrinésime tik tuos primityviuosius Pitagoro trejetus (2o, Yo, 20),
kuriems yo yra lyginis. Tokiy primityviyju Pitagoro trejety aibg nesunku apibrezti. Ji
sutampa su trejety

(»* — ¢*,2pg,p* + ¢*),

kur p > ¢ > 1 yra skirtingo lyginumo natiiralieji skaidiai, p,q d.b.d lygus 1, aibe. Sukeite
Siy trejety pirmasias dvi komponentes vietomis, gausime kitus primityviuosius Pitagoro
trejetus.

Toks yra atsakymas. Dabar panagrinésime, kokiu bidu jis gaunamas. Vienas is spren-
diniy radimo biidy — geometrinis. Kadangi trivialus sprendinys (0, 0, 0) miisy nedomina,
perrasykime misy lygtj sitaip:

3 2 Y\ 2
() +() -t
z z

Taigi spresti lygti 2% + y? = 2% sveikaisiais skaiiais yra tas pats, kas spresti lygtj
1:2 + y2 =1
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12 H. Marksaitis

racionaliaisiais skaiiais. Pastaroji lygtis plokstumoje apibrézia antros eilés kreive — aps-
kritimg. Nagrinekime tiesiy, einanéiy per 8io apskritimo taska (1,0), pluosta

-1
-4 — = % a,b#0, a, b sveiki skaiciai, d.b.d. lygus 1.
Pazymeéje .
kil N 0 &
a b

kiekvienos tiesés lygt] parasysime parametrine forma: z = 1+ at,y = bt. Kiekviena tiese
kerta apskritimg dviejuose taskuose: taske (1,0) ir dar viename tagke, Zr. brézinj.

Surasime pastaraj] taska. Tam tereikia ispresti lygéiy su trimis neZinomaisiais sistema:

$2+y2=13
z =1+ at,
y = bt.

Issprende gausime dvi parametro ¢ reikimes: ¢t = 0 ir ¢t = —2a/(a® + b?). Jas atitinka
bendrieji tieses ir apskritimo taskai:

5% — g2 2ab
e, (Grp-zrm)

? sprendinius:

I5 antrojo tasko gauname 3iuos lygties z% + y% = 2
(a® — b*, —2ab, a? +b?), (a* —0b%,2ab,a® +0%).
Kitas lygties sprendimo biidas yra analizinis. Jis yra kur kas ilgesnis. Taciau aukstes-
nio laipsnio neapibréztines lygtis galima ispresti tik siuo bidu.

Kvadraty sumos ir kiti uZzdaviniai

Kokie natiiralieji skaié¢iai gali biiti uzrasomi dviejy natiiraliyjy skai¢iy kvadraty suma,
arba
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Neapibreztines lygtys 13

kokiems natiiraliesiems n lygtis n = 2%+ y? iSsprendziama natiiraliaisiais skaiciais?

Apie atskirus sio uzdavinio atvejus rasoma Diofanto ,, Aritmetikoje®. Atsakyma bend-
ru atveju suformulavo A. Ziraras (Albert Girard, 1595-1632) ir keletu mety véliau P. Fer-
ma, matyt, nepriklausomai nuo A. Ziraro. P. Ferma tvirtino Zings ir jrodymg, bet jo
irodymas nebuvo rastas. A. Ziraro ir P. Ferma atsakymas toks:

duotasis skai¢ius n yra dviejy natiiraliyjy skaiciy kvadraty suma tada ir tik tada, kai n
yra arba kvadratas, arba 4k + 1 pavidalo pirminis skaiéius, arba skaicius 2, arba tokiy .
skaiciy sandauga.

Pasirem¢ pagrindine aritmetikos teorema, galime pasakyti trumpiau:

nataralusis skaicius n yra dviejy natiiraliyjy skaiciy kvadraty suma tada ir tik tada, kai }
Jjo kanoninj skaidinj pirminiai 4k + 3 pavidalo skaiciai jeina lyginiu laipsniu.

Sig grazia teorema pirmas irodé L. Oileris (Leonhard Euler, 1707-1783) 1747 m. Sios
teoremos jrodyme L. Oileris nesinaudoja jokia sudétinga teorija. Sia prasme irodymas yra
elementarus, tafiau néra paprastas.

Isskirkime viena §ios teoremos atvejj. Kiekvienas nelyginis pirminis skaiéius pakliina
1 viena 1§ progresijy

5,9,...,4k+1,...
3,7,...,4k +3,. ..

I5 Oilerio teoremos isplaukia, jog tie ir tik tie nelyginiai pirminiai skai¢iai, kurie priklauso
progresijai 4k+1,k =1,2,..., yra dviejy natiiraliyjy skaiciy kvadraty sumos, gi né vienas
pirminis skaiCius i§ progresijos 4k +3, £ =0,1,2,..., negali biiti tokiu biidu uZrasytas.
Sis jdomus ir intriguojantis faktas yra nepaprastai grazios ir gilios — klasiy kiiny teorijos
fragmentas. Si teorija — algebrinés skaiéiy teorijos viriiiné.

Dabar galime suformuluoti be galo daug uzdaviniy, pana$iy j ka tik nagrinétajj.

Tegu d yra nataralusis skaiéius, nesidalijantis i§ jokio natiiraliojo skaiciaus m > 1 kvad-
rato. Kokiems n lygtis n = 2% + dy? issprendziama natiiraliaisiais skaiciais?

Si uzdavinj nagrinéjo P. Ferma. Pasirodo, net skai¢iams d = 2,3 reikéjo indivi-
dualiy Sio uzdavinio sprendimo metody. Ypaé sunkus atvejis d = 5. P. Ferma ir &iuo
atveju teisingai suformulavo atsakyma, nors jis labai sudétingas. Tik algebrinés skaiciy
teorijos poziliriu galima paaiskinti, kodél taip yra. Vien tik $ioms d reikiméms d —
= 1,2,3,7,11,19,43,67,163 nagrinéjamojo uzdavinio sprendimo bidai yra palyginti pa-
prasti, o atsakymai panaiis j suformuluota Oilerio teorema.

Kongruentieji ir kitokie skai¢iai

Ferma paskutinés teoremos jrodymo matematikai iegkojo daugiau nei 300 mety. Tik
visiSkai neseniai jg pagaliau pavyko jrodyti. Dabar suformuluosime uzdavinj, kuris néra
toks populiarus kaip paskutiné Ferma teorema, nors jam jau daugiau nei 2000 metuy.

ApibréZimas. Skai¢iy a vadinsime kongruenéiuoju, jei jis lygus staéiojo trikampio,
kurio krastinés reiskiamos racionaliaisiais skaiciais, plotui.
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14 H. Marksaitis

Tarkime, z,y,z yra stadiojo trikampio kragtiniy ilgiai. Tuomet 2? + y? = 22 (Pi-
tagoro teorema), o trikampio plotas lygus wy/2. Vadinasi, racionalusis skai¢ius a yra
kongruentusis skaiius, jei sistema

i§sprendZiama racionaliaisiais skaiéiais.

Jeigu kongruentyjj skaié¢iy a atitinkandio staéiojo trikampio krastiniy ilgiai yra z,y, z,
tal pasireme pagrindine aritmetikos teorema bei kiek pagalvoje, galesime tvirtinti, kad at-
siras toks racionalusis skaifius t, kad stadiojo trikampio su krastinémis tz,ty,tz plotas
bus sveikas skaiéius

n=pipz...Ps,
¢a p1,p2,...,Ps skirtingl pirminiai skai¢iai. Apsiribokime tik tokio pavidalo kongruen-
Ciaisiais skaiéiais ir uzdavinj formuluokime taip:
nurodyti algoritma, kuriuo biity galima nustatyti, ar skaiéius n = pi1pz ... ps, ¢1a p1,...,Ps
skirtingi pirminiai skai¢iai, yra kongruentusis ar ne.

I§ pirmo Zvilsnio is uzdavinys atrodo keistokai. Juk lygti 2? + y* = z* mokame
spresti tiek sveikaisiais, tiek racionaliaisiais skaiéiais. Galime nurodyti algoritma, kuris
jgalinty nuosekliai ragyti lygties 22 + y? = 2% sveikuosius sprendinius. Juos rade, apskai-
Guotume skaiius xy/2, o isskyre, jei reikalinga, kvadrata, surastume ir norimo pavidalo
kongruenéiuosius skai¢ius. Pateiksime tokiy skaiciavimy pavyzdziy.

p | ¢ | | vy | = | ay2| n|
2 1 3 4 5 6 6
3 2 5 12 13 30 30
4 1 15 3 17 60 15
4 3 T 24 25 84 21
5 2 21 20 29 210 210
5 4 9 40 33 180 5
6 1 35 12 37 210 210
6 5 11 60 71 330 330
T 2 45 28 53 630 70
7 4 33 56 65 924 231
7 6 13 34 85 H46 546

Lenteléje @ = p? — ¢%,y = 2pq,z = p* + ¢%,2y/2 = pq(p* — ¢*), o paskutiniame stulpe-
lyje urasytas skaicius, gautas i3 zy/2, igskyrus kvadratg. Taigi paskutiniame stulpelyje
gauname kongruenéius skai¢ius, nesidalijanéius i§ kvadraty. PavyzdZziui, jei norétume nu-
statyti, ar n = 17 yra kongruentinis skai¢ius, tekty skai¢iuoti ir kantriai laukti, kol sis
skai¢ius pasirodys paskutiniame stulpelyje. Tagiau jis gali visai nepasirodyti arba pasiro-
dyti tik atlikus labai daug skaiiavimy!
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Neapibréztinés lygtys 15

1983 metais J. Tunelis (J. Tunnell) jrodé, jog kongruentieji skaiciai, nesidalijantys is
kvadraty, tenkina tam tikrg salyga, kuria galima skaiciuojant patikrinti. Taéiau nezinoma,
ar 81 salyga yra pakankama, kad jg tenkinantis skai¢ius biity kongruentus. Tai priklauso
nuo elipsiniy kreiviy y* = 2® + az 4+ 6 kol kas dar nezinomy savybiy.

Pitagorieciai sugalvojo ,trikampius®, ,keturkampius® ir kitokius skai¢ius, susiejanéius
geometrija su aritmetika.

o
o o ©
o o o o o o

o o © o o o o © o ©

1 3 6 10
»Irikampiai® skaiéiai

o o o o

Lo ¢ ¢ ¢ O O

o o o o o © o o

o o © o o o© o 6 o o
1 4 9 16

»Keturkampiai® skaiciai
(n) _(n) (n)

Tegu ay *,ay /,...,a:

; 1ee. yra ,n-kampiy® skaiciy seka. Nesunku jsitikinti, kad

iG-1)

a = j+(n -2,

j=1,2,....
P. Ferma suformulavo labai jdomy teiginj: kiekvieng natiiralyjj skaidiy N galima uzragyti
ne daugiau kaip n ,, n-kampiy“ skaiciy suma.

Atveju n = 3 teiginj jrodé K. Gausas (Carl Friedrich Gauf}, 1777-1855). Atveju
n = 4 jrodymg pateiké J. Lagranzas (Joseph Louis Lagrange, 1736-1813.) Bendruoju
atveju uzdavinj idsprendé A. Kosi (Augustin Cauchy, 1789-1857).

Taigi kiekvieng natiiralyjj skai¢iy galima uzrasyti ne daugiau kaip 4 nataraliyjy skai¢iy
kvadraty suma.

Vietoje plokstumos figliry galima nagrinéti erdvinius taisyklingus kiinus ir apibrézti
werdvinius® skaiéius.

Dar apie neapibréztines lygtis
Tegu natiiralusis skai¢ius d nesidalija i jokio didesnio uz 1 natiraliojo skai¢iaus kvad-

rato. Nagrinékime lygt]
z? — dy? = 1.

Sia lygtj galima spresti tiek sveikaisiais, tiek racionaliaisiais skaiéiais. Jsitikinsime, kad tai
i8 tiesy yra du 18 esmés skirtingi uzdaviniai. Tai labai gerai Zinojo P. Ferma.
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16 H. Marksaitis

Ispresime lygtj racionaliaisiais skaiciais, pasinaudoje kaip anks¢iau geometriniu meto-
du. Plokstumoje lygtis apibréZia antros eilés kreive, kuriai priklauso taskas (1, 0). Nagri-
nésime tiesiy, einanciy per §j tasky, pluosta:

z—1 1
= -‘é, a,b#0, a, b sveiki skaiciai, d.b.d. lygus 1.
Pazymeje i
Tt g
a b

kiekvienos tiesés lygt] paragysime parametrine forma: z = 1+ at,y = bt ir ieskosime ios
tiesés bei kreivés susikirtimo tasky. Tai darysime spresdami sistema ¢ atzvilgiu:

2?2 —dy? =1,
z =1+ at,
y = bt.

Issprende gausime dvi parametro ¢ reikimes: t = 0 ir ¢t = 2a/(db* — a*). Juos atitinka
bendrieji tiesés ir antros eilés kreives tagkai:

db? + a® 2ab
0,1), (dbz — a2’ db? — az)'

Jei a,b yra sveikieji (racionalieji) skaifiai, tai antrasis taskas yra lygties > —dy? =1
sprendinys.

Jei sveikuosius a,b pavykty parinkti taip, kad db* — a® = %1, tai gautume lygties
sprendinj sveikaisiais skai¢iais. Tagiau tokiy a,b parinkimas yra ekvivalentus pradines
lygties sprendimui sveikaisiais skai¢iais. Tai gali biiti itin nelengva. Pavyzdziui, lygties

a? —6ly* =1

sprendinys maZiausiais natiiraliaisiais skai¢iais yra toks: (1766319049, 226153980). Ispi-
dingi skaiéiai! Patikrinkite!

Yra Zinomi metodai, kuriais galima surasti bent vieng lygties z* — dy® =1 sprendinj
sveikaisiais skaitiais. Zinant bent vieng sprendinj sveikaisiais (arba racionaliaisiais) skai-
¢lais, galima tokiy sprendiniy sudaryti be galo daug. Jei (z1,y1),(22,y2) yra du skirtingi
arba vienodi lygties 2% — dy? = 1 sprendiniai, tai

(122 — dy1y2, —T1y2 + T2Y1)

yra taip pat &os lygties sprendinys. Reikia labiau jsigilinti j algebring skai¢iy teorija, kad
paaiskéty kodél taip yra.
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Neapibréztinés lygtys

K.F. Gauso ,,Disquisitiones Arithmeticae‘

Misy apzvalgos pradzioje aptaréme garsiuosius Euklido ,Elemen-
tus®. Dabar aptarsime 1801 metais idleistg K. F. Gauso veikalg ,Dis-
quisitiones Arithmeticae®, kurivo buvo sukurti skaiciy teorijos pagrindas.

K. F. Gauso , Disquisitiones Arithmeticae® sudaro septynios dalys.

Pirmojoje dalyje pateikiomi jvairis apibrézimai, dalumo 1§ 8, 9, 11
poZymiai, lyginiy natireliojo skaiciaus moduliv apibrézimas bei pagrin-
dines savybes.

Antrojoje dalyje jrodyta pagrindiné aritmetikos teorema, nagrineé-
jami pirmos eilés lyginiai su neZinomaisiais. Nurodyta, kaip tokius ly-
ginius spresti naudojantis Euklido algoritmu. Taip pat paZymima, kad
sprestt galima ir su grandininiy trupmeny pagalba. Nagrinéjama Oilerio
funkeija ¢(m), lygi nataralivjy skaidiy, mazesniy wi m ir turinéiy su
m d.b.d, lygy 1, skaiéiui.

Treciojoje dalyje nagrinéjami lyginiy laipsniai, jrodoma ,mazoji
Ferma teorema, apibréziama primityvioj: lLiekany klasé pirminio skai-
Giaus p moduliu, apibréZiamas lyginiy klasés indeksas ir t.1.

Ketvirtojoje dalyje jrodytas kvadratinis apveréiamumo désnis, pa-
ties K. Gauso pavadintas ,auksine teorema” (theorema aurea). XIX-XX
a. matematikar padéjo daug pastangy aukdtesniy eiliy apverdiamumo
désniams surasti.

Penktojoje ir Sestojoje dalyse idéstyts nepaprastai jdomis faktar
apie kvadratines formas f(z) = az? + 2bzy + cy®.

Septintojoje dalyje tiriamas klausimas, kokiems pirminiams p ap-
skritimg galima padalyti §j p lygiy daliy, naudojant tik liniuote ir skries-
tuvg. Sis widavinys su p = 17 buvo Zinomas dar Antikos matemati-
kams. K. Gausui pirmajam pavyko jj iSsprests. Taéiaw jis idnagrinéjo
ne tik 33, bet ir bendrgy; atvesy ber nustaté, koks turi buti pirminis p,
kad apskritimo padalijimas bity jmanomas. Be to, §ioje dalyje uirasy-
tas gan paslaptingas sakinys: ,ig paty galima padaryti ir su lemniskate®.
N. Abelis (Nuels Henrik Abel, 1802-1829) labai susidoméjo Sia pastaba
ir Saiskino gilig jos prasme. N. Abelis, K. Gausas ir K. Jakobis (Carl
Gustav Jacobi, 1804-1851) nepriklausomar vienas nuo kito sukire elip-
sinay funkcijy teorijg (elipsiniy kreiviy teorijg), kuri suvaidino svarby
vaidmeny ieskant paskutinés Ferma teoremos jrodymo.

Po K.F. Gauso veikalo , Disquisitiones Arithmeticae® pasirodymo ir
kity jo tyrimy skaiciy teorijoje prasidéjo intensyvus tiriamasis darbas.
Viena vertus, buvo ieskoma aukitesnés eilés apveréiamumo désnivy, ki-
ta vertus — buvo bandoma jrodyt: paskuting Ferma teoremg. Visos dios
pastangos ypac skatino algebrinés skaidiy teorijos atsiradimg.

4
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Apie Gauso stiliy

»,2Gausas visada stengési suteikti savo tyrimams tobulo meno kiiri-
nio forma, kitaip jis nenurimdavo. Jis nepaskelbé né vieno savo darbo,
kol tas nebuvo jgijes trokstamos formos. Jis mégo sakyti, kad prie baigto
statyti pastato pastoliai neturi biiti matomi.”

S. Valtershauzenas (Sartorius von Waltershausen)

»Jis daro kaip lapé, kuri uodega uztrina savo pedsakus smely.“

N. Abelis (Niels Henrik Abel)
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