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Jonas Kubilius

Rymano dzeta funkcija
ir jos paslaptys

Istorija Zino daug Zmoniy, kuriy gyvenimo trukmé buvo neilga, tadiau jie paliko neis-
dildomg pedsaka Zmonijos istorijoje. Nemazai tokiy yra ir matematiky. Pakanka pamineti
E. Galua (Evariste Galois, 1811-1832), N. Abelj (Niels Henrik Abel, 1802-1829), Kaune
gimusj H. Minkovskj (Hermann Minkowski, 1864-1909). Neilgai gyveno ir vienas zymiau-
siy XIX amZiaus matematiky B. Rymanas (Bernhard Georg Friedrich Riemann, 1826 09
17 — 1866 07 20) — nepilnus 40 mety. Taéiau jo matematiné kiryba yra labai plati. Anali-
zes pagrindinés savokos — integralas ir i§vestine, kompleksinio kintamojo funkeijy teorija,
elipsines ir Abelio funkcijos, hipergeometrinés funkcijos, trigonometrines eilutés, pirminiy
skai¢iy pasiskirstymas, minimaliis pavirsiai, neeuklidines geometrijos, §ilumos laidumas,
oro bangy teorija, ausies ir akiy sandara, §viesa, magnetizmas, elektra — §tai beveik visas
saradas sri¢iy, kuriomis jis doméjosi. Jo kiirybos periodas tesési vos 15 mety. Per ta laika
parasé apie 30 darby, i8 viso apie 500 puslapiy. Produktyvumas labai didelis. Tadiau
svarbu ne puslapiy skai¢ius. Kokj tik nagrinéjo klausima, dar kity netyrinéta (tokiy ne-
daug), ar émeési nagrinéti klausimus, kuriuos jau narplicjo jo pirmtakai (tokiy daugiausia),
jis gavo esminiy rezultaty, sukiiré i§ esmés naujy metody. Beveik galima teigti, kad kiek-
vienas jo memuaras padar¢ savo srityje perversma. F. Kleinas (Felix Klein, 1849-1925)
taip jj apibiidina: ,Niekas kitas nepadaré dabartinei matematikai tokio esminio poveikio
kaip Rymanas.*

Siame straipsnelyje (jo pagrindas yra pranesimas, kurj 1976 m. skai¢iau Vilniaus uni-
versiteto ,Matematiky dieny” dalyviams) a8 panagrinésiu Rymano 8 puslapiy memuarg,
skirta pirminiy skaiéiy teorijai. Tai — ,Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer ge-
gebenen Grosse", kurj B. Rymanas pasiunté Berlyno moksly akademijai 1859 mety spalio
meénesj, kai §i jj iSrinko savo nariu korespondentu. Memuaras tais paciais metais buvo pub-
likuotas. Mano rasiniui suprasti reikia diek tiek ziniy i§ kompleksinio kintamojo funkecijy
teorijos.

Kas buvo Zinoma apie pirminius skai¢ius iki Rymano?

Jau Euklidas (ca 340 — ca 287) jrodé, kad tokiy skaiéiy esama be galo daug. Jrodymas
yra labai paprastas. Jei ju bty tik baigtinis skaiius, tarkime pi,...,pr, tal kiekvienas
skai¢ius, didesnis uz 1, dalytysi bent i§ vieno ty skaic¢iy. Tadiau skaiéius pjpz...pr + 1
nesidalija né i3 vieno ty skaié¢iy. Gautume priestarg.

L. Oileris (Leonhard Euler, 1707-1783) 1737 m. pasiule kitg jrodyma, pagrista eilutés

Z 1 1 + 1 " 1 n
p 2 3 5 7
»
divergavimu; ¢ia sumuojama pagal visus pirminius skaicius.
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A. Lezandras (Adrien Marie Legendre, 1752-1833) 1798 m. rado empiring formule,
kad skai¢ius m(z) pirminiy skai¢iy, maZesniy uz x, yra apytiksliai lygus

T

m(#) ™ {2 —1.08366"

K. Gausas (Carl Friedrich Gau8$, 1777-1855) savo laiske 1849 m. rasé, jog 1792 ar
1793 m. jis pastebejes apytiksle lygybe

¥ du
71'(:!3) ~ ’ H
P. Dirichle (Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859) 1838 m. jrodé, kad kiekvienoje
aritmetinéje progresijoje Dk +I,(D,l) =1 (k = 0,1,2....), yra be galo daug pirminiy
skai¢iy. P. Cebysovas (Pafnutij Cebysev, 1821-1894) paskelbé du darbus — 1851 ir 1852 m.
Pagrindiniai jo rezultatai yra du teiginiai. Jei

m(z)

x

In z

turi riba, tai ji lygi 1. Ir

lim inf W(::) >a, limsup 1r(::) < ga;;
Sl v z=0 Tz O
¢ia n—_—
21 31 351 5 6

I5 Cebysovo antrojo rezultato isplaukia vadinamojo Bertrano (Joseph Louis Frangois
Bertrand, 1822-1900) postulato jrodymas. J. Bertranas 1845 m. publikavo darbg i3 grupiy
teorijos. Jam prireiké teiginio: kiekvienam x > 7 intervale (%,1: — 2) yra bent vienas
pirminis skai¢ius. Sj teiginj jis patikrino visiems z < 6 -10°, nes tuo metu turétos tik
tokios pirminiy skai¢iy lentelés. Is Cebysovo teoremos isplaukia, jog kiekvienam e > %
intervale (.7;, (1+ e)m) yra bent vienas pirminis skaiius, jei tik = yra pakankamai didelis.

Rymano memuaras suvaidino labai svarby vaidmenj ne tik pirminiy skai¢iy, bet ir

funkcijy teorijoje. Pazymeékime
oo
1
= . 1
=3 1)

Teisinga tapatybe

cw=H@—§fﬂ @)

P

¢ia sandauga imama pagal visus pirminius skaiéius p.
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Iki tol ta funkcija buvo nagrinéta tik realiyjy s atveju. B. Rymanas émé jg tirti ir ta-
da, kai s yra kompleksinis skai¢ius. Kai Res > 1, (1) eiluté ir (2) sandauga konverguoja.
Todél ((s) yra analiziné kompleksiniy skai¢iy pusploksméje Res > 1. B. Rymanas jrodé,
kad sig funkcija galima analizigkai pratesti j visg kompleksiniy skai¢iy plokstuma. Ji visur
yra analizine, iSskyrus taska s = 1, kuriame turi pirmosios eilés poliy su likiniu 1, ir be
galo nutolusj esminj pavienj tasks, kitaip tariant,

) 1
¢(s) - a1

yra sveika transcendentiné funkcija.
B. Rymanas Siuos teiginius jrodo taip. Priminsime, jog gama funkcija I'(s), kai
Res > 0, yra apibréziama integralu

]."(5):/ z* e *dz.
0

Todél

F(S) = /00 $s—1 e—mrdx.
0

Is ¢ia, kai Res > 1,

o s—1
0

D(s)C(s) = 2 [Tememan= |

nes galima sukeisti sumavimo ir integravimo tvarka. Imame integrala
s—1
=2
g R e silat Ty

Cs e? —1

Integravimo konturas Cs imamas toks. Perpjauname realiosios aSies teigiamajj pusasj.
Integravimo keliag imame nuo +oo vir§utine pusagies puse, toliau apskritimu apie taska
z = 0 su spinduliu §, véliau apatine pusasies puse iki +oco. Cia (—z)* = esin(=2)
Integralas apskritimu konverguoja nulin, kai § — 0 ir Res > 1. I§ kity dviejy nariy

gauname
. . 00 8-l
(efrw _ e—m.s) dx.
0 et —1

_ZT(=s+D) [ (=27
. 2mi o, e —1

Vadinasi,

dz.

((s)

Si formulé turi prasme visiems kompleksiniams s. Taip funkeijg ¢ pratesiame analizikai
i visg kompleksing plokstuma. Ji yra analiziné visur, i&skyrus funkcijos I'(—s 4+ 1) polius
s =1,2,3,.... Tadiau taskuose s = 2,3,4,... funkcija ((s), kaip matome 1§ (1) formuleés,
yra analiziné. Taigi ji turi poliy tik taske s =1. Be to, {(s) =0, kai s = —2,—4,—6,...
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¢ funkcija tenkina tam tikra funkcine lygtj, kﬁriq B. Rymanas jrodé dviem biidais.
Pirmasis pagristas konturiniu integravimu, antrasis — teta funkcijos transformacijy savy-
bémis. Trumpai pakalbésime apie antrajj bida. Imkime lygybe

El (o o]
,1—1(2).L = / c—wmzrxan—ldm,
0

w8/2ms

kai Res > 1. Susumave pagal m , gauname’

o(3)7 / (@)’ da;

dia

Jau K. Jakobis (Karl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851) buvo jrodes, kad

1+ 2i(z) = (1 +2¢( ))7_

Perrasysime integrala pavidalu

oo [se} 1
h(z)z* > dz = $/2=1 4o 2)z* 1?1 da.
| v@etde = [ gtttk [ gt

Pakeite antrajame integrale z kintamuoju 1/z , gauname

[ Q)= [ (o4 e

Todél - o ;
j 1/)(.1:):53/2_1 A = f "ﬁ('ﬂ)( 8/2 4 L0- s)/z) a:+
0 1

T
-I—% /100 (m—(s-—l)/2 —3/2) d: _

=/1°°¢($)( s/2 4 (1= s)/?)cf: 3(11_5).

Matome, kad, pakeitus s dydziu 1 — s, reiskinys nesikei¢ia. Taigi

r(g)e o=

Si lygybé yra vadinama dzeta funkcine lygtimi. Jg galima ir kitaip uzrasyti. Funkcija

£(s) =T(5 +1)(s = Dr*/%¢(s)

S )amG=0l2¢(1 - ),
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yra sveikoji ir
£(s) =¢(1 — ).

Ja galima isreiksti funkcija ¥(z) . Paminésime vieng formule

E(% o ?:t) = 4/00 %(xsﬂqb'(m)) 274 cos (% lnm) dz.
1

Pointegralinj reiskinj galima i3skleisti labai greitai konverguojanéia eilute.
Toliau Rymano memuare yra sunki ir neaiski vieta. B. Rymano tikslas yra igskleisti
funkeijg £(s) begaline sandauga

£(s) = 5(0)Ip[ (1-2); (3)

¢ia p perbéga funkcijos £(s) Saknis. Kaip Zinome, kiekvieng polinoma P(z) galima
iSreiksti baigtine sandauga
z
P(z)=PO)]] (1- ;)
P

pagal polinomo Saknis p. Formulé (3) leisty traktuoti £(s) ,kaip begalinio laipsnio poli-
noma”“. Panagiai L. Oileris traktavo funkcija sin z , spédamas ir véliau jrodydamas formule

2

o0
SIn7TT = T H (1— ::—2)

n=1

Norédamas jrodyti (3) formule, B. Rymanas turéjo nagrinéti funkeijos £(s) nuliy pa-
siskirstyma. PradZzioje jis pastebéjo, kad i§ (2) sandaugos isplaukia, jog {(s) neturi nuliy
pusploksmeje Res > 1, nes begaline konverguojanti sandauga gali virsti nuliu tik tada,
kai vienas i3 jos dauginamuyjy lygus nuliui. I$ funkcinés lygties i§plaukia, kad £(s) neturi
nuliy ir pusploksmeje Res < 0. Vadinasi, jos §aknys yra vadinamojoje kritinéje juostoje
0 < Res < 1. Jos yra simetrigkos tasko s = % ir realiosios a8ies atzvilgiu, iaigi simetriskos
ir tiesés Res = % atzvilgiu.

B. Rymanas ra8o, kad skai¢ius menamujy 3akny, kuriy menamoji dalis yra tarp 0 ir
T, yra apytiksliai lygus i - i

ir santykine paklaida yra 1/T eilés. Jis sako, kad tas skaifius yra integralas

1 (€0,

2mt ) €(s)

konturu, kuris yra staciakampio 0 < Res < 1,0 < Ims < T perimetras, ir tas integra-
las yra lygus minétam skaiéiui su santykine 1/T eilés paklaida. Taéiau nenurodo, kaip
ivertinamas integralas. Tai padaryti pavyko tik 1905 m. H. Mangoldtui.
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Toliau B. Rymanas teigia, kad skai¢ius sakny tieséje Res = 1 /2 yra ,mazdaug® tas
pats (4) reiskinys. Jis nepaalsluna kuria prasme reikia suprasti tg aproksimacija. Ma-
noma, jog tai reiskia, kad C( +1t) Sakny su 0 < ¢ < T skai¢ius yra reiskiamas (4)
formule su santykine paklalda konverguojandia nulin, kai T — co. Tik 1914 m. G.
Hardziui (Godfrey Harold Hardy, 1877-1947) pavyko jrodyti, kad yra be galo daug ((s)
sakny tieséje Res = 5. G. Hardis ir Dz. Litlvudas (John Edensor Littlewood, 1885-1977)
1921 m. jrodé, kad toLu; sakny tarp 0 ir T yra > ¢T', kai T yra pa,lxa,nlxamm didelis;
¢la ¢ yra konstanta. A. Selbergas (Atle Selberg) 1942 m. jrodeé, kad jy yra > ¢;TInT
su atitinkama konstanta ¢;. N. Levinsonas 1974 m. parodé, jog galima imti ¢; = %
Véliau si konstanta buvo kiek pagerinta. 1914 m. H. Boras (Harald August Bohr, 1887
1951) ir E. Landau (Edmund Georg Landau, 1877-1938) jrodé, kad skai¢ius ((s) sakny
su 0 <Ims < T s—e<Res< = -|— € k1elw1enam € yra lygus (4) su santykine paklaida,
konverguojanéia nuhn kai T — oo .

Toliau B. Rymanas formuluoja hipoteze, kad funkcijos ((s) visos menamosios saknys
yra tieseje Res = % . Kaip jam kilo mintis, kad tokia hipotezé galéty biiti teisinga, — iki
siol neaigku. ‘

B. Rymanas logaritmuoja (2) formulg, skleidzia ja eilute ir, jvedes funkcija

1 1 1
-3 (T2 )
pn<z p" <z

gauna formule

In((s) = s/ﬂm J(z)z™*"ldz (Re > 1).

Tai vadinamoji Melino (Robert Hjalmar Mellin, 1854-1933) transformacija, jvesta tik po
40 mety. Jg galima apversti. Tg B. Rymanas ir daro, tiesa, nepagrisdamas. Gaunama
formule

atico 9
J(&)y = L] —In((s)ds (a>1).

2T Jo—ioo S

Isskleides funkeija £(s) begaline sandauga, B. Rymanas po ilgy ir gana sudétingy (ne
visada aiskiy) skai¢iavimy gauna pagrindine formule

J(z) =Li(z)— ) _ (Li(poLi(ml-p)) +/

Rep>0 T

* du 1=¢ du * du
ilz) = — = lim — — ).
Li(=) o Inu = (/; Inwu ¥ ,/1+E 1nu>

B. Rymano tikslas buvo ne funkcija J(z), o m(z). Tadiau nesunku jrodyti, kad

* dt

m +1né(0) (= > 0);

Cla

J(z) =m(z) + %W(ﬂ:l/z) + %ﬂ'(l‘l/a) & o

o
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B. Rymanas apveréia §ig formule
==}
n
Z ( )J 1/11 }
n=1 n

¢ia p(n) yra Moebijaus (Augustus Ferdinand Moebius, 1790-1868) funkcija. Dabar jau
nesunku gauti lygybe

m(z) = Z @Li(z””) + Z Z Li(:}:p/“) + maZesni nariai.
n n P

Sis trumpas Rymano memuaras buvo tik didelio darbo santrauka. Ne visi jo teiginiai
buvo jrodyti. Paminésime nejrodytuosius.

1. Skai¢ius funkcijos ((s) Sakny, esanéiy tieséje Res = %, yra asimptotiskai lygus
(4) reigkiniui. Sis teiginys iki $iol néra jrodytas.

2. Reiskinyje "
1 1 a-rico d
==l { Zln(l——)} *ds

galima integruoti panariui. Sj teiginj jrodé H. Mangoldtas 1895 m.
3. Ar teisinga formulé

- )r(2+1)H(1") i

Jg 1893 m. jrodé Z. Adamaras (Jacques Hadamard, 1865-1963).
4. Funkcijos ((s) nuliy skaiius stadiakampyje 0 < Res < 1, |Ims| < T yra lygus

F T T
—— — InT
o 27 +0(aT),
Irodé H. Mangoldtas 1905 m.
5. Ar teisinga pirminiy skaiéiy teorema
x

Irode nepriklausomai vienas nuo kito 1896 m. pranciizas Z. Adamaras ir belgas §. Valé
Pusenas (Charles Jean de La Vallée Poussin, 1866-1962). Irodymas pagristas dzeta funk-
cijos savybe, kad ((1 + ¢t) # 0 visiems realiesiems ¢. O elementariniais metodais ta
teoremg pavyko jrodyti tik 1948 m. A. Selbergui ir P. Erdiosui (P4l Erdos).

6. Visos menamosios ((s) saknys yra tieséje Res = ;. Tai — garsioji Rymano hi-
potezé, kuri, nepaisant daugybés matematiky didziuliy pastangq, iki 8iol néra jrodyta. Jai
tikrinti i§ pra.dzn; buvo skai¢iuojama jprastiniais metodais, o véliau pasitelktos elektroni-
nés skai¢iavimo masinos. 1983 m. buvo Zinoma (J. van de Lune ir H. J. J. te Riele), jog

see tw e0e0
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menamy Sakny su ordinatémis 0 < ¢ < 119 590 809 282 yra 300 000 001 ir visy jy realioji
dalis yra % . Manau, kad iki siol yra gauta naujy rezultaty. Tadiau tai nera hipotezés
jrodymas, o tik daro jg patikimesne.

Pasakojama, jog vienas i§ paéiy Zymiausiy pastaryjy laiky matematiky D. Hilbertas
(David Hilbert, 1862-1943) mégdaves sakyti, jog po mirties patekes j rojy jis pirmiausia
paklausty Viespati Dieva: ,Mein Gott, wo liegen doch die Nullstellen der Riemannschen
Zetafunktion?“

Kaip jau matéme pirminiy skai¢iy pasiskirstymo savybes glaudziai siejasi su Ryma-
no dzeta funkcijos nuliy pasiskirstymu. Jei bity teisinga Rymano hipoteze, tai galétume
jrodyti, kad

m(z) = Li(z) + O(vzlnz).

Tadiau iki 8iol Zinoma tik, kad ((s) # 0, kai

C2
Res > 1—
- (Int)2/3(Inlnt)3/5
ir |t| > ¢35 ¢ia ¢g ir ¢ — atitinkamos konstantos. I§ ¢ia gaunama

w(z) = Li(z) + O(:c exp (— ca(lnz)?®(Inln :1:)_3/5));

fia ¢4 — teigiama konstanta.

Nagrinéjamasis memuaras yra vienintelis B. Rymano publikuotas darbas i§ skaiciy
teorijos. Atidi jo analizé rodo, jog B. Rymanas apie dzeta funkcija Zinojo daug daugiau,
negu parasé. 1932 m. K. Zygelis (Carl Ludwig Siegel) Rymano rankras¢iuose aptiko dzeta
funkecijos skleidinj asimptotine eilute, kurios tik porg nariy (vadinamaja artuting funkcing
lygti) buvo rade G. Hardis ir Dz. Litlvudas 1921 m.

Rymano darbas paskatino daugelj matematiky tirti dzeta funkcija. Jo idéjos buvo
labai reikémingos ne tik skai¢iy teorijoje, bet ir kompleksinio kintamojo funkeijy teorijoje.
Esama story monografijy, kuriose nagrinéjama ¢ teorija. Atsirado daugybé kity panasiy
funkcijy, vaidinanéiy svarby vaidmenj skaiéiy teorijoje ir, apskritai, matematikoje.
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